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Vers  la  fin  de  la  cruelle  maladie  qui  l'enleva  trop 
tôt  à  la  science,  qu'il  éclairait  d'une  si  vive  lumière, 
un  jour  M.  Poisson  me  manda  près  de  lui ,  et  à  peine 
j'avais  eu  le  temps  de  l'interroger  sur  ses  souffrances , 
qu'avec  cet  accent  animé  qu'il  avait  toujours  dès  qu'il 
abordait  dans  la  conversation  l'une  de  cep  matières 
qui  avaient  fait  l'objet  des  études  de  toute  sa  vie,  il 
me  dit  :  ce  Eh  bien ,  où  en  êtes-vous  de  la  théorie  de 
la  Lune?  —  J'ai  déjà  beaucoup  travaillé,  répondis-je; 
mais  c'est  un  abîme  sans  fond ,  et  je  suis  effrayé  de 
tout  ce  qui  me  reste  à  faire.  —  Vous  avez  tort,  reprit 
M.  Poisson  ;  vous  avez  entrepris  un  ouvrage  utile ,  et 
il  faut  l'achever.  Chacun  de  nous  doit  apporter  une 
pierre  à  l'édifice  scientifique  dont  le  xvne  siècle  a  jeté 
les  fondemens.  Si  j'eusse  vécu,  j'aurais  réuni  et  com- 
plété mes  recherches  sur  la  Physique  mathématique; 
c'était  la  tâche  que  je  m'étais  prescrite.  Vous  avez 
choisi  pour  la  vôtre  de  rendre  plus  faciles  les  abords 
de  la  théorie  du  Système  du  Monde  ;  la  question  com- 
pliquée des  perturbations  lunaires  vous  en  offre  une 
belle  occasion,  ne  la  laissez  pas  échapper.  —  Mais, 
répliquai-je  avec  découragement,  vous  le  savez,  le 
temps  où  nous  vivons  n'est  pas  celui  des  ouvrages  de 
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longue  haleine  :  tout  s'improvise,  tout  se  fait  à  la 
hâte ,  et  lorsque  j'aurai  consumé  dix  ans  de  ma  vie 
sur  une  théorie  abstraite ,  à  la  recherche  de  quelques 
perfectionnemens  que  les  savans  de  profession  pour- 
ront seuls  apprécier,  quel  sera  le  prix  de  mon  travail , 
et  quelle  voix  assez  puissante  se  chargera  de  le  tirer 
de  l'oubli  et  d'en  faire  valoir  le  faible  mérite?—  La 
mienne ,  si  je  vis ,  répondit  le  grand  géomètre  ;  et  si 
je  n'y  suis  plus,...  eh  bien ,  il  vous  restera  la  con- 
science d'avoir  fait  une  oeuvre  utile  et  durable.  La 
certitude  de  laisser  après  soi  quelque  trace  de  son 
passage  en  ce  monde  est,  croyez-moi,  une  pensée 
consolante  ;  elle  occupe  la  vie ,  et  elle  aide  à  mourir  !  » 

Telles  furent  les  dernières  paroles  que  m'adressa 
cette  voix  bienveillante ,  qui  avec  tant  de  bonté  avait 
accueilli  ma  jeunesse  et  encouragé  mes  premiers  pas 
dans  la  carrière  difficile  de  la  science.  Quelques  jours 
après,  M.  Poisson  n'était  plus;  mais,  dans  l'émotion 
de  notre  dernière  entrevue ,  j'avais  fait  la  promesse 
qu'il  avait  exigée  de  moi ,  et ,  depuis  ce  moment ,  je 
n'ai  pas  passé  un  seul  jour  sans  tenter  un  nouvel  effort 
pour  l'accomplir.  Enfin,  après  plusieurs  années  de 
pénibles  recherches,  mon  travail  touche  à  son  termes 
mais  j'ai  eu  besoin  de  me  rappeler  son  origine  et  la  vo- 
lonté sacrée  à  laquelle  j'avais  obéi  en  l'entreprenant, 
pour  m' excuser,  à  mes  propres  yeux ,  de  produire 
une  telle  masse  de  formules  et  de  chiffres ,  dans  un 
temps  où  les  études  sérieuses  languissent  abandon- 
nées ,  et  où  le  culte  des  intérêts  matériels  semble  avoir 
envahi  jusqu'au  noble  domaine  de  la  science. 

En  effet ,  ce  xixc  siècle  ,  que  la  découverte  de  deux 
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nouvelles  planètes ,  Cérès  et  Pallas ,  avait  ouvert  d'une 
manière  si  brillante  pour  les  sciences  astronomiques , 
n'a  pas  atteint  encore  la  moitié  de  son  cours,  et  déjà 
l'heureuse  impulsion  qui  lui  avait  été  donnée  par 
les  hommes  de  génie  qui  jetèrent  tant  d'éclat  sur  ses 
premières  années,  semble  s'être  tout-à-fait  éteinte, 
ou  du  moins  elle  a  totalement  changé  d'objet.  Les 
recherches  scientifiques ,  sans  doute ,  sont  encore  en 
honneur,  et  pourrait-il  en  être  autrement  dans  un 
pays  qui  leur  doit ,  comme  la  France,  une  partie  de 
sa  gloire?  mais  c'est  surtout  vers  les  applications  que 
les  esprits  studieux  ont  tourné  leurs  efforts  :  on  cul- 
tive encore  la  science  quand  on  n'a  rien  de  mieux  à 
faire;  mais  on  ne  se  contente  plus,  comme  autre- 
fois, des  paisibles  jouissances  qu'elle  procure;  pour 
prix  du  culte  qu'on  lui  rend ,  on  exige  qu'elle  donne  9 
en  compensation ,  les  honneurs  et  la  fortune  :  on  ne 
lui  demandait,  autrefois,  qu'un  peu  de  gloire  et  de 
renom.  Les  sciences  se  sont  faites  les  auxiliaires  de 
l'industrie,  et  l'on  met  au  rang  de  brillantes  chi- 
mères celles  qui  n'ont  pour  objet  que  le  progrès  et  le 
triomphe  de  l'intelligence  humaine. 

Si  ces  réflexions  sont  fondées,  qui  pourrait  s'é- 
tonner que  la  science ,  à  son  tour,  se  montre  avare 
et  rebelle  envers  des  hommes  qui  ne  la  cultivent  que 
dans  des  intérêts  mercantiles!  Aussi  avons-nous  vu 
rapidement  décliner  cette  suprématie  que  la  France 
s'était  acquise  depuis  près  de  deux  siècles  par  les  con- 
quêtes du  génie.  Nous  avons  vu  disparaître  successi- 
vement ces  illustres  géomètres  qui  s'étaient  pour  ainsi 
dire  associés  à  la  gloire  des  Lagrange  et  des  Laplace  , 
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dont  ils  avaient  été  les  contemporains,  et  qui  avaient 
puissamment  contribué  aux  rapides  progrès  que  leurs 
travaux  ont  fait  faire  aux  sciences  mathématiques  et 
astronomiques.  Nous  avons  vu  s'éteindre,  sous  nos 
yeux ,  Fourier,  Legendre,  Pronjr,  Puissant,  Lacroix, 
Poisson,  et  sur  la  tombe  de  ce  dernier  nous  avons  en- 
tendu retentir  ces  paroles,  qui  ont  eu  tous  les  carac- 
tères d'une  prophétie  trop  tôt  accomplie  :  «  On  se  de- 
mande si,  malgré  toute  sa  fécondité,  la  France  réparera 
de  telles  pertes,  et  si  nous  aurons  le  malheur  de  voir 
l'Académie  des  Sciences  descendre  du  haut  rang  qu'ellç 
occupait.  »  (Discours  prononcé par  M.  Arago.) 

Nous  concevons,  toutefois,  que  l'éclat  que  tant 
d'hommes  illustres  ont  répandu  sur  la  carrière  qu'ils 
ont  si  glorieusement  parcourue,  ait  pu  décourager 
leurs  successeurs  et  les  ait  portés  à  chercher  des  routes 
nouvelles,  loin  des  sentiers  battus  et  des  champs  déjà 
moissonnés.  Mais  c'est  là  une  erreur  grave,  contre 
laquelle  les  jeunes  géomètres  doivent  se  prémunir. 
La  mine  féconde  qu'ont  ouverte  les  géomètres  du 
dernier  siècle  n'est  pas  épuisée  par  les  trésors  qu'elle 
leur  a  prodigués ,  et  l'on  peut  l'exploiter  longtemps 
encore  avec  succès,  en  la  creusant  plus  avant.  Dans 
la  théorie  du  Système  du  Monde,  par  exemple,  les 
phénomènes  généraux ,  les  vérités  les  plus  saillantes , 
celles  qui  étaient  pour  ainsi  dire  à  la  surface  du  sol , 
ont  été  le  prix  des  premiers  efforts  qu'on  a  faits  pour 
les  découvrir  ;  mais  il  en  reste  encore  qui ,  plus  pro- 
fondément enfouis  dans  le  champ  de  la  science ,  ne 
peuvent  être  atteints  que  par  des  travaux  opiniâtres 
et  par  des  études  persévérantes.  Tendre  continuelle- 
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ment  à  rapprocher  les  résultats  de  l'observation  de 
ceux  que  donne  la  théorie,  tel  est  le  but  qu'un  esprit 
juste  doit  désormais  se  proposer  dans  l'étude  de  l'As- 
tronomie mathématique.  Les  géomètres  du  dernier 
siècle  ont  établi ,  pour  y  parvenir,  de  larges  méthodes 
d'investigation,  des  formules  fécondes ,  qui  recèlent 
dans  leur  généralité  des  vérités  encore  inconnues  et 
d'innombrables  découvertes  pour  l'avenir.  Armé  de 
ces  formules,  le  jeune  géomètre,  en  quelques  heures 
de  travail ,  peut  pénétrer  plus  avant  dans  la  connais- 
sance des  mouvemens  célestes  que  ne  l'ont  fait  ceux 
mêmes  qui  les  ont  inventées.  Les  nouvelles  méthodes 
ont  produit  des  résultats  bien  extraordinaires ,  disait 
dernièrement,  avec  beaucoup  de  raison ,  un  géomètre 
aussi  spirituel  que  profond  (i  )  ;  elles  ont  pu  en  quelque 
sorte  se  substituer  au  génie  et  y  suppléer.  Le  carac- 
tère spécial  des  sciences  exactes ,  c'est  que  les  travaux 
de  ceux  qui  les  cultivent  se  superposent  pour  ainsi 
dire  les  uns  aux  autres  ;  en  sorte  qu'il  peut  y  avoir, 
dans  les  progrès  qu'elles  font ,  un  temps  d'arrêt ,  un 
moment  de  repos,  pendant  lequel  elles  semblent  sta- 
tionnaires,  mais  qu'on  n'a  pas  à  craindre ,  du  moins  r 
de  les  voir  rétrograder,  ou  que  leur  lumière  s'obscur- 
cisse. Il  faut  donc  regarder  l'analyse,  par  laquelle 
les  grands  géomètres  du  siècle  dernier  sont  parvenus 
à  pénétrer  le  mécanisme  des  deux,  qui,  sans  ce  pré- 
cieux auxiliaire,  aurait  sans  doute  toujours  échappé T 
par  sa  complication ,  aux  efforts  de  l'esprit  humain , 
comme  une  langue  désormais  fixée,  et  dont  il  ne 

(1)  M.  Libri;  Fie  de  Fermât. 
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s'agit  plus  que  d'étendre  les  applications  et  de  gé- 
néraliser les  formules.  La  recherche  des  méthodes 
nouvelles  est  sans  doute  plus  séduisante  et  surtout 
moins  laborieuse;  mais  en  s'y  livrant  avec  trop  d'ar- 
deur on  risque,  comme  nous  l'avons  vu  souvent, 
de  se  consumer  en  vains  efforts  et  d'arriver,  en 
définitive,  par  une  route  pénible,  et  après  avoir  en- 
tassé formules  sur  formules,  à  des  résultats  obtenus 
à  moins  de  frais  et  depuis  longtemps  rangés  dans 
Tordre  des  vérités  acquises  à  la  science.  C'est  donc 
par  un  heureux  choix  des  méthodes  recommandées 
par  les  brillans  résultats  qu'elles  ont  déjà  produits, 
c'est  en  poussant  plus  loin  ces  développemens ,  c'est 
en  s'appliquant  surtout  à  rechercher  avec  soin  toutes 
les  quantités  qui  peuvent  devenir  sensibles  par  les 
approximations  successives,  qu'on  est  assuré  de  s'ap- 
procher de  plus  en  plus  de  la  vérité,  et  de  faire  faire 
de  nouveaux  progrès  à  l'Astronomie  théorique.  Pour 
elle ,  l'analyse  n'est  qu'un  instrument  utile ,  dont  il 
faut  bien  plus  chercher  à  étendre  la  portée  qu'à  varier 
les  formes. 

Mais  c'est  surtout  vers  l'Astronomie  pratique  que , 
par  de  nombreux  encouragemens ,  par  des  récom- 
penses justement  accordées  et  propres  à  stimuler  l'é- 
mulation ,  il  serait  bon  de  porter  tous  les  efforts  des 
jeunes  gens  qui  montrent  du  goût  pour  les  études 
astronomiques.  C'est  dans  cette  branche  de  nos  con- 
naissances scientifiques  que  le  besoin  d'une  sage  et 
utile  direction  se  fait  principalement  sentir;  et  nulle 
part  on  n'aperçoit  davantage  l'influence  qu'un  grand 
homme  peut   exercer  sur  les  parties  mêmes  de  la 
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science  qui  n'ont  point  été  l'objet  de  ses  études  spé- 
ciales. Les  travaux ,  les  conseils ,  les  encouragemens 
de  Laplace,  ont  créé  autour  de  lui  des  astronomes 
distingués;  Delambre,  Burckhardt ,  Bouvard  lui  ont 
prêté  le  secours  de  leurs  observations,  et  se  sont  fait 
honneur  de  réduire  en  nombres  ses  belles  concep- 
tions analytiques.  La  France  avait  alors  reconquis  le 
rang  qu'il  lui  appartient  d'occuper  dans  toutes  les 
branches  des  sciences  naturelles;  mais,  soit  incurie, 
soit  par  un  malheureux  concours  de  circonstances , 
il  faut  l'avouer,  c'est  surtout  dans  le  domaine  de 
l'Astronomie  pratique  qu'elle  est  aujourd'hui  me- 
nacée de  perdre  la  suprématie  qu'elle  s'était  un  mo- 
ment arrogée.  Cependant,  c'est  là  qu'il  existe  évi- 
demment une  lacune  que  tous  les  hommes  qui 
s'intéressent  aux  progrès  des  sciences  doivent  désirer 
de  voir  combler.  L'Astronomie  théorique,  qui  s'a- 
vance à  grands  pas  vers  son  but,  est  continuellement 
arrêtée  dans  sa  marche  par  les  retards  de  l'Astronomie 
pratique.  Les  données  qu'elle  est  obligée  de  lui  em- 
prunter pour  la  réduction  de  ses  formules  ne  sont 
pas  arrêtées  d'une  manière  certaine.  Des  élémens  in- 
dispensables pour  la  réduction  des  observations  elles- 
mêmes,  et  qu'il  serait  de  la  plus  haute  nécessité  d'éta- 
blir avec  une  rigoureuse  précision,  ont  des  valeurs 
différentes  selon  les  astronomes  qui  les  ont  déterminés. 
Ainsi ,  la  constante  de  l'aberration  est  de  2o",s53  selon 
Delambre,  de  2o",68  selon  Bessel,  de  ao",37  selon  le 
docteur  Brinckley,  etc.  On  n'est  pas  plus  d'accord  sur 
la  valeur  du  coefficient  de  la  nutation ,  cet  autre  élé- 
ment nécessaire  à  la  réduction  de  toutes  les  obser- 
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valions  astronomiques:  Bradley  l'a  trouvé  de  9",oo, 
Mayer,  dec)",65;  Maskelyne,  de  6% 55;  Laplace,  de 
9",4o  ;  M.  Lindenau ,  de  8"  ,977  ;  le  docteur  Brinckley, 
de  9",a5  ;  d'autres  astronomes,  enfin,  lui  assignent 
des  valeurs  plus  ou  moins  éloignées  des  précédentes , 
et  cependant  une  légère  différence  de  quelques  dixiè- 
mes de  seconde  dans  l'expression  du  coefficient  de  la 
nutation  en  produit  une  considérable  dans  la  va- 
leur de  la  masse  de  la  Lune ,  dont  la  détermination 
est  liée  à  ce  coefficient  par  la  théorie.  Une  longue 
série  d'observations  entreprises  tout  exprès  pour- 
rait seule  décider  de  la  préférence  à  donner  aux 
diverses  Tables  de  réfractions  proposées  par  plusieurs 
géomètres  également  recommandables.  Mais,  pour 
nous  renfermer  dans  les  limites  du  sujet  spécial  que 
nous  traitons  en  ce  moment,  nous  demanderons  aux 
astronomes  pratiques  de  déterminer,  avec  plus  de 
précision  qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'ici  dans  la  théorie 
de  la  Lune ,  le  coefficient  de  l'équation  parallactique , 
qui ,  par  sa  comparaison  à  son  expression  analytique , 
fait  connaître  la  parallaxe  solaire  avec  plus  d'exacti- 
tude que  tous  les  autres  phénomènes  dont  on  peut 
se  servir  pour  la  mesurer  (i).   Une  autre  inégalité 

(i)  Dans  un  Rapport  présenté  à  la  Chambre  des  Députés 
en  1842,  et  qui  contient  une  Notice  étendue  sur  les  travaux  de 
Laplace ,  l'auteur,  M.  Arago,  semble  attribuer  à  l'illustre  géomètre 
la  découverte  de  X équation  parallactique  et  l'ingénieuse  idée  de 
déterminer  la  parallaxe  du  Soleil  au  moyen  de  l'une  des  inégalités 
périodiques  de  notre  satellite.  Dans  son  enthousiasme,  bien  jus- 
tifié crailleurs  au  point  de  \nc  où  il  se  place,  il  s'écrie  :  «  Eh  bien , 
Laplace  a  résolu  numériquement  le  problème  de  la  parallaxe  sans 
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du  mouvement  lunaire  non  moins  importante  à  bien 
connaître,  parce  qu'elle  peut  donner  le  véritable  apla- 
tissement du  sphéroïde  terrestre ,  dégagé  de  toutes  les 
circonstances  locales  qui  influent  sur  sa  détermina- 
lion  lorsqu'on  cherche  à  la  déduire  des  mesures  di- 
rectes prises  à  la  surface  de  la  Terre,  nous  voulons 
parler  de  l'inégalité  du  mouvement  en  longitude  qui 
dépend  de  la  distance  du  nœud  de  l'orbite  lunaire 
à  l'équinoxe  mobile  du  printemps ,  a  également  be- 
soin de  correction  (i).  Quoique  peu  différentes,  les 

base  d'aucnne  sorte  ;  il  a  déduit  la  distance  du  Soleil  d'observa- 
tions de  la  Lune  faites  dans  un  seul  et  même  lieu  !...  Telle  est  la 
combinaison  heureuse  à  l'aide  de  laquelle  Laplace  a  résolu  le 
grand,  le  célèbre  problème  de  la  parallaxe!  etc.  »  Ne  laissons  pas 
de  semblables  erreurs  se  propager  sous  le  pathos  et  les  grands 
mots  dont  on  les  couvre  ;  à  chacun  sa  gloire  :  Laplace  est  assez 
riche  sous  ce  rapport  pour  n'avoir  besoin  de  rien  emprunter  aux 
autres.  Voici  ce  qu'il  a  dit  lui-même  :  «  Mayer  avait  déterminé  la 
parallaxe  solaire  en  comparant  aux  observations  l'expression  ana- 
lytique de  l'inégalité  lunaire  parallactique ,  qui  a  pour  facteur 
cette  parallaxe.  J'ai  mis  un  soin  particulier  à  déterminer  cette 
expression.  »  (Mécanique  céleste,  tome  V,  page  362.  )  Que  ce  lan- 
gage clair,  noble  et  modeste,  est  bien  celui  qui  convient  à  la 
science!  Cette  justice,  rendue  par  Laplace  à  son  célèbre  devan- 
cier, l'honore  bien  davantage  que  des  éloges  ampoulés  sur  des 
découvertes  qui  ne  lui  appartiennent  pas  ;  et  c'est  bien  le  cas  de 
dire,  avec  l'auteur  de  la  Notice  que  nous  avons  citée  :  «  Les 
mathématiques  ont  été ,  de  tout  temps ,  les  adversaires  implaca- 
bles des  romans  scientifiques.  » 

(i)  Dans  le  Rapport  dont  il  vient  d'être  question  ,  et  qui  a  été 
inséré  dans  Y  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  i844  9  on 
lit ,  page  3io  :  «  La  Terre  est  aplatie.  Un  corps  aplati  n'attire 
pas  comme  une  sphère.  Il  doit  donc  y  avoir  dans  le  mouvement. 
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valeurs  du  coefficient  de  cette  inégalité,  déterminées 
par  Bûrg  et  Burckhardt,  ne  sont  pas  exactement  les 
mêmes.  Un  point  plus  essentiel  encore,  parce  que 
c'est  Je  seul  qui  reste  à  éclaircir  dans  la  théorie  difficile 
du  mouvement  lunaire,  c'est  de  vérifier  si  le  moyen 
mouvement  de  notre  satellite  est  affecté  d'une  iné- 
galité dont  la  longue  période  serait  de  184  ans  à  peu 
près,  et  dont  la  cause,  si  cette  inégalité  existe  réel- 
lement, aurait  jusqu'à  présent  échappé  à  l'apprécia- 
tion des  géomètres.  Enfin ,  un  travail  indispensable , 
et  qui  nous  semble  intéresser  l'honneur  scientifique 
même  de  la  France ,  c'est  celui  que  réclame  la  con- 
struction de  nouvelles  Tables  lunaires.  L'édition  des 
Tables  de  Burckhardt,  les  plus  précises  qu'on  ait 
établies  jusqu'ici  avec  le  secours  des  observations ,  est 
aujourd'hui  complètement  épuisée;  les  savans  et  les 
navigateurs  ne  pourraient  s'en  procurer  un  seul  exem- 

nous  avons  presque  dit  dans  l'allure  de  la  Lune,  une  sorte  d'em- 
preinte de  l'aplatissement  terrestre.  Telle  fut ,  dans  son  premier 
jet,  la  pensée  de  Laplace; ...  son  ardeur  et  sa  puissance  analytique 
surmontèrent  tous  les  obstacles,  etc.  »  C'est  à Lagrange  qu'est  due 
l'heureuse  idée  d'avoir,  le  premier  introduit  dans  les  équations 
différentielles  du  mouvement  lunaire  l'ellipticité  de  la  Terre; 
mais  il  est  juste  de  reconnaître  que  Laplace  ,  vingt-sept  ans  plus 
tard ,  en  calculant  des  termes  que  Lagrange  avait  négligés  parce 
qu'il  les  croyait  insensibles ,  obtint  un  brillant  résultat ,  qui  n'avait 
point  échappé  à  la  pénétration  de  son  émule ,  mais  que  son  peu 
de  goût  pour  les  calculs  numériques  l'avait  peut-être  seul  em- 
pêché d'atteindre.  Ce  sont  là  des  faits  si  remarquables  dans  l'his- 
toire de  la  science,  qu'il  n'est  permis  ni  de  les* ignorer,  ni  de  les 
altérer.  {Voir,  pour  plus  de  détails,  l'Introduction  de  cet  ouvrage, 
page  24.  ) 
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plaire,  quelque  prix  qu'ils  y  missent ,  et  c'est  à  nos 
bibliothèques  publiques  qu'il  faut  recourir  lorsqu'on 
est  obligé  de  les  consulter.  Il  ne  s'agit  pourtant  pas 
ici  d'une  théorie  abstraite  et  sans  application  usuelle , 
mais  de  l'un  de  ces  bienfaits  dont  la  science  fait  pro- 
fiter l'humanité  tout  entière.  Les  Tables  lunaires  ré- 
solvent mieux  que  tout  autre  moyen  le  grand  pro- 
blème de  la  détermination  des  longitudes  terrestres; 
elles  servent  au  navigateur  à  corriger  les  erreurs  de 
son  estime  et  à  se  guider  sur  les  mers,  sans  s'égarer 
dans  sa  route,  sans  se  briser  sur  les  écueils  dont  elles 
sont  hérissées.  Que  dirait-on  d'une  grande  nation  qui, 
chaque  année ,  consacre  des  sommes  considérables  à 
l'accroissement  de  ses  forces  navales ,  et  qui  laisserait 
dans  l'oubli  cet  auxiliaire  indispensable  de  tout  voyage 
de  long  cours?  Une  telle  incurie  n'accuserait-elle  pas 
mieux  que  toutes  nos  paroles  l'état  d'abandon  et  de 
délaissement  où  sont  tombées  en  France  les  études 
astronomiques? 

Mais,  pour  que  le  travail  indispensable  dont  nous 
parlons  ait  véritablement  tous  les  avantages  qu'on  en 
doit  attendre ,  il  faut  que  quelque  astronome  habile 
et  laborieux  soit  chargé  du  soin  de  revoir  les  obser- 
vations fondamentales  qui  servent  de  base  aux  Tables 
de  Burckhardt.  Il  est  probable  que  quelques-unes 
d'entre  elles  ne  sont  pas  suffisamment  correctes,  ou 
que  des  erreurs  se  sont  glissées  dans  leur  réduction, 
et  je  ne  doute  pas  qu'en  écartant  ces  observations 
défectueuses ,  ou  bien  en  faisant  disparaître  ces  incor- 
rections, on  ne  parvînt  à  établir  un  accord  presque 
complet  entre  les  résultats  de  l'observation  et  ceux 


Digitized  by  LjOOQIC 


xviij  AVANT-PROPOS, 

de  la  théorie.  Nous  avons  donc  lieu  d'espérer  que  le 
corps  savant  (i)  qui  est  dépositaire  des  manuscrits  de  - 
Burckhardt  sentira  toute  l'importance  du  dépôt  qui 
lui  est  confié ,  et  qu'il  ne  tardera  pas  plus  longtemps 
à  nous  donner  une  nouvelle  édition  de  ses  Tables 
corrigées.  Au  reste ,  si  notre  attente  à  cet  égard  était 
encore  trompée ,  le  but  que  nous  avons  en  vue  n'en 
serait  pas  moins  atteint  dans  un  avenir  peu  éloigné. 
En  effet,  on  sait  qu'un  beau  travail  est  entrepris  de- 
puis plusieurs  années  à  l'Observatoire  royal  de  Green- 
wich ,  par  les  soins  de  son  habile  directeur,  pour  le 
perfectionnement  des  Tables  de  la  Lune  :  ce  travail , 
que  le  gouvernement  britannique  a  largement  en- 
couragé par  ses  libéralités  intelligentes ,  aura  bientôt 
rempli  la  lacune  qu'il  s'agit  de  combler  dans  la  théorie 
lunaire  ;  seulement ,  la  science  sera  encore  une  fois 
obligée  d'accorder  à  la  laborieuse  Angleterre  une 
palme  que  la  France  semblait,  sans  effort  et  sans 
peine,  appelée  à  recueillir  (2). 


(1)  Le  Bureau  des  Longitudes. 

(2)  On  lit ,  dans  la  Notice  scientifique  déjà  plusieurs  fois  citée 
{  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  i844  )  :  «  L'extrême  per- 
fection des  Tables  de  la  Lune  donne  à  Laplace  le  droit  d'être  rangé 
parmi  les  bienfaiteurs  de  l'humanité.  »  Peut-être  ces  expressions 
d'un  panégyriste  toujours  un  peu  méridional  seraient-elles  de  na- 
ture à  donner  une  fausse  idée  de  l'état  actuel  de  la  science ,  si  on 
n'en  restreignait  la  portée  dans  de  justes  limites.  Sans  doute 
Laplace  >  plus  encore  par  ses  conseils  et  ses  encouragemens  que 
par  ses  travaux ,  a  contribué  puissamment  à  rendre  plus  exactes 
les  Tables  lunaires  ;  mais  ces  Tables  sont  bien  loin  encore  d'avoir 
atteint  Y^xtréme  perfection  que  l'auteur  de  la  Notice  prétendue 
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En  résumé ,  dans  le  livre  que  nous  publions  au- 
jourd'hui, et  qui  formera  le  VIF  de  notre  Théorie 
du  Système  du  Monde,  nous  avons  abordé,  par  des 
méthodes  nouvelles,  la  plus  épineuse  des  questions 
que  présente  la  Mécanique  céleste.  Nous  avons  sur- 
monté ,  avec  nos  propres  forces  et  sans  aucun  secours 
auxiliaire,  les  nombreuses  difficultés  qu'elle  présente , 
et  que  quelques  géomètres  avaient  même  regardées 
comme  inextricables.  Nos  calculs ,  poussés  aussi  loin 
qu'il  est  possible  de  le  faire  sans  tomber  dans  la  con- 
fusion ,  ont  subi  de  nombreuses  vérifications  qui  en 
ont  assuré  l'exactitude.  L'accord  des  résultats  de  l'ob- 


scientifique  leur  attribue.  Ce  que  nous  avons  dit  plus  haut ,  et  la 
lecture  attentive  de  cet  ouvrage,  montreront  qu'elles  laissent,  au 
contraire ,  beaucoup  à  désirer  ;  nous  avons  lieu  d'espérer  que  les 
résultats  que  nous  présentons  ici  contribueront  à  combler  une 
lacune  qui  restait  encore  dans  la  théorie  de  la  gravitation  univer- 
selle ,  et  permettront  de  construire  à  l'avenir,  avec  le  secours  seul 
de  cette  théorie ,  des  Tables  plus  parfaites  que  celles  qu'on  avait 
formées  jusqu'ici.  Le  célèbre  directeur  de  l'Observatoire  de  Green- 
wich  s'occupe ,  de  son  côté ,  à  perfectionner  les  bases  sur  les- 
quelles sont  établies  les  Tables  lunaires  déduites  des  seules  obser- 
vations. Nous  marchons  donc  rapidement  vers  le  but  que  se  sont 
proposé,  depuis  plus  d'un  siècle,  les  géomètres  et  les  astronomes  ; 
mais  il  n'est  pas  encore  atteint.  Quant  à  la  juste  idée  qu'on  peut 
se  former  des  travaux  analytiques  de  Iâplace  sur  la  théorie  de  la 
Lune,  abstraction  faite ,  bien  entendu ,  de  ses  grandes  découvertes, 
voici  ce  qu'il  en  a  dit  lui-même  :  «  Ma  théorie  lunaire,  exposée 
dans  le  livre  VII ,  se  rapproche  plus  des  observations  que  celles 
qui  l'avaient  précédée.  »  Bien  entendu  qu'il  ne  s'agit  ici  que  des 
théories  de  Clairaut,  Euler  et  d'Àlembert.  (Mécanique  céleste, 
tome  V,  page  36a.  ) 
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servation  et  de  l'analyse  mathématique  est  devenu  plus 
complet,  et  le  perfectionnement  de  la  théorie  lunaire , 
qui  fait  l'objet  de  ce  livre,  ne  laisse,  comme  on  le 
verra,  sous  le  rapport  de  la  précision,  que  bien  peu 
de  chose  à  désirer.  Cette  théorie,  d'ailleurs,  comme 
le  dit  Laplace ,  réunit  tout  ce  qui  peut  donner  du 
prix  aux  découvertes  scientifiques  :  la  grandeur  et 
l'utilité  de  l'objet ,  la  fécondité  des  résultats  et  le 
mérite  de  la  difficulté  vaincue.  Nous  avons  donc  la 
conviction  d'avoir  fait  un  travail  qui  doit  servir  au 
progrès  de  la  science,  et  cette  pensée  est  déjà  pour 
nous  un  ample  dédommagement  du  temps  et  des 
soins  que  nous  avons  consacrés  à  son  exécution. 
Puisse  l'autorité  du  nom  vénéré  sous  les  auspices  du- 
quel nous  le  présentons  aux  géomètres  et  aux  astro- 
nomes, les  disposer  à  le  lire  avec  intérêt  et  à  le  juger 
avec  bienveillance  ! 
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LIVRE  VII. 

Théorie  de  la  Lune. 

Exposé  de  cette  théorie.  Difficultés  qui  lui  sont  propres.  Travaux  des  géomè- 
tres pour  les  surmonter.  —  But  principal  qu'on  doit  se  proposer  dans  la 
théorie  lunaire  ;  avantages  et  inconvéniens  des  diverses  méthodes  em- 
ployées jusqu'ici  pour  résoudro  cette  question.  Exposition  de  la  théorie 
nouvelle  développée  dans  cet  ouvrage.—  Détermination  du  mouvement  pro- 
gressif du  périgée  et  des  nœuds  de  l'orbe  lunaire.  —  Accélération  séculaire 
du  moyen  mouvement;  inutilité  des  efforts  des  géomètres  et  des  astro- 
nomes pour  en  découvrir  la  cause  ;  Laplaoe  reconnaît  le  premier  qu'elle 
provient  de  la  variation  séculaire  de  l'excentricité  do  l'orbe  solaire— Dé- 
finition de  l'inégalité  parallactique  découverte  par  Mayer  et  employée  par 
lui  à  la  détermination  de  la  parallaxe  solaire.  —  Définition  de  ce  qu'on 
doit  entendre  par  inégalité  à  longue  période  dans  le  monvement  de  la 
Lune.  —  Inégalité  à  longue  période  dans  le  mouvement  en  longitude  dé- 
pendante de  l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre ,  et  pouvant  servir  à  le 

déterminer  avec  plus  d'exactitude  que  par  les  observations  directes. 

Inégalité  périodique  dépendante  de  la  même  cause  dans  le  mouvement  en 
latitude;  ces  deux  inégalités  s'accordent  à  donner  à  très  peu  près  la  même 
valeur  pour  l'aplatissement  du  globe  —Inégalité  à  longue  période  dépen- 
dante de  la  différence  des  deux  hémisphères  ;  cette  inégalité ,  étant  tout-à- 
fait  insensible,  ne  peut  donner  aucune  lumière  sur  ce  point  important  de 
la  constitution  du  sphéroïde  terrestre.  —  Inégalité  à  longue  période  intro- 
duite par  Bûrg  et  Burckhardt  dans  leurs  Tables  lunaires,  et  dont  la  cause 
est  encore  inconnue.  —  La  théorie  de  la  Lune  peut  servir  à  vérifier  plusieurs 
élémens  importans  du  système  solaire.  Ainsi ,  on  en  conolut  que  la  durée 
du  jour  n'a  pas  varié  d'un  centième  de  seconde  depuis  Hipparque  jusqu'à 
nos  jours  ;  elle  prouve  encore  que  l'attraction  solaire  est  la  même  sur 
tous  les  corps  du  système  planétaire ,  et  que  l'attraction  du  Soleil  sur  la 
matière  de  la  Terre  et  sur  celle  de  la  Lune  ne  diffère  pas  d'un  millio- 
nième, etc.  —  Doute  exprimé  par  d'Alembert  sur  la  possibilité  de  déter- 
miner par  la  seule  théorie  toutes  les  inégalités  lunaires  avec  une  précision 
suffisante  pour  les  comparer  aux  observations.  —  Travaux  récens  entre- 
pris en  Angleterre  pour  perfectionner  les  Tables  lunaires. 

Tome  IV.  b 
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Extension  des  équations  différentielles  des  mouvemens  planétaires  données , 
n°  48  du  Livre  II ,  aux  mouvemens  de  la  Lune  autour  de  la  Terre.  •    n°  1 

Équation  différentielle  qu'il  convient  d'employer  dans  quelques  cas  parti- 
culiers, et  notamment  dans  le  calcul  des  inégalités  qui  acquièrent  de  très 
petits  diviseurs  par  l'intégration. . . . . , n<>  a 

Développement  des  quantités  qui  entrent  dans  les  équations  différentielles 
du  mouvement  troublé  en  séries  ordonnées  par  rapport  aux  puissances 
ascendantes  du  rapport  des  distances  de  la  Lune  et  du  Soleil  à  la  Terre. 
Recherche  de  la  partie  elliptique  du  mouvement  de  la  Lune. . .    n°»  3  et  4 

Développement  de  la  fonction  perturbatrice  R  en  série  ordonnée  par  rap- 
port aux  excentricités  et  à  l'inclinaison  mutuelle  des  orbites  de  la  Lune 
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ERRATA, 

Page    85,  ligne   6  en  remontent,  au  lieu  de  ^,  lise*  — 

ga,  8  en  remontant,  au  lieu  de  n°  3,  lisez  n°  i3 

109,  4,  au  lieu  de  -h  ~m\.,  lises  -fi m4 

3a  3a 

n3,  g  en  remontant,  au  lien  de  e  cosa£,  /«**  cos2£ 

n5,  q  en  remontant,  au  lieu  de  +  }Zntf  Usez  —  22 m4.. 

îai ,  7,  au  lieu  de  —  9  «•    #*.,  _  9mi 

a  a 

3  3 

iftwl.,  9,  aa  lieu  de  -m*,  lisez  -  m1 

a      '  a 

.a5,  5,  au  lieu  de  5ïïËm»,  ^I^mT 

54        '  216 

ia7i  9>  *"  te**  de  i9m,  fae*  Ï2raf 

xa  ia 

160,  4,  au  lieu  de  -+-  i^ro,  //*?*  —  ~-m 

161,  6,  au  lieu  de  m',  /ta»  m4 
166,  7,  au  /tea  de  t9  lisez  t  -+-  « 

15    '         35 
l79>  a,  au  lieu  de  ^g,  faes  -g- 

l89»  «7»  tf»  *****  àe  co8(aç)--af+ç)'),/iieicos(2Ç  — ap-f-p'  ) 

364,  4  «n  remontant,  aa  /i>a  «fe  —  ï-,  /w<?a  —  ^^ 

32  38q 

078,  9,  <ia  to  <**  -  ^5  ro«  <.*,  /lw  _  ^ mt  tf. 

*79,  »,  «  *<>«  *  ^,  lisez  ^ 

a8f,  3,  «a  lieu  de  2^1,  J««  5^ 

'  7a  a88 

Ibid.,  3  en  remontant,  au  lieu  de  12ËI    /Ijet  ^L 

ioa4  5 lao 

a83,  7  en  remontant,  au  lieu  de  -*-  2§r  w%  '««*  -  ^J^  m* 

384  "Sa 

284,  1a,  au  lieu  de  -  ^  me4,  lisez +  2^  me* 

Ibid.,  i5 ,   aa  /i>a  <fe  -  ^  m«  e4,  //JWf  _  |2Ë  m  *< 

ôia.'  5ia 
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.      J        i68au    t     434eii83   4 
Page  284,  ligne     a  en  remontant,  au  lieu  de  -h    |536  m  H — 18432    m  ' 


lisez  —  — Ms-m  — 


1536        ""*     x843ti 

_   (5o35o    ,   ..      70093    . 
îi86,  10,  au  heu  de  — ^m«,  /«es  ^f"1 


"Mo.     , 
-m* 


a88,  4.  «  «"  .*  -+"  7m% m%> lise*  -  T^f l 

,.      .       76a3?    ,  ..  47503    1 

291 ,  5  en  remontant ,  au  heu  de  —  ^^  w%  luez  -+"7535  m 

3ai,  8,  «u  fe»  <fc  -  ^m',  /tes  -  ^m'-  ^jf™4 

3*4,  9  en  remontant,  au  lieu  de  —  -g  m*  y  *  cos  p , 

/tes ^  m§  y*  e  coa  9 

333,  3  en  remontant,  au  lieu  de  —  ^  mV»,  /tes  —  -^  m*/ 

334,  6,  «u  /icu  de  -  -J2,  /«es  -  -g| 

335,  10,  «a  tea  de  (4mf  —  I)  —  «„,  /tes  (4m1  — 1)  *„ 

336,  9,  au  lieu  de  —  —,  Usez  ■+■  -— 

,.       _    uo3o5     ..       io6ag 
M*.,  13,  ««  heu  de  -^,  /«es  -^g- 

38o,  4  en  remontant,  «a  lieu  de  <?1M  y'  sin(p  ■+  3>j), 

/tes  cIM  e  /  »in  (?  -*-  3u) 
J&/</.,  5  en  remontant,  au  lieu  de  ciu  y"  sin  (ç>  —  3ij), 

/tes  clts  e  y"  sin(ç>  —  3>j) 
38i,  1,  au  lieu  de  cMI,  eM  etc.,  /tes  cIM,  cIM,  etc. 

JAiJ.,  a,  <w  lieu  de  aw  et  j1Itf  lisez  al9l  et  ?lt§ 

,.      1    3|5     i<  ii 

386,  6  en  remontant,  au  heu  de  ^gg,  lisez  — -jîjg 

a7o45    ,.  33^5 

ibid.,  5  en  romonUnt,  au  heu  de  —  -^— g- ,  lisez  —  j^- 
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LIVRE  SEPTIÈME. 


Théorie  des  Mouvemens  des  satellites. 

Nous  avons  développé ,  dans  le  livre  précédent ,  la 
théorie  des  inégalités  des  planètes  principales ,  résul- 
tant de  leurs  actions  mutuelles  ou  des  causes  secon- 
daires qui  influent  sur  leur  marche  ;  nous  nous  occu- 
perons ,  dans  ce  livre ,  des  inégalités  des  mouvemens 
des  satellites.  Ces  inégalités  ne  sont  pas  moins  inté- 
ressantes à  connaître  que  les  premières ,  soit  par  les 
phénomènes  nouveaux  que  présentent  les  mouvemens 
des  satellites ,  soit  par  l'utilité  dont  ils  peuvent  être 
pour  la  mesure  des  longitudes  terrestres.  Jusqu'ici  la 
théorie  de  ces  astres ,  du  moins  du  principal  d'entre 
eux  ,  le  satellite  de  la  Terre ,  avait  été  traitée  par  des 
méthodes  particulières  ;  nous  nous  sommes  attaché  à 
n'employer  ici  que  les  formules  dont  nous  avions  fait 
usage  dans  la  théorie  des  planètes  ;  en  sorte  qu'il  suf- 
Tome  IV,  i 
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fira  de  développer  les  formules  renfermées  dans  le 
second  livre,  pour  embrasser  à  la  fois  les  mouvemens 
de  translation  et  de  rotation  de  tous  les  corps  cé- 
lestes. Cette  uniformité  de  l'analyse ,  en  même  temps 
qu'elle  permet  de  mieux  saisir  l'analogie  des  phéno- 
mènes entre  eux ,  doit  rendre  sans  aucun  doute  plus 
attrayante  et  plus  facile  l'étude  de  la  théorie  du  sys- 
tème du  monde  ;  ce  qui  est  le  but  principal  que  nous 
nous  sommes  proposé  dans  cet  Ouvrage. 
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THÉORIE 
DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 

AUTOUR  DE  LA  TERRE. 


La  Lune  est,  sans  contredit,  de  tous  les  corps 
célestes ,  celui  dont  la  théorie  présente  le  plus  d'in- 
térêt ,  par  ses  nombreuses  et  importantes  applications  ; 
mais  c'est  aussi  celui  dont  l'étude  offre  le  plus  de  dif- 
ficultés ,  par  le  grand  nombre  et  la  variété  des  inéga- 
lités auxquelles  son  mouvement  est  assujéti.  Quel- 
ques-unes de  ces  inégalités  ont  d'abord  été  découvertes 
par  les  observateurs  ;  mais  il  y  avait  loin  de  là  à  la 
connaissance  exacte  de  toutes  les  perturbations  de 
la  Lune ,  et  si  l'observation  a  suffi  aux  astronomes 
pour  acquérir  ces  premières  notions  de  sa  marche , 
on  peut  dire  que  sans  le  secours  de  la  théorie,  qui 
leur  a  donné  le  moyen  de  démêler  les  argumens  des 
diverses  inégalités  lunaires  dont  ils  ont  ensuite  déter- 
miné les  coefficients  par  l'observation ,  des  siècles  se 
seraient  encore  écoulés  avant  que  les  tables  de  la 
Lune  n'eussent  acquis  le  degré  de  perfection  qu'elles 
ont  atteint  aujourd'hui. 

Newton,  après  la  découverte  du  principe  de  la 
pesanteur  universelle,  entreprit  le  premier  d'en  faire 
l'application  à  la  théorie  de  la  Lune.  Les  recherches 
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auxquelles  il  se  livra  sur  cet  objet ,  forment  le  troi- 
sième livre  des  Principes  de  la  Philosophie  naturelle, 
que  Laplace  n'hésite  pas  à  regarder  comme  Tune  des 
parties  les  plus  profondes  de  cet  admirable  ouvrage. 
Newton ,  par  des  considérations  très  ingénieuses ,  et 
par  des  méthodes  empruntées  à  la  synthèse ,  parvient 
à  déterminer  plusieurs  des  inégalités  lunaires  signalées 
par  les  astronomes ,  et  les  trouve  conformes ,  à  très 
peu  près,  aux  valeurs  que  ces  derniers  avaient  dé- 
duites de  leurs  observations.  C'en  était  assez  pour 
fournir  une  confirmation  remarquable  du  principe 
de  la  gravitation,  et  pour  montrer  que  la  différence 
des  actions -du  Soleil  sur  la  Terre  et  sur  la  Lune ,  était 
la  véritable  cause  des  nombreuses  anomalies  du  mou- 
vement de  notre  satellite.  Les  recherches  et  les  mé- 
thodes de  Newton  ont  eu  aussi  l'immense  avantage  de 
faciliter  aux  astronomes  la  construction  de  tables  de 
la  Lune  plus  parfaites  que  celles  que  l'on  avait  eues 
jusque  là  ;  mais  les  considérations  géométriques  qu'il 
avait  employées  à  dessein,  afin  de  vulgariser  pour 
ainsi  dire  ses  principes ,  ne  suffisaient  point  pour  pé- 
nétrer bien  avant  dans  une  théorie  aussi  compliquée , 
et  l'analyse  seule  pouvait  conduire  à  la  détermination 
exacte  de  toutes  les  inégalités  qui  troublent  le  mou- 
vement elliptique  de  la  Lune  autour  de  la  Terre ,  et  à 
la  connaissance  de  sa  véritable  orbite. 

D'Alembert  et  Clairaut  osèrent  aborder  les  pre- 
miers cette  importante  question.  Ils  appliquèrent  à 
la  Lune  la  solution  qu'ils  avaient  donnée  du  pro- 
blème des  trois  corps ,  c'est-à-dire  les  équations  dif- 
férentielles qu'ils  avaient  trouvées  pour  le  mouve- 
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ment  d'un  corps  attiré  par  deux  autres  corps,  en 
supposant  l'action  de  la  force  principale  qui  sollicite 
l'astre  troublé ,  fort  supérieure  à  celle  des  forces  per- 
turbatrices, ce  qui  est  le  cas  des  planètes  et  de  la  Lune. 
Ces  deux  géomètres  parvinrent  à  déterminer  de  cette 
manière,  avec  facilité,  non-seulement  les  inégalités 
que  Newton  avait  obtenues  par  des  moyens  beau- 
coup plus  compliqués ,  mais  encore  un  grand  nombre 
d'autres  inégalités  qu'il  n'avait  pas  considérées,  ou 
qu'il  avait  inutilement  tenté  de  rattacher  à  sa  théorie. 
Parmi  les  premiers  travaux  analytiques  qui  eurent 
pour  objet  les  mouvemens  de  la  Lune ,  on  n'oubliera 
pas  non  plus  ceux  d'Euler,  qui  avait,  en  1747*  en- 
voyé à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris ,  une  solution 
du  problème  des  trois  corps ,  antérieure  de  quelques 
mois  à  celle  présentée  par  D'Alembert  et  Clairaut. 
Cette,  solution  contenait  une  application  au  mouve- 
ment de  Saturne  ;  Euler  en  déduisit  aisément  le  mou- 
vement du  nœud,  de  Porbite  lunaire  et  les  inégalités 
de  son  inclinaison  à  l'écliptique,  et  il  publia  ensuite, 
«1 1 7&3 ,  un  ouvrage  spécial  sur  la  théorie  de  la  Lune. 
Mais  de  ces  trois  grands  géomètres ,  Clairaut  est ,  sans 
contredit,  celui  dont  les  travaux,  toujours  dirigés 
vers  l'utilité  pratique ,  seul  but  digne  des  efforts  d'un 
esprit  supérieur,,  ont  le  plus  contribué  à  faire  sortir 
la  théorie  lunaire  de  l'état  d'imperfection  où  elle  était 
encore,  même  après  Newton.  Il  réunit,  dans  une 
pièce  imprimée  en  1 764 ,  et  qui  avait  remporté  le  prix 
proposé  par  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg,  en  ï  750, 
les  différens  résultats  auxquels  il  était  parvenu  sur  ce 
sujet ,  et  les  nouvelles  tables  lunaires  qu'il  en  dé- 
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duisity  quoique  encore  imparfaites  et  éloignées  du 
haut  degré  de  précision  qu'exigent  les  besoins  de  la 
navigation  et  de  la  géographie,  pouvaient  déjà  per- 
mettre d'espérer  qu'on  parviendrait  à  former,  par  le 
seul  secours  de  la  théorie,  des  tables  aussi  exactes  que 
celles  que  Ton  avait  déduites  jusque  là  du  concours 
de  la  théorie  et  de  l'observation. 

Cependant  ce  n'est  que  dans  ces  derniers  temps 
que  les  géomètres  ont  vu  cet  espoir  se  réaliser,  et 
qu'après  un  siècle  de  travaux ,  on  est  enfin  parvenu 
à  exprimer  les  coefficiens  des  diverses  inégalités  lu- 
naires par  des  formules  assez  exactes  pour  le  dis» 
puter  en  précision  aux  observations  même.  Depuis 
long-temps  Laplace  avait  entrepris,  pour  cet  objet, 
d'importantes  recherches;  mais,  détourné  de  ce  tra- 
vail par  d'autres  méditations,  il  voulut  du  moins,  en 
excitant  l'émulation  des  géomètres,  contribuer  d'une 
autre  manière  à  assurer  ce  nouveau  triomphe  de  l'a- 
nalyse. Ce  fut  sur  sa  demande  que  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  proposa  pour  sujet  du  prix  qu'elle 
devait  décerner  en  1820,  la  formation,  par  la  seule 
théorie,  de  tables  lunaires  assez  exactes  pour  suffire 
à  tous  les  besoins  de  la  pratique,  sans  rien  em- 
prunter à  l'observation  que  les  données  indispensa* 
blés  de  la  question ,  c'est-à-dire  les  élémens  elliptiques 
du  mouvement  lunaire  à  une  époque  déterminée. 
Deux  Mémoires,  également  remarquables,  furent 
couronnés  par  l'Académie;  l'un,  de  M.  Damoiseau, 
était  suivi  de  tables  formées  par  la  conversion  en 
nombres  de  ses  formules  analytiques,  et  ces  tables, 
comparées  à  un  grand  nombre  d'observations,  les 
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ont  représentées  avec  autant  de  précision  que  les  meil- 
leures tables  employées  par  les  astronomes.  L'autre 
Mémoire,  de  MM.  Plana  et  Carlini ,  n'a  point  été  im- 
primé, et  nous  ne  poumons  juger  de  son  mérite  que 
très  imparfaitement ,  par  oe  que  dit  Laplace  dans  la 
Connaissance  des  Tems  pour  i8*3,  et  dans  le  sei- 
zième livre  de  la  Mécanique  céleste,  si  depuis  cette 
époque  M.  Plana  n'avait  publié  un  ouvrage  très  étendu 
sur  le  même  sujet,  où  il  a  développé  les  méthodes 
qu'il  avait  suivies  dans  son  Mémoire  fait  en  société 
avec  M.  Carlini. 

Ce  dernier  ouvrage  est  le  plus  important  de  tous 
ceux  qui  ont  paru  sur  la  théorie  des  mouvemens  lu- 
naires,  et  mérite  une  attention  toute  particulière. 
Les  développemens  des  formules  analytiques  ont  été 
poussés  si  loin ,  et  les  détails  dans  lesquels  entre  l'au- 
teur semblent  offrir  de  si  imposantes  garanties  de  la 
justesse  de  ses  calculs ,  que  si  l'on  en  excepte  quelques 
inégalités  particulières  du  mouvement  de  la  Lune,  qui 
par  leur  complication  ont  échappé  à  la  méthode  gé- 
nérale employée  par  M.  Plana,  il  me  paraît  difficile 
d'ajouter  rien  d'essentiel  sous  le  rapport  de  l'étendue 
et  de  la  précision  des  approximations ,  aux  résultats 
de  ce  grand  travail.  Mais  il  restait  à  examiner  si,  par 
des  voies  plus  simples  que  celles  que  M.  Plana  ou 
ses  prédécesseurs  avaient  suivies,  il  ne  serait  pas  pos- 
sible d'atteindre  le  même  but  qu'ils  s'étaient  proposé; 
car  le  choix  des  méthodes  n'est  pas  indifférent,  sur- 
tout dans  une  théorie  aussi  vaste  et  aussi  difficile  (*) 

(*)  C'est  dons  le  choix  de  ce*  méthodes  et  dans  la  prévoyance 
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que  Test  celle  de  la  Lune.  Il  faut  tendre  alors  à  rap- 
procher, autant  que  possible,  le  résultat  final  des 
formules  primitives  dont  il  est  dérivé  pour  en  rendre 
la  vérification  plus  facile;  et  ce  que  Ton  doit  surtout 
chercher  à  éviter,  ce  sont  les  opérations  inutiles ,  qui , 
en  compliquant  le  travail  numérique,  deviendraient 
pour  le  calculateur  une  source  d'erreurs  nouvelles. 
Ces  considérations  nous  amènent  à  examiner  avec 
plus  d'attention  les  méthodes ,  ou  plutôt  la  méthode 
unique  suivie  généralement  jusqu'à  présent  dans  l'ap- 
plication de  l'analyse  à  la  détermination  des  mouve- 
mens  de  la  Lune.  On  peut,  par  le  choix  arbitraire  du 
système  des  coordonnées  auxquelles  on  rapporte  sa 
position ,  varier  d'une  infinité  de  manières  la  solution 
de  ce  problème.  Les  premiers  géomètres  qui  s'en 
occupèrent,  d'Alembert  et  Clairaut,  choisirent  pour 
coordonnées  le  rayon  vecteur  projeté  sur  le  plan  de 
l'écliptique ,  et  le  mouvement  vrai  de  la  Lune  rap- 
porté à  ce  plan  ;  pour  former  les  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  dont  la  détermination  de  ces 
variables, doit  dépendre,  ils  supposèrent  constant  l'é- 
lément de  la  longitude  vraie ,  et  exprimèrent  la  dif- 
férentielle du  temps  en  fonction  de  cette  longitude. 
Quant  à  la  latitude ,  pour  la  déterminer,  ces  deux 
géomètres  employèrent ,  comme  Newton,  les  varia- 
tions différentielles  du  mouvement  du  nœud  et  de 


des  quantités  qui  peuvent  devenir  sensibles  par  les  intégrations 
successives ,  que  consiste  Fart  des  approximations ,  art  non  moins 
utile  aux  progrès  des  sciences,  que  la  recherche  des  méthodes 
analytiques.  (Laplacb,  Connaissance  des  Tems,  i8a3,  p.  1127.) 
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l'inclinaison  de  l'orbite;  mais  depuis  on  a  trouvé  plus 
simple  d'exprimer  directement  les  variations  de  la  la- 
titude par  une  équation  différentielle  du  second  ordre 
et  de  même  forme  que  celle  du  rayon  vecteur.  Comme 
ce  choix. des  coordonnées,  du  moins  en  ce  qui  re- 
garde le  rayon  vecteur  et  la  longitude ,  a  été  adopté 
par  Laplace  et  par  presque  tous  les  géomètres  qui  se 
sont  depuis  occupés  de  la^théorie  des  mouvemens 
lunaires,  il  est  nécessaire  d'en  rechercher  avec  soin 
les  avantages  et  lès  inconvéniens.  Nous  remarquerons 
d'abord  que  cette  méthode  paraît  être  celle  qui  se 
présente  le  plus  naturellement  à  l'esprit,  par  la  pro- 
priété qu'elle  a  de  conduire  directement  à  une  équa- 
tion différentielle  entre  le  rayon  vecteur  et  la  longi- 
tude projetés  sur  le  plan  de  l'éçliptique ,  c'est-à-dire 
à  l'équation  différentielle  de  la  projection  de  l'orbite 
troublée.  Or  cette  équation  est  assez  inutile  à  la  vé- 
ritable solution  du  problème,  qui  consiste  moins  à 
connaître  la  nature  de  l'orbite  troublée,  qu'à  dé* 
terminer  à  chaque  instant  la  position  de  la  Lune  sur 
cette  courbe ,  en  tenant  compte  de  toutes  les  per- 
turbations dont  son  mouvement  elliptique  est  affecté. 
Il  faut  convenir  cependant  que  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  formées  dans  ce  système ,  exigeant 
seulement  que  les  termes  tout  connus  soient  exprimés 
en  séries  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles  proportion- 
nels au  mouvement  vrai  de  la  Lune ,  et  les  forces 
perturbatrices  se  présentant  naturellement  sous  cette 
forme ,  ou  du  moins  pouvant  aisément  y  être  rame- 
nées ,  cette  circonstance  facilite  beaucoup  le  dévelop- 
pement de  ces  équations,  La  réduction  au  contraire 
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des  forces  perturbatrices  à  une  autre  forme,  par 
exemple ,  à  des  séries  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles 
proportionnels  au  temps,  comme  l'exigerait  le  déve- 
loppement du  système  d'équations  différentielles ,  où 
l'élément  du  temps  est  supposé  constant,  offre  une 
opération  beaucoup  plus  pénible.  Mais,  d'un  autre 
côté ,  il  faut  observer  que  lorsqu'on  emploie  le  sys- 
tème d'équations  différentielles  où  l'on  regarde  comme 
constant  la  différentielle  de  la  longitude  vraie,  on  est 
obligé,  pour  rendre  possibles  les  intégrations,  de 
convertir  le  mouvement  vrai  du  Soleil,  qui  entre 
dans  l'expression  des  forces  perturbatrices ,  en  fonc- 
tion de  la  longitude  vraie  de  la  Lune ,  travail  qui  ne 
laisse  pas  que  d'être  considérable  lorsqu'on  veut 
pousser  les  approximations  aussi  loin  qu'on,  le  fait 
aujourd'hui.  D'ailleurs ,  l'intégration  de  ces  formules 
donne  la  longitude  moyenne  de  la  Lune,  son  rayon 
vecteur,  et  la  latitude  en  fonction  de  sa  longitude 
vraie ,  et  comme  pour  la  formation  des  tables  les  trois 
variables  qui  déterminent  à  chaque  instant  la  posi- 
tion de  cet  astre  doivent  être  exprimées  en  fonction 
du  temps,  on  est  obligé  de  réduire  par  le  retour  des 
suites ,  la  longitude  vraie  en  fonction  de  la  longitude 
moyenne,  et  de  substituer  ensuite  cette  valeur  dans 
les  expressions  finies  du  rayon  vecteur  et  de  la  lati- 
tude. Or  cette  préparation  qu'exigent  les  formules 
dont  il  s'agit ,  la  conversion  qu'il  faut  faire  subir  en- 
suite aux  résultats  qu'on  en  a  déduits  pour  les  adapter 
aux  usages  astronomiques ,  l'inconvénient  surtout 
qu'ont  ces  formules  de  ne  point  conduire  directement 
au  but  qu'on  se  propose ,  me  paraissent  des  iraper- 
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fections  qui  doivent  plus  que  compenser  les  avan- 
tages que  cette  méthode  semble  présenter  au  premier 
aperçu  *  sous  le  rapport  de  la  simplicité. 

Il  y  a  encore  à  ce  sujet  une  remarque  essentielle  à 
foire.  On  peut  considérer  de  deux  manières  très  dif- 
férentes le  problème  des  perturbations  de  notre  sa- 
tellite. Si  l'on  se  propose  simplement ,  comme  le  dit 
Laplace,  de  rapprocher  le  plus  qu'il  est  possible 
l'analyse  de  l'observation  (*) ,  et  si  c'est  là  en  effet  le 
seul  but  de  la  théorie  lunaire ,  je  ne  mets  pas  en  doute 
que  la  marche  qu'il  a  tracée ,  et  que  M.  Damoiseau 
a  suivie  après  lui ,  en  portant  plus  loin  les  approxi- 
mations, ne  soit  pour  cet  objet  la  plus  expéditive 
de  toutes.  Mais  si  l'on  embrasse  la  question  d'un 
point  de  vue  plus  vaste,  comme  il  est  indispensable 
de  le  faire ,  à  mon  avis ,  dans  l'état  actuel  de  la  science, 
et  si  l'on  demande  des  expressions  littérales  des  trois 
coordonnées  de  la  Lune  qui  conviennent  à  tous  les 
temps,  et  qui  n'aient  besoin ,  pour  être  converties  en 
tables,  que  de  la  substitution  des  valeurs  numéri- 
ques des  élémens  arbitraires,  que  la  théorie  emprunte 
à  l'observation ,  je  suis  convaincu  que  dans  ce  cas  les 
formules  ordinaires  employées  dans  la  théorie  des 
planètes  offrent,  pour  atteindre  ce  but,  sur  celles 
qu'ont  proposées  d'Alembert  et  Clairaut,  des  avan- 
tages incontestables.  Sans  entrer  à  cet  égard  dans  des 
détails  qui  nous  mèneraient  trop  loin ,  nous  nous 
contenterons  d'observer  que  la  conversion  que  ces  for- 
mules exigent  lorsqu'on  envisage  la  question  comme 

(*)  Connaissance  des  Tems  i8a3,  page  227. 
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l'a  fait  Laplace ,  s'opère  sur  des  séries  dont  chaque 
coefficient  est  exprimé  numériquement,  et  se  borne 
par  conséquent  à  quelques  opérations  arithmétiques , 
tandis  que  dans  la  solution  générale,  la  conversion 
s'opère  sur  des  expressions  littérales ,  et  double  à  très 
peu  près  le  travail  qu'on  a  été  obligé  de  faire  pour 
parvenir  à  ces  expressions.  C'est  ce  dont  il  est  d'ail-' 
leurs  facile  de  se  convaincre ,  en  étudiant  avec  quel- 
que attention  le  grand  ouvrage  de  M.  Plana ,  qui  a 
préféré  cette  voie  longue,  mais  sûre,  à  celle  qui  s'of- 
frait à  lui  pour  arriver  directement  aux  expressions 
littérales  des  trois  coordonnées  de  la  Lune. 

En  effet ,  si  l'on  choisit  pour  les  trois  variables  d'où 
dépend  à  chaque  instant  la  position,  de  cet  astre,  sa 
longitude  vraie  rapportée  au  plan  de  l'écliptique ,  sa 
latitude  au-dessus  du  même  plan,  et  son  rayon  vecteur 
compté  sur  l'orbe  lunaire,  ou  plutôt  une  fonction  égale 
à  l'unité  divisée  par  ce  rayon  vecteur  ;  que  si  l'on 
forme  ensuite  les  trois  équations  différentielles  du  mou- 
vement de  la  Lune  autour  de  la  Terre ,  troublé,  par 
l'action  du  Soleil ,  en  regardant  comme  constant  l'élé- 
ment du  temps,  ainsi  qu'on  le  pratique  ordinairement 
dans  la  théorie  des  planètes ,  il  est  évident  qu'il  suffira 
de  développer  et  d'intégrer  ces  équations  pour  avoir 
directement  les  expressions  des  variables  qui  déter- 
minent le  mouvement  troublé  de  la  Lune ,  sans  être 
astreint  aux  pénibles  conversions  que  l'autre  méthode 
exige.  D'ailleurs ,  outre  les  raisons  que  j'ai  déjà  don- 
nées pour  justifier  ce  choix ,  on  voit  qu'il  établit  la 
plus  grande  analogie  dans  les  différentes  questions  du 
système  du  monde.  La  théorie  des  planètes  principales 


Digitized  by  LjOOQIC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  i3 

et  celle  des  satellites,  se  trouvent  ainsi  renfermées  dans 
la  même  analyse ,  ce  qui  fait  disparaître  la  seule  excep- 
tion que  présentait  à  cet  égard  l'ensemble  des  tables  des 
mouvemens  célestes.  Plusieurs  importans  théorèmes 
relatifs  aux  mouvemens  planétaires ,  tels  que  celui  de 
Y  invariabilité  des  grands  axes  et  des  moyens  mouve- 
mens peuvent  ainsi  être  aisément  appliqués  à  la  théorie 
de  la  Lune,  et  y  reçoivent  même  une  extension  nou- 
velle ,  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  si  l'on  choisissait  tout 
autre  système  de  formules.  Enfin ,  une  classe  entière 
d'inégalités  particulières  au  mouvement  de  la  Lune, 
et  très  importantes  par  le  jour  qu'elles  répandent  sur 
plusieurs  points  du  système  du  monde ,  sont  détermi- 
nées avec  beaucoup  de  facilité  dans  ce  système ,  tandis 
que  les  difficultés  qu'elles  présentent  lorsqu'on  em- 
ploie les  formules  où  la  différentielle  de  la  longitude 
vraie  est  supposée  constante,  sont  telles  que  Laplace 
pensait  lui-même  qu'il  fallait  tout-à-fait  renoncer  à 
l'emploi  de  ces  formules  dans  ces  cas  particuliers.  Si 
l'on  considère  donc  que  l'uniformité  de  la  méthode 
rend  plus  facile  l'étude  et  le  rapprochement  des  dif- 
férentes parties  d'une  même  théorie ,  on  y  verra  un 
nouveau  motif  pour  adopter  définitivement  la  forme 
que  nous  proposons  de  donner  aux  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement  troublé  de  la  Lune. 

Pour  intégrer  ces  équations ,  nous  suivrons  la  mé- 
thode d'approximation  ordinaire.  Nous  ferons  d'a- 
bord abstraction  des  forces  perturbatrices,  et  nous 
déterminerons  les  valeurs  elliptiques  du  rayon  vec- 
teur, de  la  longitude  et  de  la  latitude;  en  substituant 
ces  valeurs  dans  la  fonction  perturbatrice ,  et  en  l'in- 


Digitized  by  VjOOQlC 


14  THÉORIE  ANALYTIQUE 

traduisant  ensuite  dans  les  équations  différentielles 
du  mouvement  troublé ,  on  obtiendra  les  valeurs  des 
trois  coordonnées  lunaires  exactes  jusqu'aux  quan- 
tités de  l'ordre  des  forces  perturbatrices  inclusive- 
ment ;  en  continuant  ainsi  l'on  obtiendra ,  par  des  ap- 
proximations successives ,  les  valeurs  de  ces  quantités 
avec  le  degré  de  précision  qu'on  aura  résolu  d'at- 
teindre. Nous  serons  conduits  ainsi  à  exprimer  cha- 
cune des  trois  coordonnées  de  la  Lune ,  par  des  suites 
de  sinus  et  de  cosinus  d'angles  croissant  proportion- 
nellement au  temps ,  dans  lesquelles  les  coefficiens 
de  chaque  inégalité  seront  eux-mêmes  exprimés  en 
séries  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes des  excentricités  des  orbites  de  la  Lune  et  du 
Soleil ,  de  leur  mutuelle  inclinaison ,  et  du  rapport  du 
moyen  mouvement  du  Soleil  à  celui  de  la  Lune ,  rap- 
port qui  est  à  peu  près  égal  à  un  treizième.  Il  suffira  de 
substituer  dans  les  séries  les  valeurs  numériques  de  ces 
quantités,  données  par  l'observation,  pour  expri- 
mer en  nombres  les  coefficiens  des  diverses  inégalités 
de  la  Lune,  et  obtenir  des  expressions  qu'il  sera  en- 
suite facile  de  réduire  en  tables.  Telle  est  donc ,  après 
un  mûr  examen ,  la  solution  qui  nous  a  paru  la  plus 
complète  et  la  plus  simple  du  problème  des  perturba- 
tions lunaires.  Le  travail  qu'elle  exigera  pour  porter 
les  approximations  aussi  loin  que  l'a  fait  M.  Plana , 
sera  cependant  encore  très  considérable;  et  dans  l'état 
actuel  de  l'analyse ,  par  la  nature  même  de  la  ques- 
tion, il  paraît  bien  difficile  qu'il  en  soit  autrement; 
mais  du  moins  ce  travail  aura  l'avantage  de  conduire 
directement  au  but  qu'on  se  propose,  d'être  par  cela 
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même  plus  facile  à  vérifier  ;  et  enfin ,  lorsqu'on  se  sera 
assuré  de  son  exactitude,  les  expressions  analytiques 
qui  en  résulteront  pourront  servir  dans  tous  les  temps, 
et  feront  connaître  les  valeurs  des  coefficients  des  diffé- 
rentes inégalités  lunaires ,  avec  une  précision  toujours 
croissante  à  mesure  que,  par  la  discussion  d'un  plus 
grand  nombre  d'observations,  on  perfectionnera  les 
valeurs  des  élémens  arbitraires  de  la  théorie.  Dans  la 
méthode  de  Laplace,  au  contraire,  et  c'est  là  son 
principal  inconvénient,  toute  vérification  est  rendue 
presque  impossible ,  à  moins  de  recommencer  en  en- 
tier un  immense  travail ,  et  il  faut  renoncer  d'ailleurs 
à  l'avantage  de  formules  qu'on  peut  rectifier  à  mesure 
que  les  observations  nouvelles  permettent  de  déter- 
miner avec  plus  de  précision  les  élémens  arbitraires 
qu'elles  renferment. 

M.  Poisson ,  dans,  le  Mémoire  qu'il  a  publié  sur  le 
mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre  (*) ,  a  senti 
comme  nous  tout  l'avantage  qu'il  y  aurait  à  exprimer 
directement  les  trois  coordonnées  de  la  Lune  en  fonc- 
tion du  temps;  mais  il  propose  de  remplacer  les  équa- 
tions différentielles  relatives  à  ces  trois  coordonnées 
par  celles  d'où  dépendent  les  six  élémens  de  l'orbite 
elliptique  devenus  variables,  c'est-à-dire  de  déter- 
miner d'abord  les  variations  finies  de  ces  élémens  par 
l'intégration  de  ces  six  équations ,  et  d'en  conclure  les 
variations  correspondantes  du  rayon  vecteur,  de  la 
longitude  et  de  la  latitude ,  par  la  substitution  dans 
les  expressions  de  ces  trois  variables  relatives   au 

(*)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  tome  X. 
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mouvement  elliptique ,  des  valeurs  des  constantes  ar- 
bitraires augmentées  de  leurs  variations.  Mais  ce 
procédé,  qui  peut  convenir  à  la  détermination  de 
quelques  inégalités  particulières ,  comme  le  fait  voir 
M.  Poisson ,  conduirait  à  un  travail  impraticable  par 
son  étendue,  si  l'on  voulait  l'appliquet  à  la  détermi- 
nation de  toutes  les  inégalités  lunaires  ;  au  lieu  de  trois 
indéterminées  on  en  aurait  six  à  calculer,  ce  qui  dou- 
blerait les  opérations  déjà  si  compliquées  que  cette 
question  présente  ;  d'ailleurs,  comme  nous  avons  déjà 
eu  l'occasion  de  le  remarquer  dans  la  théorie  des  per- 
turbations planétaires ,  n°  88  ,  livre  II ,  les  inégalités 
de  chacun  des  élémens  de  l'orbite  elliptique ,  se  fon- 
dent pour  ainsi  dire  les  unes  dans  les  autres  pour 
former  les  inégalités  du  mouvement  troublé,  et  ce 
n'est  que  par  des  réductions  plus  ou  moins  pénibles 
qu'on  peut  ramener  lès  expressions  ainsi  obtenues  à 
la  forme  qu'il  convient  de  leur  faire  prendre  pour  la 
construction  des  tables ,  forme  sous  laquelle  elles  sont 
données  immédiatement  par  l'intégration  directe  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  le  rayon  vec- 
teur, la  longitude  et  la  latitude.  Il  est  donc  de  beau- 
coup préférable ,  dans  la  théorie  des  planètes ,  et  à  plus 
forte  raison  dans  celle  de  la  Lune ,  d'employer  cette 
dernière  méthode  pour  la  détermination  des  inégalités 
simplement  périodiques*  Quant  à  la  méthode  de  la 
variation  des  constantes  arbitraires ,  d'une  si  grande 
utilité  dans  toutes  les  parties  de  la  théorie  du  système 
du  monde ,  on  la  réservera  pour  le  calcul  des  inéga- 
lités séculaires  et  de  quelques  autres  inégalités  d'une 
forme  particulière ,  dont  elle  facilite  la  détermination  ; 
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enfin  elle  pourra  servir  pour  éclairer  quelques  points 
importons  de  cette  difficile  théorie,  par  l'avantage 
qu'offre  cette  méthode,  d'indiquer  clairement  la  for- 
mation de  chacune  des  inégalités  qui  affectent  le  mou- 
vement troublé. 

Après  cette  digression  sur  le  choix  des  formules  les 
plus  avantageuses  pour  la  détermination  des  inéga- 
lités du  mouvement  troublé  de  la  Lune ,  nous  allons 
reprendre  P  exposé  de  cette  théorie  au  point  où  nous 
l'avons  laissé.  Les  méthodes  ordinaires  d'approxima- 
tion appliquées  à  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles du  mouvement  lunaire ,  introduisent  dans  les 
expressions  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la 
latitude,  des  arcs  de  cercle  qui  les  rendraient  bientôt 
inexactes ,  comme  cela  a  lieu  dans  un  cas  semblable 
relativement  aux  planètes ,  n°  90 ,  livre  II.  Les  géo- 
mètres qui  s'occupèrent  les  premiers  de  la  théorie  de 
la  Lune,  sentirent  donc  la  nécessité  d'éviter  l'intro- 
duction de  ces  arcs,  et  pour  y  parvenir,  Clairaut  ima- 
gina un  moyen  très  simple,  et  qui  a  été  généralement 
adopté  depuis  lui.  Au  lieu  de  regarder  comme  inva- 
riable l'ellipse  primitive  de  la  Lune ,  il  suppose  que 
son  périgée  et  ses  nœuds  sont  mobiles,  et  il  prend 
pour  la  partie  elliptique  du  rayon  vecteur,  de  la  lon- 
gitude et  de  la  latitude ,  les  valeurs  de  ces  quantités 
relatives  à  cette  orbite  variable.  En  substituant  ensuite 
ces  valeurs  dans  les  équations  différentielles  du  mou- 
vement troublé ,  et  en  comparant  les  coefficiens  des 
inégalités  qui  dépendent  des  mêmes  argumens,  on 
obtient  des  équations  de  condition  au  moyen  des- 
quelles ou  détermine  les  vitesses  moyennes  du  périgée 
Tome  IV.  a 
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et  du  nœud,  qu'on  avait  introduites  sous  la  forme 
de  quantités  arbitraires  dans  les  expressions  du  mou- 
vement elliptique.  Clairaut  obtint  ainsi,  par  une  pre- 
mière approximation,  une  évaluation  à  très  peu  près 
exacte  du  mouvement  du  nœud  de  l'orbe  lunaire; 
mais  son  analyse    ne   donnait   au    mouvement  du 
périgée  qu'une  valeur  moitié  environ  du   mouve- 
ment de  ce  point  indiqué  par  l'observation.  Newton 
était  parvenu ,  avant  lui ,  à  ce  résultat  singulier,  et 
cette  anomalie  porta  d'abord  Clairaut  à  penser  que 
la  loi  de  la  gravitation  universelle  devait  être  mo- 
difiée relativement  à  la  Lune.  Mais  ayant  fait  en- 
trer dans  ses  calculs  la  considération  de  la  seconde 
puissance  de  la  force  perturbatrice  qu'on  avait  jus- 
qu'alors négligée ,  soit  dans  la  théorie  de  la  Lune ,  sort 
dans  la  théorie  des  planètes ,  comme  ne  produisant 
que  des  quantités  insensibles ,  Clairaut  reconnut  que 
cette  seconde  approximation  doublait  à  très  peu  près  le 
mouvement  du  périgée  donné  par  la  première,  et  que 
par  conséquent  le  résultat  de  la  loi  de  la  gravitation 
était  encore  parfaitement  d'accord  sur  ce  point ,  avec 
celui  qu'avait  fourni  l'observation.  Une  seconde  ap- 
proximation ayant  suffi  pour  produire  cette  coïnci- 
dence presque  complète,  il  était  intéressant  de  vérifier 
si  elle  se  trouverait  confirmée  par  les  approximations 
suivantes.  C'est  ce  qu'a  d'abord  tenté  d'Àlembert, 
en  poussant  l'approximation  plus  loin  que  ne  l'avait 
fait  Clairaut,  et  il  a  trouvé  que  la  théorie  se  rappro- 
chait ainsi  de  plus  en  plus  de  l'observation.  Aujour- 
d'hui la  précision  a  été  portée  encore  bien  au-delà,  et 
le  mouvement  progressif  du  périgée  de  l'orbe  lunaire, 
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aussi  bien  que  celui  du  nœud ,  calculés  par  M.  Da- 
moiseau et  par  M.  Plana ,  dans  leurs  Mémoires  cou- 
ronnés par  l'Académie ,  ne  différaient  pas  du  mouve- 
vement  observé  d'un  vingt-millième  de  leur  grandeur 
respective. 

Une  difficulté  d'un  ordre  plus  élevé,  qu'a  présentée 
aux  géomètres  la  théorie  de  la  Lune,  et  qu'ils  ont 
long-temps  vainement  tenté  de  surmonter,  est  celle 
qu'offrait  l'explication  de  Y  accélération  séculaire  re- 
marquée par  les  astronomes  dans  son  moyen  mou- 
vement. Halley,  par  la  comparaison  des  anciennes 
éclipses  aux  modernes,  avait  le  premier  soupçonné 
cette  accélération.  Tobte  Mayer  la  confirma  ensuite 
par  un  plus  grand  nombre  d'observations  ;  et  en 
la  supposant  proportionnelle  au  carré  du  temps, 
il  en  fixa  la  quantité  à  9"  environ  pour  le  premier 
siècle,  à  partir  de  1700  (n°  75,  livre II).  Il  restait 
k  découvrir  la  cause  théorique  de  cette  équation 
séculaire,  qui  semblait  particulière  à  la  Lune,  puis- 
qu'aucune  équation  semblable  n'avait  jamais  été  re- 
marquée dans  les  mouvemens  planétaires,  et  qui 
paraissait  d'ailleurs  contraire  à  l'important  théorème 
de  Y  invariabilité  des  distances  et  des  mouvemens 
moyens  des  planètes  et  des  satellites.  L'Académie  des 
Sciences  de  Paris,  et  plusieurs  autres  sociétés  sau- 
vantes, mirent  plusieurs  fois  cette  question  au  con- 
cours sans  en  obtenir  la  solution;  enfin  Laplace 
parvint  le  premier  à  la  véritable  cause  de  cet  impor- 
tant phénomène,  qui  avait  coûté  aux  géomètres  tant 
de  recherches  infructueuses.  En  s' occupant  de  la 
théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne,  il  reconnut  que  les 

2.  . 
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variations  séculaires  qui  affectent  les  excentricités  de 
leurs  orbites ,  devaient  produire  des  équations  sécu- 
laires dans  les  moyens  mouvemens  de  ces  deux  pla- 
nètes. 11  transporta  aussitôt  ce  résultat  à  la  Lune ,  et 
il  trouva  que  la  variation  séculaire  de  l'excentricité 
de  l'orbe  solaire,  fort  peu  sensible  sur  le  mouve- 
ment de  la  Terre ,  acquiérait  une  grande  importance 
en  se  réfléchissant  pour  ainsi  dire  dans  le  mouvement 
de  la  Lune,  et  produisait  dans  son  mouvement  moyen 
l'équation  séculaire  signalée  par  les  astronomes. 
Cette  découverte  ayant  rappelé  l'attention  de  La* 
grange  vers  un  Mémoire  qu'il  avait  publié  plusieurs 
années  auparavant,  sur  les  causes  qui  peuvent  pro- 
duire des  inégalités  séculaires  dans  les  moyens  mou- 
vemens de  Jupiter  et  de  Saturne ,  il  reconnut  de  suite 
qu'en  appliquant  à  la  Lune  la  formule  qu'il  avait 
donnée  pour  déterminer  la  variation  séculaire  de  la 
longitude  de  V époque,  formule  qui  n'avait  produit 
que  des  variations  insensibles  relativement  aux  pla- 
nètes ,  on  retrouvait  l'équation  même  d'où  Laplace 
avait  déduit  la  valeur,  conforme  à  l'observation ,  de 
l'inégalité  séculaire  de  la  Lune.  Ainsi  l'oubli  d'une 
application  numérique  si  facile ,  enleva  à  Lagrange  la 
gloire  de  l'une  des  plus  belles  découvertes  dont  s'ho- 
nore l'Astronomie  théorique  !  Toutefois ,  l'analyse  de 
ce  grand  géomètre  a  l'avantage  de  faire  voir  que  cette 
inégalité  ne  fait  pas  exception  au  théorème  général 
sur  l'invariabilité  des  moyens  mouvemens ,  puisqu'elle 
montre  en  effet  que  cette  inégalité  ne  résulte  pas  de  la 
variation  de  la  partie  de  la  longitude  moyenne  qu'on 
appelle  communément  le  mouvement  moyen,  mais  de 
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la  partie  constante  de  cette  longitude  qu'on  a  nommée 
la  longitude  de  l'époque,  et  qui  dans  l'orbite  troublée 
devient  variable  comme  les  autres  élémens  du  mou- 
vement elliptique,  par  l'action  perturbatrice  du  Soleil 
sur  la  Lune. 

Laplace,  en  même  temps  qu'il  trouvait  l'explica- 
tion de  l'équation  séculaire  de  la  Lune,  découvrit 
de  plus  que  la  même  cause  produit  dans  les  mou- 
vemens  du  périgée  et  des  nœuds  de  l'orbe  lunaire  des 
inégalités  séculaires ,  que  les  astronomes  n'avaient  pas 
encore  remarquées.  Il  s'assura  qu'en  effet  ces  équa- 
tions séculaires  étaient  rendues  sensibles  par  les  ob- 
servations anciennes  comparées  à  celles  des  Arabes  et 
aux  observations  plus  récentes.  M.  Bouvard  confirma 
ce  résultat  en  calculant  par  la  théoriç  toutes  les 
éclipses  observées  par  les  Chaldéens ,  les  Grecs  et  les 
Arabes,  qui  nous  sont  parvenues  (*),  et  il  trouva 
qu'en  tenant  compte  des  trois  inégalités  séculaires 
de  la  Lune,  les  conditions  nécessaires  pour  l'accom- 
plissement du  phénomène  étaient  effectivement  rem- 
plies pour  ces  diverses  éclipses,  ce  qui  n'aurait  pas 
lieu  si  l'on  n'avait  point  égard  aux  trois  inégalités 
séculaires  dont  il  s'agit ,  ou  si  l'on  altérait  d'une  ma- 
nière sensible  les  valeurs  que  leur  assigne  la  théorie. 

Parmi  les  nombreuses  inégalités  périodiques  du 
mouvement  lunaire ,  il  y  en  a  une  qui  dépend  de  la 
distance  vraie  de  la  Lune  au  Soleil ,  et  dont  le  coeffi- 
cient a  pour  facteur  le  rapport  des  distances  moyennes 
du  Soleil  et  de  la  Lune  au  centre  de  la  Terre.  L'exr 

■■  — ■  '         —  t 

(*)  Connaissance  des  Tems  pour  1800. 
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pression  analytique  de  cette  équation  comparée  aux 
observations ,  peut  servir  par  conséquent  à  déterminer 
la  parallaxe  solaire ,  en  supposant  connue  la  paral- 
laxe lunaire,  et  elle  a  été  appelée ,  par  cette  raison , 
inégalité  parallac tique.  Mayer  est  le  premier  qui  ait 
imaginé  de  déterminer  de  cette  manière  cet  élément 
important  des  tables  planétaires;  on  a  depuis  poussé 
l'approximation  beaucoup  plus  loin  qu'il  ne  l'avait 
feit  dans  l'expression  analytique  du  coefficient  de 
cette  inégalité,  et  la  comparaison  de  sa  % valeur  à 
celle  qui  lui  est  assignée  par  l'observation  ,  a  donné 
pour  la  parallaxe  solaire  une  valeur  qui  ne  diffère 
que  dans  les  centièmes  de  seconde  de  celle  qui  a  été 
conclue  des  derniers  passages  de  Vénus  sur  le  disque 
du  Soleil,  en  1761  et  1769.  Il  suffirait  même  d'une 
faible  altération ,  soit  dans  la  valeur  du  coefficient 
de  l'inégalité  parai  lactique  déduite  de  la  discussion 
des  observations ,  soit  dans  la  masse  que  l'on  suppose 
à  la  Lune ,  pour  faire  disparaître  entièrement  cette 
légère  différence.  Il  ne  faut  pas  oublier,  d'ailleurs , 
que  lés  astronomes  ne  sont  point  eux-mêmes  parfai- 
tement d'accord  sur  la  valeur  exacte  de  la  paral- 
laxe solaire,  qu'ils  ont  déduite  des  observations. 
Laplace  a  tiré  de  cette  concordance  entre  la  théorie  et 
l'observation ,  relativement  à  cette  inégalité ,  une  con- 
séquence très  importante:  il  a  fait  voir  qu'il>en  résul- 
tait la  preuve  incontestable  que  l'action  du  Soleil  esta 
très  peu  près  la  même  sur  la  matière  de  la  Terre  et  sur 
celle  de  la  Lune,  et  que  la  différence,  s'il  en  existe  une , 
ne  s'élève  pas  à  la  millionième  partie  de  cette  action. 
Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  parler  d'une  es- 
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pèce  d'inégalités  particulières  au  mouvement  de  la 
Lune ,  et  qui  jouent  un  grand  rôle  dans  sa  théorie 
par  les  difficultés  nombreuses  que  leur  détermination 
présente.  Ces  inégalités ,  qui  tiennent  le  milieu  pour 
ainsi  dire  entre  le*  inégalités  périodiques  et  les  inéga- 
lités séculaires,  ne  renferment  dans  leurs  argumeas 
que  les  quantités  qui  fixent  la  position  du  périgée  et 
des  nœuds  de  l'orbe  lunaire ,  et  ne  sont  censées  varier 
par  conséquent  que  par  les  déplacemens  de  ces  points. 
Or,  quoique  les  mouvemens  du  périgée  et  des  nœuds 
de  l'orbite  de  la  Lune  soient  très  rapides  comparati- 
vement aux  variations  séculaires  des  périgées  et  des 
nœuds  des  orbes  planétaires,  les  inégalités  dont  il 
s'agit  croissent  cependant  avec  une  grande  lenteur 
comparativement  aux  autres  inégalités  périodiques,  et 
c'est  par  cette  raison  que ,  pour  les  distinguer,  on  les  a 
nommées  inégalités  à  longues  périodes.  Deux  de  ces 
inégalités  méritent  spécialement  l'attention  des  géo- 
mètres ,  à  cause  de  leur  importance  dans  la  théorie 
de  la  figure  de  la  Terre.  La  première ,  qui  avait  été 
indiquée  à  Mayer  par  l'observation,  avant  que  la 
théorie  n'en  eut  découvert  la  cause,  a  pour  argument 
la  distance  du  nœud  ascendant  de  l'orbe  lunaire  k 
Yéquino&e  mobile.  Lagrange,  dans  son  Mémoire  sur 
l'équation  séculaire  de  la  Lune,  couronné  en  1787, 
par  l'Académie  des  Sciences,  avait  eu  le  premier  l'idée 
d'introduire  dans  les  équations, différentielles  du  mou- 
vement de  la  Lune,  l'ellipticité  de  la  Terre;  mais  il 
avait  négligé  comme  insensibles  toutes  les  inégalités 
résultantes  de  cette  cause ,  qui  dépendent  de  l'incli- 
naison de  l'orbe  lunaire  à  l'écliptique.  Laplace,  vingt- 
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sept  ans  plus  tard ,  en  calculant  les  termes  qui  avaient 
échappé  à  l'analyse  de  Lagrange ,  reconnut  que  l'i- 
négalité à  longue  période  soupçonnée  par  May er,  était 
due  à  l'aplatissement  de  la  Terre,  et  pouvait  fournir  un 
moyen  de  déterminer  cet  aplatissement,  peut-être  avec 
plus  d'exactitude  qu'aucun  des  moyens  directs  ima- 
ginés jusque  là  pour  l'obtenir,  parce  qu'il  a  sur  eux 
l'avantage  d'être  indépendant  des  circonstances  locales 
qui  peuvent  modifier  les  résultats.  Laplace  a  fait  voir, 
en  même  temps,  que  cette  inégalité  devait  être  accom- 
pagnée d'une  inégalité  périodique  en  latitude  dépen- 
dante de  la  même  cause,  et  dont  l'argument  est  la 
longitude  de  la  Lune  comptée  de  la  ligne  mobile  des 
équinoxes  ,  ce  que  Bùrg  et  Burckhardt  ont  ensuite 
confirmé  par  la  discussion  des  observations.  La  com- 
paraison des  expressions  analytiques  de  ces  deux  iné- 
galités avec  les  résultats  d'un  grand  nombre  d'obser- 
vations ,  donne  à  la  Terre  un  aplatissement  à  très  peu 
près  égal  àjf5;  et,  ce  qui  est  remarquable ,  l'aplatis- 
sement conclu  de  l'inégalité  en  latitude,  ne  présente 
qu'une  différence  très  légère  avec  celui  qui  résulte  de 
l'inégalité  en  longitude.  Cet  accord  prouve  que  ces 
inégalités  déterminent  avec  une  grande  précision  la 
valeur  de  cet  aplatissement,  qui  coïncide  d'ailleurs  à 
très  peu  près  avec  celui  qui  résulte ,  soit  des  mesures 
des  degrés  du  méridien ,  soit  des  observations  du  pen  - 
dule.  Une  inégalité  à  longue  période,  indiquée  par  la 
théorie" ,  et  qui  résulte  également  de  la  non-sphéricité 
de  la  Terre,  présente  un  résultat  non  moins  curieux 
de  la  pesanteur  universelle  :  elle  a  pour  argument  la 
longitude  du  périgée  de  l'orbe  lunaire  >  plus  deux  fois 
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celle  du  nœud,  comptées  l'une  et  Vautre  de  Véquinoxe 
mobile.  Cette  inégalité  dépend  de  la  différence  des  deux 
hémisphères  terrestres  de  chaque  coté  de  l'équateur; 
on  devait  penser ,  en  effet,  que  les  hautes  montagnes 
de  l'Asie ,  l'étendue  des  continens  de  l'hémisphère  bo- 
réal ,  pouvaient  avoir  sur  l'inégalité  résultante  de  cette 
cause  une  influence  qu'il  était  intéressant  d'apprécier  ; 
mais  toutes  les  recherches  qu'on  a  faites  pour  déter- 
miner le  coefficient  de  cette  inégalité,  ont  montré  qu'il 
ne  s'élevait  guère  qu'à  un  centième  de  seconde  sexagé- 
simale ;  il  est  donc  impossible  d'espérer  que  cette  iné- 
galité ,  qui  nous  aurait  donné  un  renseignement  pré- 
cieux sur  la  figure  de  notre  globe,  puisse  être  rendue 
sensible  par  les  observations. 

Cependant  Bùrg ,  en  discutant  les  observations  de 
Lahire,  de  Flamsteed,  de  Bradley  et  de  Maskelyne, 
avait  remarqué  entre  elles  des  différences  qui  lui  sem- 
blèrent indiquer  l'existence  d'une  nouvelle  inégalité 
à  longue  période,  jusqu'à  présent  inaperçue  dans  la 
longitude  moyenne  de  la  Lune.  Il  a  ensuite  introduit 
dans  ses  tables  cette  inégalité ,  en  lui  supposant  une 
période  de  180  ans,  et  en  déterminant  par  les  obser- 
vations son  coefficient,  qu'il  fait  monter  jusqu'à  i5" 
sexagésimales.  La  conformité  des  périodes  de  cette 
inégalité  et  de  celle  qui  résulte  de  la  non-similitude  ' 
des  deux  hémisphères  terrestres,  pouvait  d'abord 
faire  penser  que  cette  anomalie  en  était  la  véritable 
cause;  mais  l'analyse,  comme  on  vient  de  le  voir, 
montre  que  l'inégalité  que  produit  la  différence  des 
deux  hémisphères  terrestres,  est  absolument  insen- 
sible, et  l'on  s'est  d'ailleurs  assuré  qu'il  ne  peut 
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exister  aucune  inégalité  d'une  aussi  longue  période , 
provenant  de  l'eilipticité  du  sphéroïde  terrestre ,  dont 
le  coefficient  ait  une  valeur  appréciable.  Laplace  ùna- 
gina  alors  que  l'inégalité  signalée  par  Bùrg  pouvait 
provenir  de  l'action  du  Soleil ,  en  supposant  son  ar- 
gument proportionnel  à  la  longitude  du  périgée  lu- 
naire, plus  deux  fois  celle  du  nœud,  moins  trois  fais 
la  longitude  du  périgée  solaire,  oe  qui  lui  donnerait 
une  période  d'environ  180  ans ,  conformément  à  ce 
qu'indique  l'observation.  Le  coefficient  de  cette  iné- 
galité acquerrait,  par  l'intégration ,  un  très  petit  divi- 
seur, mais  il  serait  multiplié  par  un  produit  du  dixième 
ordre  relativement  aux  quantités  que  l'on  considère 
comme  du  premier  ordre  dpns  le  mouvement  de  la 
Lune.  La  petitesse  d'un  pareil  facteur  a  fiait  penser 
qu'il  demeurerait  toujours  insensible;  et  comme  le 
grand  nombre  de  termes  dont  il  dépend  rendrait  sa 
détermination  par  la-  théorie  presque  impossible ,  on 
s'est  dispensé  de  le  calculer.  M.  Poisson  ne  pense  pas 
cependant  que  les  raisons  précédentes  suffisent  pour 
établir  que  ce  coefficient  soit  insensible;  mais  il  a 
démontré  que  l'action  solaire  ne  peut  produire  au- 
cune inégalité  semblable  à  celle  dont  il  s'agit,  et  il 
croit  d'ailleurs  que  les  observations  d'où  Btirg  l'a 
déduite  sont  insuffisantes  pour  la  déterminer.  Elle  ne 
provient  pas  non  plus  de  l'action  des  planètes  sur  la 
Lune ,  qui  ne  peut  produire  aucune  inégalité  à  longue 
période  dans  son  mouvement;  il  faudrait,  d'après 
cela,  chercher  l'explication  de  cette  inégalité  dans 

(*  )  Connaissance  des  Tems  pour  1823. 
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d'autres  causes  perturbatrices  que  celles  qui  ont  suffi 
jusqu'ici  pour  rendre  compte  de  toutes  les  inégalités 
diverses  du  mouvement  lunaire.  Quoi  qu'il  en  soit , 
c'est  le  seul  point  qui  reste  encore  à  éclaircir  dans  la 
théorie  de  notre  satellite;  et ,  comme  le  dit  Laplace,  si 
les  observations  futures  confirment  cette  anomalie  si- 
gnalée dans  le  mouvement  de  la  Lune ,  il  sera  temps 
alors  d'en  rechercher  la  cause.  Toutefois  il  ne  faut 
pas  craindre  qu'en  attendant,  l'exactitude  des  tables 
en  soit  altérée,  parce  que  cette  inégalité,  à  cause  de 
la  longueur  de  sa  période ,  peut,  dans  l'intervalle 
d'un  demi-siècle,  être  supposée  se  confondre  avec  le 
moyen  mouvement.  Il  suffira  donc  aux  besoins  de  la 
pratique  de  rectifier  de  cinquante  ans  en  cinquante 
ans  le  moyen  mouvement  lunaire,  jusqu'à  ce  que 
l'existence  de  l'inégalité  dont  il  s'agit  soit  constatée 
d'une  manière  irréfragable. 

Nous  avons  dit  que  le  calcul  des  inégalités  à  longues 
périodes  présentait,  dans  la  théorie,  de  la  Lune,  de 
graves  difficultés.  Les  géomètres  qui  se  sont  occupés 
après  Laplace  de  ces  inégalités ,  avaient  employé  à 
leur  détermination  les  formules  où  l'on  suppose  cons- 
tante la  différentielle  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune; 
nais  ces  formules  ne  conviennent  pas  k  ce  genre  d'i- 
négalités; Laplace  en  a  fort  judicieusement  apprécié 
la  raison.  «  Les  termes  des  expressions  de  ce  genre 
d'inégalités  ont  pour  diviseurs  le  très  petit  coefficient 
du  temps  dans  leurs  argutnens,  ce  qui  les  rend 
sensibles.  La  méthode  ordinaire  conduit,  par  des  in- 
tégrations doubles,  à  des  termes  qui  ont  pour  divi- 
seur le  cairé  de  ce  coefficient ,  et  que  l'on  sait  d'ail- 
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leurs  devoir  se  détruire  dans  le  résultat  final  ;  en  sorte 
que  ce  résultat  étant  la  différence  de  quantités  fort 
grandes  par  rapport  à  lui ,  devient  inexact  si  l'on  n'a 
pas  l'attention  de  conserver  dans  les  calculs  toutes  les 
quantités  de  son  ordre ,  ce  qui  exige  des  considéra- 
tions délicates  et  minutieuses.  »  Aussi  la  recherche  des 
inégalités  dont  il  s'agit  par  cette  méthode,  a-t-elle 
presque  toujours  conduit  les  géomètres  qui  l'ont  em- 
ployée à  des  résultats  défectueux.  La  méthode,  au 
contraire ,  où  le  temps  est  pris  pour  la  variable  in- 
dépendante, n'est  pas  sujette  à  cet  inconvénient;  une 
propriété  remarquable  dont  jouit  la  fonction  pertur- 
batrice lorsqu'elle  est  développée  en  série  de  sinus 
et  de  cosinus  d'angles  proportionnels  à  la  longitude 
moyenne ,  dispense  alors  d'avoir  égard  aux  termes 
qui  acquièrent  pour  diviseurs  le  carré  du  coefficient 
du  temps  dans  les  argumens,  en  sorte  que  l'on  n'a  à 
considérer  que  des  termes  divisés  parla  première  puis- 
sance de  ce  coefficient,  termes  par  cela  même  beau- 
coup plus  faciles  à  calculer,  et  qui  doivent  seuls 
d'ailleurs  subsister  dans  le  résultat  final.  Cette  mé- 
thode, qui  évite  au  calculateur  une  opération  pé- 
nible et  inutile ,  mérite  donc  sans  aucun  doute  la 
préférence  dans  ce  cas ,  et  nous  ne  pouvions  manquer 
d'en  faire  usage ,  puisque  nous  l'avons  adoptée  dans 
tout  le  cours  de  cette  théorie  comme  la  plus  propre  à 
donner,  avec  le  moins  de  travail  possible ,  les  coeffi- 
ciens  de  toutes  les  inégalités  lunaires.  En  calculant  de 
nouveau,  par  cette  méthode,  les  inégalités  dont  les 
argumens  croissent  avec  une  grande  lenteur,  nous 
avons  été  amenés  à  rectifier  quelques  inexactitudes 
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qui  s'étaient  introduites  dans  les  valeurs  qu'on  en 
avait  données  précédemment ,  et  dont  les  résultats  de 
Laplace  lui-même  n'étaient  pas  exempts  (*). 

La  théorie  de  la  Lune,  dont  le  perfectionnement 
était  si  désirable  pour  les  besoins  de  la  navigation  et 
de  la  géographie,  par  l'étude  suivie  qui  en  a  été  faite, 
a  encore  produit  un  autre  résultat:  elle  a  servi  à  nous 
éclairer  sur  plusieurs  points  très  délicats  du  système 
du  monde.  L'invariabilité  de  la  durée  du  jour,  élé» 
ment  essentiel  de  tous  les  calculs  astronomiques,  est 
une  conséquence  de  ses  équations  séculaires.  En  effet, 
on  sait  que  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre,  comme 
la  position  des  pôles  à  sa  surface ,  ne  sont  assujétis 
qu'à  des  inégalités  périodiques  absolument  insensi- 
bles, et  l'on  a  conclu  de  là  la  constance  de  la  durée 
du  jour  :  mais  si ,  par  quelque  cause  inconnue ,  cette 
durée  éprouvait  une  altération  sensible,  la  compa- 
raison des  observations  du  mouvement  de  la  Lune  à 
sa  théorie ,  fournirait  le  moyen  le  plus  sûr  de  le  re- 
connaître. Ainsi  l'on  trouve  que  si  la  durée  du  jour 
moyen  solaire  surpassait  maintenant  d'un  centième  de 
seconde  centésimale ,  celle  qu'il  avait  du  temps  d'Hip- 
parque ,  l'équation  séculaire  de  la  Lune  en  serait  aug- 

(*)  Laplace ,  en  rendant  compte  des  deux  Mémoires  couronnés 
par  l'Académie  des  Sciences,  en  1824 ,  s'exprime  ainsi  :  «  Les 
auteurs  des  deux  pièces  ont  considéré  les  inégalités  à  longues  pé- 
riodes que  j'ai  indiquées  dans  le  septième  livre  de  la  Mécanique 
céleste;  maïs  à  cet  égard ,  leur  analyse  est  incomplète.  »  Voir  les 
deux  Mémoires  que  j'ai  donnés  sur  ce  sujet  [Compte  rendu  des 
séances  de  V Académie  des  Sciences,  1837,  Ier  semestre  (tome  IV, 
n° 8),  et  Connaissance  des  Tems  r84o]. 
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mentée  de  4%38  pour  le  siècle  actuel ,  c'est-à-dire  de 
plus  du  tiers  de  sa  valeur  totale ,  telle  qu'elle  résulte 
de  la  théorie  de  la  gravitation.  Les  observations  ne 
permettent  pas  de  supposer  un  accroissement  aussi 
considérable ,  il  est  donc  certain  que  depuis  Hippar- 
que,  la  durée  du  jour  n'a  pas  varié  d'un  centième  de 
seconde  centésimale. 

Toutes  les  théories  de  l'Astronomie  physique  repo- 
sent aujourd'hui  sur  la  supposition  que  le  pouvoir 
attractif  dont  la  matière  est  douée,  est  identiquepour 
tous  les  corps  de  la  nature.  Des  expériences  sur  des 
pendules  de  diverses  matières ,  faites  par  Newton ,  et 
renouvelées  depuis  par  différens  physiciens ,  ont  établi 
que  cette  loi  se  vérifiait  rigoureusement  pour  le  cas  de 
la  pesanteur  terrestre.  Nous  venons  de  voir  que  la 
théorie  de  la  Lune  fournissait  une  confirmation  nou- 
velle de  ce  principe,  en  montrant  qu'une  différence 
d'un  millionième  dans  les  actions  du  Soleil  sur  la 
Terre  et  sur  la  Lune ,  troublerait  sensiblement  l'ac- 
cord qui  existe  entre  les  valeurs  de  la  parallaxe  du 
Soleil ,  conclues  de  l'équation  parallactique  et  des 
observations  astronomiques.  Les  inégalités  lunaires 
dépendantes  de  l'aplatissement  de  la  Terre,  et  ré- 
sultant de  l'action  que  chacune  des  molécules  du 
sphéroïde  terrestre  exerce  sur  la  matière  de  la  Lune, 
offrent  une  preuve  nouvelle  que  l'attraction  des  corps 
célestes  les  uns  vers  les  autres  n'est  pas  une  pro- 
priété inhérente  à  ces  corps ,  mais  qu'elle  est  la  ré- 
sultante de  l'action  réciproque  de  toutes  leurs  mo- 
lécules. 

En  résumant  ce  que  nous  venons  de  dire  sur  la 
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théorie  de  la  Lune,  on  voit  que,  grâce  aux  travaux 
des  géomètres  qui  s'en  sont  occupés  sans  interruption 
depuis  Newton ,  elle  est  arrivée  aujourd'hui  à  un  de- 
gré de  perfection  que  les  forces  de  l'analyse  ne  per- 
mettent guère  de  dépasser.  D'Àlembert  avait  cru  qu'il 
serait  à  jamais  impossible  de  déterminer  par  la  théorie 
seule  toutes  les  inégalités  du  mouvement  lunaire  avec 
une  précision  suffisante  pour  les  usages  de  la  pra- 
tique. MM.  Damoiseau  et  Plana  ont  victorieusement 
résolu  ce  doute ,  en  présentant  des  formules  dont  la 
conversion  en  nombres  peut  fournir  des  tables  lu- 
naires pour  le  moins  aussi  exactes  que  celles  que  les 
astronomes  avaient  construites  par  le  secours  de  la 
théorie  et  de  l'observation  réunies.  Toutes  les  inéga- 
lités indiquées  par  l'observation,  une  seule  exceptée, 
encore  son  existence  même  n'est-elle  pas  bien  évi- 
demment constatée ,  ont  été  expliquées  par  la  théorie , 
et  elle  en  a  signalé  aux  astronomes  de  nouvelles, 
qui  par  leur  complication  auraient  échappé  pendant 
des  siècles  encore  à  leurs  investigations.  La  Lune ,  qui 
par  ses  éclipses  avait  donné  aux  observateurs  la  pre- 
mière idée  de  la  sphéricité  de  notre  globe ,  a  fourni 
de  nos  jours  la  mesure  la  plus  exacte  que  nous  ayons 
de  son  aplatissement.  Enfin ,  sa  théorie  perfectionnée 
a  répandu  sur  plusieurs  points  encore  obscurs  du  sys^ 
tème  du  monde ,  une  clarté  nouvelle  qu'on  aurait 
peut-être  vainement  cherchée  dans  l'explication  di- 
recte des  phénomènes.  Cependant  l'étude  d'un  astre 
qui  depuis  si  long-temps  est  l'objet  des  efforts  réunis 
des  géomètres  et  des  astronomes ,  ne  paraissait  point 
encore  arrivée  à  son  dernier  degré  de  perfectionne- 


Digitized  by  VjOOQlC 


3a  THÉORIE  ANALYTIQUE 

ment.  On  pouvait  souhaiter  d'abord  que  les  astrô* 
nomes  améliorassent  les  tables  lunaires  en  les  appuyant 
sur  un  plus  grand  nombre  d'observations,  telles 
qu'on  peut  se  les  procurer  aujourd'hui  ;  en  détermi- 
nant avec  plus  de  soins  les  élémens  arbitraires  qui 
leur  servent  de  base;  en  faisant  enfin  concourir  à 
leur  formation ,  d'une  manière  plus  complète  qu'on 
ne  l'avait  fait  jusqu'ici ,  les  données  de  l'observation 
et  les  secours  de  la  théorie  (*).  Nous  sommes  heureux 
de  pouvoir  annoncer  aux  astronomes  que  M.  Airy,  le 
savant  directeur  de  l'observatoire  de  Greenwich,  s'oc- 


(*)  Voici  ce  que  dit  Laplace  à  ce  sujet  :  a  L'emploi  des  obser- 
vations pour  la  formation  des  tables  lunaires,  a  l'avantage  de 
faire  connaître  les  coefficiens  des  inégalités  avec  une  exactitude 
toujours  croissante ,  quand  on  augmente  le  nombre  des  observa- 
tions. On  voit  même,  par  le  calcul  des  probabilités,  que  Ton 
peut  ainsi  en  approcher  indéfiniment,  et  par-là ,  surpasser  la  pré- 
cision de  la  théorie ,  dont  les  approximations  deviennent  tellement 
compliquées ,  lorsqu'on  veut  les  porter  fort  loin ,  que  l'on  est  forcé 
d'y  renoncer.  La  méthode  d'approximation  tirée  des  observations, 
peut  donc  être  utilement  employée;  mais  on  la  rendra  plus  exacte 
et  plus  facile ,  si  Ton  y  regarde  comme  autant  de  données  cer- 
taines, les  coefficiens  sur  lesquels  la  théorie  ne  laisse  pas  d'in- 
certitude, et  les  rapports  qu'elle  indique  avec  précision  entre  ces 
coefficiens.  Par  ce  moyen  on  diminuera  considérablement  le  nom- 
bre des  coefficiens  à  déterminer  par  la  comparaison  des  obser- 
vations; ce  qui  simplifiera  le  calcul  et  donnera  plus  de  précision  à 
ses  résultats.  On  perfectionnera  ainsi,  par  la  combinaison  des 
observations  et  de  la  théorie ,  les  tables  du  mouvement  lunaire  en 
longitude  ;  à  l'égard  des  tables  de  la  latitude  et  de  la  parallaxe, 
je  pense  qu'il  convient  de  les  former  par  la  seule  théorie.  »  (Con- 
naissance des  Tems  pour  1 8*3 ,  page  a3 1 .  ) 
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cupe  en  ce  moment  d'un  travail  de  ce  genre;  le  gou- 
vernement anglais,  avec  une  générosité  qui  mérite 
la  reconnaissance  de  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux 
progrès  de  l'Astronomie ,  a  mis  à  sa  disposition  les 
fonds  nécessaires  pour  discuter  de  nouveau  toutes 
les  observations  faites  à  Greenwich ,  depuis  Maskeline 
jusqu'à  ce  jour,  et  l'on  sait  qu'aucun  observatoire  ne 
possède  une  série  d'observations  lunaires  aussi  com- 
plète et  aussi  étendue.  Sans  doute  M.  Airy,  toujours 
occupé  des  intérêts  delà  science,  ne  bornera  pas  là  son 
travail ,  et  nous  pouvons  avec  confiance  noufi  livrer  à 
l'espoir  que  quelques  années  ne  s'écouleront  pas  sans 
que  nous  possédions  de  nouvelles  tables  lunaires  plus 
parfaites  que  celles  quei'on  a  construites  jusqu'à  pré- 
sent. Nous  pourrons  alors  rechercher,  avec  quelque 
chance  de  succès ,  les  véritables  causes  des  petites  dif- 
férences qu'on  remarque  encore  entre  les  coefficiens 
de  quelques  inégalités  déduites  de  l'observation  ou 
calculées  par  la  théorie.  Ce  travail  précieux  permettra 
peut-être  aussi  de  mettre  hors  de  doute  l'existence 
de  la  petite  altération  que  les  astronomes  ont  cru  re- 
marquer dans  le  moyen  mouvement  de  la  Lune,  et 
qui  est  le  seul  point  qui  reste  encore  à  éclaircir  dans 
la  théorie  de  cet  astre  (*).  Enfin,  nous  pourrons  de- 
mander à  M.  Airy,  de  déduire  des  observations  avec 
plus  de  soin  qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'à  présent ,  les  élé- 
mens  elliptiques  de  l'orbe  lunaire ,  parce  que  ces  don- 
nées entrent  dans  tous  les  calculs  de  la  théorie,  et  que 
leur  précision  influe  sur  celle  de  tous  les  résultats  qu'on 

(*)  Connaissance  des  Tems  pour  i8a3,  page  226. 
Tome  IV.  3 
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en  déduit.  Mais  ce  qu'on  devait  avant  tout  désirer ,  il 
me  semble ,  dans  la  théorie  de  la  Lime ,  c'était  une  mé- 
thode qui  rattachât  la  détermination  de  toutes  ses  iné- 
galités, quelle  que  fut  leur  origine,  à  la  même  analyse  $ 
et  qui  pût  permettre  d'en  Tenfermer  l'exposition  datis 
des  bornes  plus  étroites  qu'on  ne  l'avait  fait  jusqu'à 
présent;  car  quelques  éloges  que  mérite ,  par  l'étendue 
des  approximations  et  pat  le  soin  qui  préside  à  tous 
les  calculs  numériques,  le  bel  ouvrage  de  M.  Plana, 
on  ne  peut  s'empêcher  de  penser  que  trois  gros  vo- 
lumes in-4°  consacrés  uniquement  à  la  laine,  ne  dé- 
passent les  limites  que  devait  avoir  l'exposition  d'une 
simple  question  de  la  théorie  générale  du  système 
du  monde.  On  a  vu  que  tel  était  l'objet  que  je  m'étais 
spécialement  proposé  dans  ce  livre;  mais  tandis  que 
je  m'occupais  du  travail  immense  qu'il  nécessitait,  car, 
malgré  les  plus  heureuses  simplifications  qu'on  puisse 
apporter  dans  les  formules,  on  doit  s'attendre,  comme 
je  l'ai  déjà  dit,  que  la  théorie  de  la  Lune  demeurera 
toujours  extrêmement  laborieuse ,  lorsqu'on  voudra 
pousser  les  approximations  aussi  loin  qu'on  le  fait  au- 
jourd'hui; pendant  ce  temps ,  dis-je ,  plusieurs  géomè- 
tres ont,  de  leur  côté,  conçu  Vidée  d'un  travail  sem- 
blable. Je  citerai  -entre  autres  M.  Carlini ,  en  Italie  ; 
M.  Hansen,  au  Seeberg,  et  M.  Lubbock,  en  Angle- 
terre. Je  ne  m'arrêterai  pas  sur  les  recherches  des  deux 
premiers,  parce  qu'ils  n'ont  encore  publié  jusqu'ici  que 
les  préambules  de  leurs  ouvrages,  sans  applications  nu- 
mériques, aeul  moyen  d'en  faire  apprécier  l'utilité  (*) . 
*"' '  "'     '  '  •  " '  "  ■        ■        '  ..  i  ■ 

(*)  Nous  avons  déjà  en  l'occasion  de  le  dire ,  rien  n'est  plus 


Digitized  by  LjOOQIC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  35 

Quant  à  M.  Lubbock ,  l'un  des  géomètres  étrangers 
les  plus  recommandables  par  Futile  direction  qu'il 
donne  à  ses  travaux,  il  a  adopté  à  très  peu  près ,  et 
par  les  mêmes  motifs  sans  doute,  la  méthode  que  j'ai 
suivie  moi-même  dans  mes  recherches,  et  j'ai  eu  la 
satisfaction  de  voir  que  ses  idées ,  éclairées  par  la  ré* 
flexion  et  une  expérience  de  plusieurs  années,  étaient 
sur  ce  point  parfaitement  d'accord  avec  les  miennes. 
Malheureusement  M.  Lubbock ,  détourné  de  ses  re- 
cherches scientifiques  par  des  devoirs  qui  leur  sont  toufc- 
à-fait  étrangers,  a  été  forcé  de  s'arrêter  aux  premières 


facile  que  d'imaginer,  soit  dans  la  théorie  de  la  Lune ,  soit  dans 
les  autres  questions  du  système  du  monde ,  des  méthodes  préten- 
dues nouvelles,  mais  qui  n'ont  souvent  de  nouveau  que  leur  inu- 
tilité. Annoncées  avec  emphase  par  leurs  auteurs ,  elles  ne  résistent 
pas  aux  premières  épreuves  que  leur  fait  subir  le  calculateur. 
Dans  l'état  actuel  de  la  théorie  du  système  du  monde ,  une  mé- 
thode, pour  mériter  l'attention  des  esprits  sérieux ,  doit ,  ou  bien 
porter  plus  loin  la  précision  qu'on  ne  peut  le  faire  par  les  mé- 
thodes connues ,  ou  bien  réunir  la  même  exactitude  à  un  plus 
grand  degré  de  simplicité  ;  mais  si  cette  méthode  ne  fait  que  con- 
duire ,  par  des  voies  plus  pénibles,  à  des  résultats  connus,  ou  si 
même,  comme  cela  n'est  arrivé  que  trop  souvent,  en  mettant  en 
attira  toutes  les  ressources  de  la  science,  en  entassant  intégrales 
sur  intégrales,  elle  n'atteint  pas  même  l'exactitude  des  premières 
approximations,  il  faut  repousser  avec  le  dédain  qu'elles  méritent 
de  semblables  innovations,  propres  à  faire  briller  peut-être  la 
faconde  de  l'analyste ,  mais  non  pas  la  raison  du  philosophe.  La 
science  qui  a  pris  pour  noble  but  d'approfondir  les  secrets  de  la 
nature ,  ne  doit  admettre  dans  son  sanctuaire  que  ce  qui  est  utile 
à  ses  fins ,  et  abandonner  les  jeux  de  l'imagination  aux  esprits 
oisifs  ou  aux  stériles  exercices  du  professorat. 

3-. 
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approximations,  ce  qui  est  d'autant  plus  fâcheux,  que, 
dans  cette  difficile  théorie ,  les  calculs  analytiques  et 
numériques  se  compliquant  à  mesure  qu'on  pousse' 
plus  loin  la  précision ,  ce  sont  les  ternies  dépendans 
des  approximations  supérieures  qui  ont  surtout  besoin 
de  nombreuses  vérifications.  Pour  moi ,  j'ai  poursuivi 
jusqu'au  bout  la  tâche  que  j'avais  entreprise  :  je  m'étais 
imposé  la  loi  de  porter  les  approximations  aussi  loin 
que  l'avaient  fait  MM.  Plana  et  Damoiseau;  l'accord 
de  leurs  résultats  quant  aux  inégalités  périodiques , 
avec  les  observations ,  montrait  que  cette  approxima- 
tion était  suffisante ,  et  l'on  ne  saurait  les  pousser 
plus  loin,  du  moins  en  général,  et  à  moins  que 
quelques  circonstances  particulières  ne  le  rendent  in- 
dispensable, sans  se  jeter  dans  des  opérations  qui 
deviendraient ,  par  leur  complication ,  tout-à-fait  im- 
praticables. Ainsi  j'ai  rempli  l'engagement  que  j'avais 
contracté  dans  les  précédens  Mémoires  que  j'ai  pu- 
bliés sur  la  théorie  de  la  Lune  (*).  Je  me  suis  attaché , 
autant  que  possible ,  à  conserver  à  mes  expressions 
analytiques  la  même  disposition  que  celle  adoptée  par 
M.  Plana,  et  pour  rendre  la  comparaison  de  nos  ré- 
sultats plus  facile ,  j'ai  en  outre  déterminé ,  par  les 
mêmes  conditions ,  les  valeurs  des  constantes  arbi- 
traires introduites  par  l'intégration.  De  cette  ma- 
nière, il  suffira  de  rapprocher  nos  formules  pour 
reconnaître  les  points  où  elles  présentent  des  diver- 

(*)  Voyez  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  n°  18,  itr  semestre  i83g,  et  Connaissance  des  Temps 
pour  1640. 
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gences;  dans  ces  cas  très  rares ,  j'ai  même  pu  quel- 
quefois, à  l'aide  des  détails  donnés: par  M.  Plana, 
remonter  jusqu'à  la  source  des  erreurs  qui  lui  étaient 
échappées  ;  mais  le  plus  généralement,  on  remarquera 
entre  nos  formules  une  parfaite  concordance,  et  cet 
accord  entre  des  résultats  déduits  de  méthodes  diffé- 
rentes par  de  si  longs  calculs ,  offrira  en  même  temps 
un  sujet  de  satisfaction  aux  amis  des  sciences  mathé- 
matiques, et  la  plus  grande  garantie  d'exactitude  aux 
astronomes  qui  en  feront  usage.  Le  travail  que  j'ai  en- 
trepris servira  donc  non-seulement  à  simplifier  consi- 
dérablement la  théorie  de  la  Lune ,  mais  encore  il  per- 
mettra de  soumettre  à  une  vérification  infaillible  les 
résultats  obtenus  par  les  géomètres  qui  s'en  étaient 
occupés  avant  moi.  Cette  vérification  était  l'un  des 
derniers  vœux  que  formait  Laplace ,  lorsqu'en  ren- 
dant compte  des  deux  Mémoires  qui  avaient  remporté 
le  prix  proposé  par  l'Académie  des  Sciences,  en  1820 , 
il  regrettait  que  les  auteurs  de  ces  deux  pièces  n'eus- 
sent pas  donné  la  même  forme  à  leurs  expressions 
analytiques ,  ce  qui ,  en  rendant  facile  la  comparaison 
de  ces  expressions  et  celle  des  calculs  numériques  qui 
en  sont  déduits ,  aurait  permis  de  donner  aux  tables  de 
la  Lune  toute  la  certitude  et  toute  la  précision  qu'elles 
sont  susceptibles  d'atteindre.  «  J'invite,  ajoutait-il ,  les 
géomètres  et  les  astronomes  qui  s'occupent  de  cette 
théorie,  à  suivre  la  méthode  que  je  viens  d'indiquer, 
et  à  comparer  leurs  résultats  à  ceux  de  la  pièce  de 
M.  Damoiseau;  V  importance  de  ï objet  est  un  puissant 
motif  pour  les  y  déterminer,  »  Nous  avons  dit  les  rai- 
sons qui  nous  avaient  fait  préférer,  dans  nos  expres- 
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sions,  les  formes  adoptées  par  M.  Plana ,  à  celles  de 
M.  Damoiseau;  mais  le  vœu  de  Laplace  n'en  sera  pas 
moins  rempli ,  puisqu'il  tendait  surtout  à  établir  un 
contrôle  certain  pour  des  résultats  déduits  de  calculs 
si  longs  et  quelquefois  si  compliqués ,  qu'il  est  bien 
difficile,  sans  les  refaire  en  entier,  de  découvrir  les 
erreurs  qui  auraient  pu  s'y  glisser.  Enfin ,  si  l'exécu- 
tion de  ce  vaste  travail  a  demandé  quelque  persévé- 
rance ,  je  l'ai  puisée  d'abord  dans  les  encouragemens 
que  M.  Poisson  n'a  cessé  de  donner  à  mon  entreprise 
tandis  qu'il  a  vécu ,  et  ensuite  dans  le  souvenir  que 
ce  fut  le  dernier  objet  dont  ce  géomètre ,  à  jamais  re- 
grettable, m'entretint  sur  son  lit  de  mort  (i). 


(i)  «  Ce  travail,  disait  M.  Poisson,  exigera  beaucoup  de  zèle 
pour  l'entreprendre ,  et  une  attention  soutenue  pour  réussir.  Ten 
reconnais  toute  V utilité,  et  je  m'empresserai  d'applaudir  au  suc- 
cès. 9  (  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences , 
UV,  p.  483.) 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Equations  différentielles  du  mouvement  lunaire. 

i .  Soient  m  la  masse  dç  1?  Lune ,  x ,  jr,  z  les  trois 
coordonnées  rectangulaires  de  son  centre  de  gravité 
rapportées  au  cgatre  de  la  Terre  ;  soient  ml  la  masse 
du  Soleil,  et  &',  yhzlse&  t*oi&  coordonnées  rectan- 
gulaires relatives  "aux  mêmes  axes  et  à  la  même  ori- 
gine que  les  premières;  désignons  de  plus  par  r  et  r' 
les  distances  [respectives  de  la  Lune  et  du  Soleil  au 
centre  de  la  Terre  ;  par  p  la  distance  du  Soleil  à  la 
Lune  ,  en  sorte  qu'on  ait  : 

P  =  v/Fz^)v+(y-7)2+(^/-^- 

Nommons  M  la  masse  de  la  Terre ,  et  prenons ,  pour 
simplifier  les  formules,  la  somme  des  masses  de  la 
Terre  et  de  la  Lune  peur  unité  de  masse,  oe  qui  donne 
m+Msi,  en  faisant,  pour  abréger, 

'  m'       m'(xx'-\-y/+zz') 

k  =  — -i        ps         • 

Le  mouvement  relatif  de  la  Lune  autour  de  la  Terre 
sera  déterminé  par  les  trois  équations  différentielles 
suivantes  (n°  8 ,  livre  II  )  : 
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d*x  x    dR 

"3P  +  P  —   dx~' 

dt*   +  r>  —  dX9    (   W 
d*z  z    _  dK 

IF  +  P   —   ~dz~' 

Cela  posé ,  en  faisant 

la  combinaison  des  équations  précédentes  donne  ai- 
sément les  deux  suivantes  (  n°  89 ,  livre  II  )  : 

<//*  r        a  J  \    /  \ 

xd*x  +  yd*y  +  zd*z        i  _     -,  i    **' 

La  caractéristique  </' se  rapporte  uniquement  aux 
coordonnées  de  la  Lune  et  aux  quantités  qui  varient 
avec  elles  ;  a  est  une  constante  arbitraire  introduite 
par  l'intégration ,  et  qui  dans  le  mouvement  elliptique 
représente  le  demi  grand  axe  de  l'orbite. 

Supposons  que  le  plan  des  jc,  y  coïncide  avec  le 
plan  de  l'écliptique  relatif  à  une  époque  donnée ,  et 
auquel  nous  rapporterons  les  mouvemens  de  la  Lune 
et  du  Soleil  ;  soit  v  la  longitude  de  la  Lune ,  comptée 
sur  ce  plan  fixe  à  partir  de  la  ligne  des  équinoxes ,  que 
nous  prendrons  pour  l'axe  des  x;  soit  s  la  tangente  de 
sa  latitude  au-dessus  du  même  plan ,  on  aura 


z  = 


v^T7>' 
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et  en  marquant  d'un  accent  les  lettres  r,  v7  s,  on 
aura  des  valeurs  semblables  relativement  aux  coor- 
données ocfy  j'y  zr  du  Soleil. 

De  là ,  par  la  différentiation ,  il  est  facile  de  con- 
clure 

xd?x  -+-  jrd2y  •+-  zd*z  =  d.  {xdx  +  ydy  -h  zdz) 
Les  deux  équations  (a)  deviennent  ainsi 


(3) 


rd*r  r*d*  r*ds*  i  _, 

dt*        (i+^)^       (i  +  ïfdP^r 

Si  Ton  ajoute  ces  deux  équations ,  on  en  tire 

formule  à  laquelle  nous  étions  déjà  parvenus  n°  89, 
livre  II. 

Si  Ton  multiplie  les  équations  (1),  la  première 
par  —  jr,  la  seconde  par  x,  et  qu'on  les  ajoute  en- 
suite, on  aura 

d.{xdy-rdx)  _       dK  _       dK. 
dt*  dy         *  dx*> 

xdjr  —ydx  est  le  double  de  Taire  que  décrit  pendant 
l'instant  dt  la  projection  du  rayon  vecteur  r  sur  le  plan 
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des  x  et  des  jr,  cette  aire  est  égale  à  - .       9  %  ;  l'équa- 
tion précédente ,  en  faisant 

_  dK  dK 

et  en  l'intégrant ,  devient  donc 

*iïh)  =  k  +  f*d'>  (5) 

k  étant  une  constante  arbitraire. 

Enfin ,  si  l'on  substitue  dans  la  troisième  des  équa- 
tions (i)  pour  z  sa  valeur,  on  aura 


^i  -h**  _, rs  dK  ,£. 


de*  r3  ^7+7*       <& 

On  peut  regarder  R  soit  comme  une  fonction  des 
trois  coordonnées  rectangulaires  x ,  y,  z  de  la  Lune , 
soit  comme  une  fonction  de  ses  trois  coordonnées 
polaires  r,  v,  s,  et  en  différenciant  dans  ces  deux  hy- 
pothèses, on  aura 

dK,         dK*         dK  j         dK,     ,   dK  ,     ,    dK   , 

d'où,  en  substituant  pour  dx ,  rfp,  dz  leurs  valeurs ,  et 
comparant  les  coefficiens  de  dr,  dv,  ds  dans  les  deux, 
membres ,  on  tire 

dK_      dK  </R  dK 

rdF~*dï  +  Jr'dïm*~*'àb> 

dK_      dK_      dK 

dç  djr        J  dx  * 

dT  —  ^7^77»  S      (i-h^)  5T ' 
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et  par  suite 

-, rfR       p_?[5      </R_\/t-W  <*R  j  dK 

dr  9  do   '     dz  r        ds        Jt  _j_,a    dr  * 

Les  trois  équations  différentielles  (4) >  (5) ,  (6) ,  par 
la  substitution  de  ces  valeurs,  deviendront 


idt 


dv_h{\+s*) 
dt~        r»        "* 


rs 


(A) 


"  y^i  +  s*  rs y/lH-J*  <*R 

dt*       r3  ^r+T*       r    * 

s         dR 
VI  H-  **  "r 

Ces  équations  donnent ,  sous  une  forme  très  sim- 
ple 9  les  expressions  différentielles  du  rayon  vecteur, 
de  la  longitude  et  de  la  latitude  de  la  Lunç  dans  son 
orbite  troublée. 

a.  On  peut  déterminer  généralement,  au  moyen 
des  trois  formules  précédentes,  toutes  les  inégalités  pé- 
riodiques et  séculaires  du  mouvement  lunaire  ;  cepen- 
dant, dans  quelques  cas  particuliers  que  nous  ferons 
connaître ,  certaines  inégalités  de  la  longitude  peu- 
vent être  calculées  avec  plus  de  facilité  par  une  for- 
mule dont  nous  avons  déjà  fait  usage  dans  la  théorie 
des  planètes,  et  qui  offre  d'ailleurs  un  moyen  de  véri- 
fication précieux  dans  des  calculs  aussi  compliqués. 

La  seconde  des  équations  (3),  en  négligeant  les 
puissantes  de  s  supérieures  au  carré,  peut  s'écrire 
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ainsi  : 

Désignons  par  la  caractéristique  &  placée  devant 
une  quantité ,  sa  variation  finie  relative  à  un  très 
petit  facteur  a,  par  rapport  auquel  nous  supposerons 
la  fonction  R  développée;  regardons  s*  comme  une 
quantité  du  même  ordre  que  a,  et  négligeons  les 
termes  qui  seraient  de  l'ordre  a*,  l'équation  précé- 
dente, en  la  différenciant,  donnera 

zr*dçd.8v        rd*.8r  —  8rd*r  a  /sW—ds*\         3r$r 

dt~*  dt~*  r   \      dr       )'*~1J~ 

rfR.  *  dR 

=  dT*r-r*'*r- 

En  différenciant  de  même  par  rapport  à  &  l'équa- 
tion (4),  on  trouve 

Si  entre  ces  équations  on  élimine  la  quantité  — y- ,  on 


aura 


\      d.{?rd.iiH-dr$r)  —  dt*l 


formule  qui,  après  l'intégration,  oo'incide  avec  la 
formule  (9),  n°  89,  livre  II,  lorsqu'on  néglige  les 
termes  dépendons  de  l'inclinaison  mutuelle  des  or- 
bites de  la  Lune  et  du  Soleil. 

La  quantité  a  à  laquelle  se  rapporte  la  cîractéris- 
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tique  &  peut  représenter,  dans  la  théorie  de  la  Lune , 
V excentricité  de  l'orbite  solaire ,  ou  l'inclinaison  de 
ïorbe  lunaire  à  l'écliptique,  ou  l'aplatissement  du 
sphéroïde  terrestre,  ou  recevoir  enfin  toute  autre  signi- 
fication qu'on  voudra  lui  donner;  mais,  dans  tous 
les  cas,  l'exactitude  de  l'équation  précédente  exige 
que  le  coefficient  a  soit  assez  petit  pour  qu'on  puisse 
négliger  dans  le  calcul  dont  on  s'occupe,  le  carré  et 
les  puissances  supérieures  de  cette  quantité. 

La  combinaison  des  équations  primitives  du  mou- 
vement troublé  pourrait  encore  fournir  d'autres  re- 
lations plus  ou  moins  simples  entre  les  trois  quantités 
r,  t>,  s  et  leurs  différentielles;  mais  les  formules  pré- 
cédentes nous  ont  paru  avoir  la  forme  la  plus  avan- 
tageuse qu'il  soit  possible  de  leur  donner,  et  l'on 
verra  qu'elles  suffisent  pour  déterminer,  de  la  ma- 
nière la  plus  directe ,  toutes  les  inégalités  du  mouve- 
ment de  la  Lune. 

3.  Pour  développer  les  équations  différentielles 
précédentes,  il  faut  d'abord  réduire  en  série  l'ex- 
pression de  R.  Si  l'on  nomme  [x  le  cosinus  de  l'angle 
compris  entre  les  rayons  vecteurs  r  et  r',  on  aura 


p  =  y/r'2  «+■  r2  —  arr'/x; 
on  a  d'ailleurs 


et  par  conséquent, 

xxf  «+■  y  y*  -+-  zzf  =  rr'(x  : 
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«*R  3m'r**  J  ,J 

""IS^  l33c08(,'""p/)H"l5c083(l'~*'')i# 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  substituer  à  la 
place  des  coordonnées  r,  i>,  s ,  r'  et  *>'  de  la  Lune  et 
du  Soleil,  leurs  valeurs  en  fonction  du  temps  /,  et 
de  développer  les  expressions  résultantes,  pour  avoir 

celles  des  trois  différentielles  partielles  — ,  -y- ,  —, 

sous  la  forme  qu'il  convenait  de  leur  donner  pour 
effectuer  l'intégration  des  équations  (A). 

Quant  à  la  fonction  d'B.  qui  entre  dans  la  première 
de  ces  formules,  comme  la  caractéristique  d'  se  rap- 
porte uniquement  aux  coordonnées  de  l'astre  troublé, 
et  aux  quantités  qui  varient  avec  elles,  n°  i,  il  est 
clair  que  l'on  aura  la  différentielle  d'R  en  différen- 
tiant  la  fonction  R ,  par  rapport  au  temps  t  introduit 
par  là  substitution  des  valeurs  des  coordonnées  r,  v 
et  s  de  la  Lune ,  et  en  regardant  comme  constant 
celui  qui  proviendra  des  coordonnées  r'  et  v'  du 
Soleil. 

4-  Sans  l'action  perturbatrice  du  Soleil,  la  Lune 
décrirait  une  ellipse  dont  la  Terre  occuperait  l'un  des 
foyers;  on  aurait  dans  ce  cas  R  =  o ,  et  les  équa- 
tions (A)  deviendraient 
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l      d*r  !  i  du         Afi+.î1)      \ 


r*ft»  i       (7) 

\/ 1  H-  ï*    '    r3  \/i-f-  .v5 


^.-=^=+-^=  =  0.         j 


En  intégrant  la  première  de  ces  équations ,  on  en 
conclura  l'expression  de  r  en  fonction  du  temps  t.  On 
substituera  ensuite  cette  valeur  dans  la  troisième ,  et 
Ton  obtiendra  par  des  approximations'  successives  la 
valeur  de  s  exprimée  de  la  même  manière.  Enfin ,  en 
remplaçant  r  et  s  par  leurs  valeurs  dans  la  seconde 
des  équations  (7),  on  en  conclura  l'expression  de  la 
longitude  v,  développée  de  même  en  fonction  du 
temps. 

Si  dans  une  première  approximation  on  néglige  les 
termes  du  second  ordre  par  rapport  à  l'excentricité 
et  à  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  sur  l'écliptique,  la 
troisième  des  équations  (7),  en  supposant  a*n*=i, 
donnera  simplement 

d*s     t        , 

-  +  ^  =  0; 

d'où ,  en  intégrant ,  on  tire 

s  =  y  sin  (nt  -+-  s  —  0). 

Dans  cette  équation  y  représente  la  tangente  de  l'in- 
clinaison de  l'orbe  lunaire  à  l'écliptique ,  et  0  la  longi- 
tude de  son  nœud  ascendant.  La  constante  a  est,  comme 
nous  l'avons  dit ,  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  ellip- 
tique; quant  à  la  constante  h  introduite  par  l'intégra- 
tion dans  la  seconde  des  équations  (7),  pour  connaître 
Tome  IV.  4 
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sa  signification,  observons  que  — — -   représente  le 

double  de  l'aire  que  décrit,  pendant  l'instant  dt,  la 
projection  du  rayon  vecteur  de  la  Lune  sur  le  plan 
de  l'écliptique ,  auquel  on  rapporte  ses  mouvemens. 
D'après  les  lois  du  mouvement  elliptique,  n°  20, 
Jivre  II,  l'aire  correspondante  comptée  sur  le  plan 
même  de  l'orbe  lunaire  est  égale  à  \la{i  —  e*),  e  étant 
l'excentricité  de  l'orbite;  en  multipliant  donc  cette 
quantité  par  le  cosinus  de  l'inclinaison  de  l'orbe  lu- 

naire  à  l'écliptique,  ou  par  (1+y2)    %  on  aura 


a  =  ^E2.  (8) 

Cette  équation  donne  la  relation  qui  existe  entre  la 
constante  h  et  les  élémens  de  l'orbe  elliptique  de  la 
Lune;  mais  l'action  des  forces  perturbatrices  altère 
sensiblement ,  comme  on  le  verra ,  cette  valeur 
de  h. 

Les  constantes  y  et  e  sont  deux  quantités  très  pe- 
tites ;  on  peut  donc  développer,  par  rapport  aux  puis- 
sances ascendantes  de  ces  deux  quantités ,  les  valeurs 
des  trois  coordonnées  elliptiques  r,  p ,  s;  en  les  dédui- 
sant de  l'intégration  directe  des  équations  (7),  comme 
nous  l'avons  indiqué ,  ou  bien  en  recourant  simple- 
ment aux  formules  connues  du  mouvement  dans  l'el- 
lipse, n°  a5,  livre  II,  on  aura 
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~~  î  V" 3e')  ** cos  a'n/  +  '  --)-  |«f  cos3  («*-+-  c  -  «) 

—  5  «r4  cos  4  («  +  •  —  m)  —  etc. , 

v  =  ^ -h  e  H- a  f  i- 1  e»  W  Sin(n< -+- #  __  ») 

^^('-^^^«■na^-f-,-.  )+{|*ii.i3(,l,-hi_il,) 
~*~  "5T      Sln  4  ("'+•  —  •)  -*-  etc. 

—  7  >J  (*  —  4  *' )  «in  a  {nt  ■+- 1  —  0  ) 

—  - *>••*■  [«'+•  —  •— a  (iif-hi— a)]  ^  ^ 
I     ,    . 

3 

-Ï6^>    ,i,lfaf"f •+"1--) •+-»(«'-»-•-»;]-+- elc ., 

-H  e>  sin  [(nf-r- t  -  •)+-  (*/  +  f  _  6^ 

-+■  g  «*>  «  *  [  (  ^  («  '  -4-  i  -  «)  -  („  t  4-  f  __  e }  -, 

h-  §**>  sin  [a  (m  -»• .-  »)  •+■  «'+-  •  -  ô]  -h  etc. 

«danscesformules  désigne  la  longitude  du  périgée  de 
1  orbe  lunaire àl'instant  d'où  Ton  compte  le  temps*  et  * 

cellederastreàlamêmeépoque,H024,livreII.Lacon^ 
stante  n ,  qui  représente  la  vitesse  moyenne  sur  l'orbite 
est  liée  à  la  constante  a  par  l'équation  a*n2  =  I;  enfin 
nt+  e  est  la  longitude  moyenne  de  la  Lune ,  et  v  la  Ion- 
gitude  vraie  qui  répondent  au  temps  t,  ces  deux  lon- 
gitudes étant  comptées  sur  le  plan  de  l'écliptique. 

5.  Les  formules  précédentes  supposent  l'ellipse  lu- 
naire immobile;  mais  le  périgée  et  les  nœuds  de 
l'orbite  de  la  Lune  varient  rapidement  par  l'action 

4.. 
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des  forces  perturbatrices,  puisque  ces  points  effec- 
tuent une  révolution  entière  dans  le  ciel,  le  premier 
en  neuf  ans,  et  les  seconds  en  dix-huit  ans  environ. 
Il  en  résulte  que  ces  formules,  suffisantes  pour  les 
mouvemens  planétaires  dans  l'ellipse,  seraient  bientôt 
en  défaut  si  l'on  voulait  les  appliquer  au  mouvement 
de  la  Lune.  Il  convient  donc ,  dans  la  théorie  de 
cet  astre ,  d'introduire  à  priori  dans  les  formules  re- 
latives à  la  première  approximation ,  c'est-à-dire  au 
mouvement  elliptique ,  les  changemens  qui  résultent 
des  variations  rapides  que  subit  la  position  de  ses 
noeuds  et  de  son  périgée.  Pour  cela ,  en  désignant  par 
(i  —  c)nt  le  mouvement  direct  du  périgée,  que  l'on 
peut  regarder  ici  comme  uniforme,  et  par  (g  —  i)nt 
le  mouvement  rétrograde  des  noeuds ,  il  suffira  d'aug- 
menter de  ces  deux  quantités  les  constantes  o>  et  & 
dans  les  formules  (9) ,  en  supposant,  pour  abréger, 

<p  =  cnt-+-  e  —  w, 

yj  =  gnt  +  g  —  0. 
On  aura  ainsi  : 

;  =  i-h^'-  (i-j*)  eco«7-i(i-?e')*'cos^--?*' ces 3j 
—  5*4co«4p— etc., 

-4-75e»Bin3î>-+--jjg-**8in4? 

~~  T  (*— 4«*)  8În  a*  -  -^-  sin  (?  -  a„)_  DL  «in  (y  -4- an) 

-+-  ^g  «V «in C2?— an)  -  |g «V  sin  (ay  -h  a»,) , 
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Il  est  bon  d'observer  que  les  valeurs  précédentes 
der,  pet  s  ne  satisferaient  plus  aux  équations  diffé- 
rentielles (7)  si  elles  y  étaient  substituées,  puisque 
ces  équations  se  rapportant  au  mouvement  sur  une 
ellipse  fixe ,  les  constantes  w  et  0  qui  entrent  dans 
leurs  intégrales  doivent  être  supposées  invariables. 
Nous  continuerons  cependant  à  appeler  les  valeurs 
de  r,  v  et  s  données  par  les  formules  précédentes ,  la 
partie  elliptique  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et 
de  la  latitude  de  la  Lune  ;  mais  on  se  rappellera  que 
ces  parties  appartiennent  à  une  ellipse  mobile ,  et  ren- 
ferment déjà  par  conséquent  l'un  des  effets  de  la  force 
perturbatrice. 

De  même ,  au  lieu  de  regarder  dans  ces  formules  le 
demi  grand  axe  a  et  le  moyen  mouvement  diurne  n 
comme  appartenant  à  l'ellipse  que  la  Lune  décrirait 
autour  de  la  Terre  sans  l'action  du  Soleil ,  nous  sup- 
poserons que  la  constante  n  est  celle  qui  se  déduit 
directement  des  observations,  c'est-à-dire  que  n  est  la 
vitesse  moyenne  dans  l'orbite  troublée,  et  a  la  va- 
leur du  demi  grand  axe,  qu'on  en  conclut  au  moyen 
de  l'équation  a*n2  =  1 .  De  cette  manière ,  a  ne  re* 
présentera  plus ,  il  est  vrai ,  la  distance  moyenne  de 
la  Lune  à  la  Terre,  ni  dans  l'orbite  elliptique,  ni 
dans  l'orbite  troublée  ;  mais  le  moyen  mouvement  nt 
sera  le  même  dans  l'hypothèse  du  mouvement  ellip- 
tique et  dans  le  mouvement  troublé ,  ce  qui  contri- 
buera à  simplifier  les  formules. 

Ainsi  donc ,  ce  que  nous  nommerons  désormais  la 
partie  elliptique  des  coordonnées  de  la  Lune  corres- 
pondra aux  valeurs  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude 
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et  de  la  latitude  qui  auraient  lieu  dans  une  ellipse 
dont  le  périgée  et  les  nœuds  seraient  mobiles  comme 
ceux  de  l'orbe  lunaire,  et  dont  le  grand  axe  serait 
celui  qui  répond  à  la  durée  moyenne  dune  révolution 
sidérale  de  la  Lune,  donnée  par  les  observations.  On 
conçoit  aisément  que  le  résultat  final  qu'on  se  pro- 
pose dans  la  théorie  de  la  Lune,  étant  d'obtenir  les 
valeurs  en  fonction  du  temps  des  coordonnées  qui 
déterminent  sa  position  dans  son  orbite  troublée, 
c'est-à-dire  les  trois  fonctions  (r)-+-oV,  (i>)  +  eft>, 
(s)+&s9  on  peut,  sans  altérer  ce  résultat,  compren- 
dre dans  les  parties  (r) ,  (t>)  et  (*•)  qu'on  suppose  appar- 
tenir à  l'orbite  elliptique  ,  telle  partie  qu'on  voudra 
des  fonctions  <?r,  àv  et  &s,  pourvu  qu'on  ait  soin  en- 
suite de  les  en  déduire  lorsqu'elles  se  présenteront 
dans  les  approximations  subséquentes.  Ce  procédé , 
d'ailleurs,  est  conforme  à  ce  qui  se  pratique  ordinai- 
rement dans  la  théorie  des  planètes. 

En  marquant  d'un  accent  les  lettres  a,  e9  o,  e,  ny 
c  et  g,  et  en  faisant  y'  =  o  dans  les  formules  précé- 
dentes, on  aura  les  yaleurs  de  r',  v'9  $'  relatives  au 
Soleil.  Si  l'on  désigne  par  m  le  rapport  des  moyens 
mouvemens  du  Soleil  et  de  la  Lune,  ce  qui  donne 

*'     *      » 
m  =  — ,  et  qu  on  suppose 

y'  =  c'mnt  -+-  e' —  w', 
y'  =  g^mnt  -h  e'  —  0' , 

on  trouvera  ainsi 
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^'=  r     H-l<.''-/i-L'Ae'co8?/-^i-^',\e'«cosY 


—  =  e"  cos  3y'  —  =  e'4  cos  4?'  ■+•  etc«  > 


v'  =  IWI<-f-  fl 


i'-f-a  M— le'M  e' sin  <p' -H  Wi— —  <?'*)  e'1  sin  ay' 


||  e"  sin  3?'-+-  ^  e"  gin  V  -»-  etc' 


Le  périgée  de  l'orbe  solaire  et  les  nœuds  de  réclip- 
tique  vraie  sur  l'écliptique  fixe  ne  variant  qu'avec 
une  extrême  lenteur,  on  pourra ,  dans  l'usage  qu'on 
fera  de  ces  valeurs ,  supposer  c'  et  g'  égaux  à  l'unité; 
mais  nous  les  laisserons  sous  cette  forme ,  pour  éta- 
blir plus  de  symétrie  dans  les  formules. 

De  la  valeur  précédente  de  -  on  déduit  aisément 

les  suivantes ,  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite  : 

-    =  !-i-  (  I—  £  J  ecOSy-h  [  I  —  -x  J  e'cosayH    ^e'cos3y 

-h  *e*  cosity-t-etc., 

£  =  i  +  £(M-|e')+»(i+f^)rcos?+|(,+^.e.)e'co.^ 
f3  ,       o     ,   io3    .        ,        1007   _ 

-h  -r  e  C08  3ç  H T  e*  COS  &*  H ^  f5  cos  5  a  -+- 

4  7      »4  iq* 

53  77 

-+-  -g-  *»"  cos  3y  -+-  ^  e4  cos  4y  -+-  etc. , 

p  =  IH-  3  c*  h-  4  (  H— ^  «*  )  e  cos  y  -h  7  e*  cos  2y  -H  etc.  f* 

±7  =  1-1- 5  c1  /n-^e«j-,-5  A-h^cA  ecosy-t-  lo/^i-f-^eA^cos  ly 

■+-  -4-  *'  cos  3y  -h  ^  e4  cos  4?  •+-  etc. , 

r  *  3  /       «'  \  i  /       e*  \  e* 

ji  «!  +  ;«•-«  ^i-jrjecoB?^  ;  ^l-j  ^coi  a,p-f  CM  3f 

—  g-  cos  ty  -+-  elc. , 


etc.  y 

*'C061<p 
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r'  /        e*\.         /        3     \  5  i 

-r=i  +  î«!h+      \_3/n_-.tfMc  cosy  -+-  ^  e*  cos  29  4-  g  e'  cos  3y 

-H  s  «4  cos  4y  -+-  etc. , 

^-  =  1  -h  5  e'  —  4  (14-  ?**)  «  cos  7  -f-  e*  cos  ly  ■+>  etc., 

~=i4-L<.«-5(i4-^)tfcos?4--(i4-^e«)e«cosa? 


-h  r:  e*  cos  fy  -+-  etc. 


En  marquant  d'un  accent  les  lettres  e  et  <p,  on  aura 
les  expressions  des  puisssances  correspondantes  du 
rayon  vecteur  r'  du  Soleil. 

6.  Cela  posé,  si  l'on  substitue  les  valeurs  de  r,  t>,  j  , 
r'  et  p  '  dans  l'expression  de  R ,  n°  3 ,  on  pourra  dé- 
velopper cette  fonction  en  série  de  sinus  et  de  cosinus 
d'angles  proportionnels  au  temps  t.  Ce  développement 
s'effectuera  par  les  mêmes  principes  que  celui  de  la 
fonction  perturbatrice  dans  la  théorie  des  planètes. 

Soit  en  général  n{i)  cosî  («>'—  v)  une  fonction  que 
Ton  veut  réduire  en  une  série  de  sinus  et  de  cosinus 
d'angles  proportionnels  au  temps  t9n(i)  étant  supposé 
une  fonction  quelconque  des  rayons  vecteurs  r  et  r'. 
Si  l'on  néglige  les  excentricités  des  orbites,  on  aura 
simplement  r  =  a ,  r'=  a',  v  =  nt  -+-  6 ,  v'=  rit  +  e',  et 
la  fonction  précédente  deviendra  A^cos  i (rit-nt-\-  s'-g), 
en  désignant  par  A.(i)  ce  que  devient  n (i)  lorsqu'on  y 
change  r  et  r7  en  a  et  a'.  Maintenant ,  si  l'on  fait  croî- 
tre respectivement  a ,  a',  nt  -+- 1 ,  rit  4-  £  ',  des  quantités 
qui  servent  à  compléter  les  valeurs  de  r,  r',  i>  et  p'  dans 
les  formules  du  mouvement  elliptique ,  et  qu'on  déve- 
loppe par  la  formule  de  Taylor  la  fonction  résultante , 
qu'on  réduise  les  puissances  des  sinus  et  des  cosinus  en 
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sinus  et  cosinus  des  multiples  des  angles  auxquels  ils 
se  rapportent,  on  aura  la  fonction  7rwcos/(e  —  \>') 
développée  en  série  comme  on  se  Tétait  proposé. 

En  considérant  l'expression  de  la  fonction  R  don- 
née n°  3,  on  voit  que  le  développement  de  cette 

quantité  se  réduit  à  former  celui  des  fonctions  ~, 
^Tjcos  1  {y  —  v' ) ,  —  cos(e  —  v' ) ,  etc. ,  qui  dans  le 
cas  des  orbites  circulaires  deviennent  simplement  -73 , 

a*  à* 

jîCOs*(nt  —  nft-\-£—  g'),  —  cos(/i*  — w'M-g— g'),  etc. 

Or,  dans  le  livre  VI ,  j'ai  donné  le  développement  de 
la  fonction  ^  2  k(i)  cos  i  (rft  —  nt  •+•  g*  —  g  ) ,  dans  la- 
quelle on  ferait  croître  a,  a',  nt-\-t,  n't+î'7  des 
valeurs  qui  servent  à  passer  des  orbites  circulaires 
aux  orbites  elliptiques ,  et  j'ai  porté  les  approxima- 
tions jusqu'aux  termes  du  sixième  ordre,  par  rapport 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons ,  ce  qui  est  plus 
que  suffisant  dans  la  théorie  delà  Lune.  En  faisant  donc 

successivement  dans  ces  formules  1  =  0,  ACo)  =  -73  ; 

«=±a,  A<»>=£;   i=±i,  A««  =  ^,ete.,  on 

en  déduira  les  valeurs  développées  des  fonctions  -73 , 

pl  cos  2  {y  —  s>') ,  —â  cos  (y  —  *>') ,  etc. ,  dont  la  réu- 
nion formera  celle  de  la  fonction  R. 

C'est  ainsi  que,  d'après  les  valeurs  de  r,  e,  s,  r' 
et  p'  rapportées  dans  le  numéro  précédent,  en  con- 
servant aux  angles  <p,  9',  y?  la  signification  qui  leur  a 
été  donnée ,  et  en  représentant ,  de  plus ,  par  £  la 
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distance  moyenne  angulaire  de  la  Lune  au  Soleil , 

comptée  sur  l'écliptique  vraie,  c'est?à-dire  en  supposant 

Ç  =  (i  —  m)nt  -t-6  —  e', 

j'ai  formé  l'expression  suivante  : 

8  \       *  9  *     /         (7>^ 

3  3 

-  |   «"  ces  (f -a,/)  -  gec"  «*(f(+V) 

—  ^-  *V*cos(m>  —  V)—  £<?*<?'*  cos  (i»-i- a»') 

»  (.4)  i2  (■*)    ' 

-  è  eV  cog (3*(76f  >  ~éeV co,(  V^5 

8  \        a  a      /        (l8) 

—  s   *>*  cos  («—  2>?)  -4-âO*  cos(©-ha>j) 

■+■  -%  «V  cos(  œ'  —  »»?;-*--%  cV  cos  (©'h-  an  ï 
i'*)  Équation  annuelle. 
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'•>    *  *        ,  ^    ,  ,        ,  . 

■+-  -?  <?S  *  COS   2ù-2i;î  +  -0  e  V  cos  (  a©  -H  -A3?) 

l«y  cos(o-t-«'  — an)  -t-^çeey  cos (•+?' -+-aij) 

,  l6  T(«7)  ,6  (") 

3  /       5  ,     5  „    a3  .     a5  ,  „     i3  ,,     i    , 

-  l('-a?e,-r"-a>'+r^)?°S(aW    ("' 

+  4  (—Ie'-  ae"~  a  >')  '  «"  «^ 

ai  /       5   .      iî3  ;.      i      \    , 

--8H^-f-a>,)e'CM(^/) 
+  ï(-i'*-5>,),,-,«^) 

*ï(1-I--ïr^ï>,)^e-,«î7.?f) 


(*)  Variation. 
**)  Élection. 
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-  2-  c" cos(af-3«)  +  ^c>  cos  (af  h- S») 
3a  vv(4»)r/      3a  V^(44)r' 

H-™  eV  cos (af — a©— ?')  —  i-*V  cos (af — a©-*-  a,') 
10  00  Ib  <4C) 

ai  3 

-*-  --  <?Vcos(af-ha©— y')  —  geVcos  (af+a©-f-©') 

°  (47)  °  (41) 

— V <*"  cos  (af — ©  — a®')  -+-  ~  ce'»  cos (af -h©— a»') 

°  «9)      '  »  6«) 

"  À  ^^«^î-l^cosCaf-Bjp-^) 

+  ^  e'e'  cos  (af  -*M-f  )  -t-  ^-  «V  co.  (af -ay-ay'  ) 

3  3 

~  g  *>' cos(af— ©  — a*)  —  se>*cos(afH-©— a>ï) 

(59)  °  (««) 

-+•  ^  eVcos(af-?'~an)-leVcos(afH-V-^) 

(63)  *<>  (65) 

-A  a. 


3~  *V  cos(af -a©-a„)  -  5-  <?y  cos(af  -t-a©-a>?) 

(67)  J2  (69) 


i|^cos(^)-^fecos(f-h)?) 


s  ^~»^+î^«-«+/> 


9  1-f 

8 
33 


-^fee'cos(f-?-^)_i|«e^cos(f-^?') 

07)  IOa  (78) 

3   a 
--g-,ee'cos(f4-«H-f) 
(79) 


!(-*■-"-!»•)!.«$ 


(*)  Équation  par  al  lac  tique. 
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—  i,  îecos(3£  —  ©)  -f--s-/ecos(3fH-9) 

+  J"    'eot(îe-/)-5^coi(3e-hf) 


a85a    . 

■  -;C*C06 


on        i 


"84   *  (15) 

Il  sera  facile  de  déduire  de  cette  valeur  de  la  fonc- 

dK     dK 

dr  '    du 


tion  R,  celles  des  trois  différences  partielles  — ,  — 


et  — ,  qui  entrent  dans  les  équations  différen- 
tielles (À).  En  effet ,  on  aura  d'abord ,  n°  4  >  livre  VI , 

rfR_     dK 

dr  da  ' 

Si  Ton  considère  donc  séparément  les  deux  parties 
de  la  fonction  R ,  la  première ,  dont  tous  les  termes 
'  ont  pour  facteur  a9,  donnera 

r^=*R,  (10) 

et  la  seconde,  dont  tous  les  termes  sont  multipliés 
para8,  donnera 

r£=3R.  (,i) 

En  substituant  donc  à  la  place  de  R  sa  valeur  en 
série,  on  aura  immédiatement  celle  de  la  fonction 

r  — ,  développée  de  la  même  manière.  Les  équa- 
tions (10)  et  (11)  ont  lieu,  même  en  ayant  égard  au 
carré  et  aux  puissances  supérieures  de  la  force  per- 
turbatrice. 
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Pour  avoir,  sous  la  même  forme,  la  valeur  de  la 

fonction  -j-,  il  suffit  d'observer  que  l'angle  v,  dans 

l'expression  de  la  fonction  R ,  n°  3 ,  étant  toujours  ac- 
compagné de  l'angle  v'y  d'après  la  valeur  que  nous 
avons  supposée  à  l'angle  £ ,  on  aura 

dK  _  dR 

Cette  équation  toutefois  n'a  lieu  qu'autant  qu'on 
néglige  le  carré  et  les  puissances  supérieures  de  la 
force  perturbatrice. 

Quant  à  la  différence  -j- ,  on  ferait  voir  aisément 

qu'on  peut  déduire  sa  valeur,  comme  celle  de  r— ,  de 

la  valeur  développée  de  la  fonction  R ,  par  de  simples 
difierentiations  relatives  aux  constantes  y  et  0 ,  qu'in- 
troduisent les  valeurs  elliptiques  des  coordonnées  r, 
e,  s  de  la  Lune  ;  mais  il  sera  plus  simple ,  dans  le  calcul 
de  la  latitude,  de  former  directement  cette  valeur  par 

le  développement  de  la  fonction  que  -r-  représente. 

7.  Telles  sont  les  valeurs  de  la  fonction  Ret  de  ses 
différences  partielles ,  qu'il  faudra  substituer  dans  les 
trois  équations  différentielles  (A),  et  qui  donneront 
toutes  les  inégalités  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude 
et  de  la  latitude ,  lorsqu'on  se  bornera  à  considérer 
les  termes  dépendans  de  la  première  puissance  des 
forces  perturbatrices.  Nous  avons  vu  que  dans  la 
théorie  des  planètes  cetle  approximation  était  en  gé- 
néral suffisante,  et  qu'il  n'était  nécessaire  de  tenir 
compte  des  termes  dépendans  du  carré  de  la  force 
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perturbatrice ,  que  pour  la  détermination  de  quelques 
inégalités  particulières  que  les  rapports  de  commen- 
surabilité  existans  entre  les  moyens  mouvemens  pla- 
nétaires, rendent  sensibles.  Mais  il  n'en  est  pas  de 
même  dans  la  théorie  de  la  Lune  :  la  grandeur  de  ses 
inégalités  et  le  peu  de  convergence  des  séries  qui  les 
expriment*,  obligent  de  pousser  beaucoup  plus  loin 
les  approximations.  Il  faut  alors  développer  la  fonc- 
tion perturbatrice,  en  tenant  compte  des  quantités 
de  l'ordre ,  du  carré  et  des  puissances  supérieures  de 
la  force  perturbatrice ,  que  nous  avions  jusqu'ici  né- 
gligées. Pour  cela ,  regardons  généralement  R  comme 
une  fonction  des  trois  coordonnées  r,  y,  s  de  la  Lune, 
et  à  la  place  de  ces  quantités ,  substituons  leurs  va- 
leurs elliptiques  augmentées  de  leurs  variations  &r, 
âv9  às'j  qui  seront  l'effet  des  forces  perturbatrices. 
En  désignant  par  c?R  la  variation  correspondante 
de  R,  on  aura  par  la  formule  connue 

._       <*R  .         <*R  .         dli  . 
or  dv  as 


a    \dr*  dv*  ds* 

d«R    „     .  <**R    _    . 

drdv  aras 

a.i  |dr»  <f*J  rfs« 

<*-R      r    .»  a    rflR     »    ... 


dr%dv  dr*ds  dv*ds 


etc. 


On  déterminera  par  cette  formule  la  valeur  de  c?R 
en  fonction  du  temps,  avec  tout  le  degré  d'exactitude 
qu'on  pourra  désirer.   Il  suffira  d'y  substituer  à  la 
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place  de  &r,  &v,  &s  leurs  valeurs,  à  mesure  qu'elles 

seront  données  par  les  approximations  successives; 

quant  aux  coefficiens  différentiels  -r-,  — ,  — ,  etc., 

il  sera  facile ,  comme  nous  l'avons  vu ,  de  déduire  leurs 
valeurs  de  celle  de  la  fonction  R  par  de  simples  diffé- 
rentiations ,  et  sans  avoir  besoin  d'effectuer  de  nou- 
veaux développemens. 

n' 

8.  Le  rapport  — des  moyens  mouvemens  du  Soleil 
et  de  la  Lune,  ou  la  valeur  de  la  quantité  que  nous 
avons  désignée  par  m ,  étant  environ  -j^ ,  on  le  re- 
garde comme  une  quantité  du  premier  ordre;  les 
excentricités  e  et  ef  des  orbites  de  la  Lune  et  du  So- 
leil ,  ainsi  que  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  à  l'é- 
cliptique ,  et  par  suite  la  tangente  y  de  cette  incli- 
naison, sont  considérées  comme  des  quantités  du 
même  ordre  :  ces  quantités  sont  représentées ,  à  très 
peu  près,  par  les  fractions  -j^,  «V,  -n->  *a  distance 
moyenne  du  Soleil  à  la  Terre  étant  prise  pour  unité. 
Les  carrés  et  les  produits  de  ces  éléinens  seront  re- 
gardés comme  de  très  petites  quantités  du  second 
ordre ,  leurs  cubes  et  leurs  produits  de  trois  dimen- 
sions comme  des  quantités  très  petites  du  troisième 
ordre ,  et  ainsi  de  suite. 

Le  rapport  —  des  moyennes  distances  de  la  Lune  et 

du  Soleil  à  la  Terre ,  étant  égal  à  environ  jfa ,  c<e 
rapport  peut  être  considéré  comme  une  quantité  du 
second  ordre. 

La  première  partie  de  la  fonction  perturbatrice  aR, 

développée  n°  6 ,  est  de  l'ordre  — ^-  ;  et  comme  on  a , 
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par  les  lois  du  mouvement  elliptique-, 

m'a1         n'*  „ 

les  inégalités  qui  en  résulteront  dans  les  équations 
différentielles  (À)  seront  de  l'ordre  m*  ou  du  second 
ordre ,  tn  étant  une  quantité  très  petite  du  premier. 
Les  termes  qui  résulteront  de  la  seconde  partie  de 

l'expression  de  aR ,  n°  6 ,  seront  de  Tordre  ^-  ou 

m2^,  c'est-à-dire  du  quatrième  ordre,  puisque  le 

rapport  4  estime  quantité  du  second  ordre,  et  ainsi 
de  suite. 

— —  est  l'expression  de  la  force  perturbatrice  dé- 
composée suivant  le  rayon  vecteur  de  la  Lune  k  là 
Terre,  et  dirigée  vers  cette  dernière  planète;  cette 
quantité ,  en  n'ayant  égard  qu'à  la  première  partie  de 

la  fonction  R ,  est  de  l'ordre  —75  ou  — ^  ;  or  la  relation 
précédente  donne 

ïttn  ___  m%      1 

la  force  perturbatrice  ---T-est  donc  à  la  £oorpe  prit*» 
dpâle^  qtri  sollicité  là  Liine  autour  de  la  Terre, 


comme  1  eetà  —  ?  ou  ôoofctne  1  esta  «--7.  Lesquan* 
rfR    t  — 

ra\        rdt 

Tome  IV. 


titéfe  --7-  et  —j- ,  qui  expriment  les  composantes  de 
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l'action  du  Soleil  perpendiculairement  au  rayon  vec- 
teur et  au  plan  de  l'orbite,  sont  du  même  ordre. 

D'après  cela,  il  sera  facile  de  fixer  Tordre  des  dif- 
férons termes  qui  formeront  le  développement  des 
équations  différentielles  (A)  ;  mais  pour  juger  la  gran- 
deur des  termes  correspondans  qui  en  résulteront 
dans  l'expression  finie  des  coordonnées  de  la  Lune ,  il 
faudra  examiner  encore  si  ces  termes  ne  sont  pas  sus* 
ceptibles  de  croître  sensiblement  par  l'intégration. 
Voici  quelques  considérations  qui  pourront  faciliter 
les  recherches  qu'on  aura  à  faire  à  cet  égard. 

9.  Les  équations  différentielles  (A),  n°  1 ,  du  mouve- 
ment lunaire  étant  de  même  forme  que  celles  qu'on 
emploie  dans  la  théorie  des  planètes ,  on  suivra ,  pour 
les  intégrer,  les  mêmes  méthodes  d'approximation. 
On  commencera  par  substituer,  à  la  place  de  la  fonc- 
tion R  et  de  ses  différences  partielles,  leurs  valeurs 
correspondantes  aux  valeurs  elliptiques  de  r,  y  et  s ,  et 
l'on  déterminera  ainsi  toutes  les  inégalités  du  rayon 
vecteur,  delà  longitude  et  de  la  latitude,  de  l'ordre  de 
la  force  perturbatrice.  On  substituera  les  nouvelles  va- 
leurs qui  en  résulteront  dans  la  fonction  R  et  dans  les 
termes  tout  connus  que  ces  équations  renferment ,  et 
en  intégrant  de  nouveau  les  équations  différentielles, 
on  aura  une  seconde  valeur  des  trois  variables  qui 
déterminent  la  position  de  la  Lune,  exactes  jusqu'aux 
quantités  de  l'ordre  du  carré  de  la  force  perturba- 
trice inclusivement,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on 
soit  arrivé  aux  quantités  de  l'ordre  auquel  on  veut 
arrêter  l'approximation.  D'après  la  forme  des  équa- 
tions (A),  la  valeur  complète  der,  v  et  s  se  formera 
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de  la  réunion  de  toutes  les  parties  de  ces  valeurs , 
qu'on  aura  ainsi  successivement  déterminées. 

Chacun  des  termes  du  développement  de  R ,  n°  6 , 
produira,  par  la  substitution  de  cette  fonction  et  de 
ses  différences  partielles,  dans  les  équations  (A),  un 
terme  correspondant  dans  les  expressions  finies  de  r, 
v  et  s  7  et  comme  la  fonction  R  conserve  la  même 
forme ,  quelque  loin  que  Ton  porte  la  précision ,  les 
approximations  successives  ne  faisant  qu'altérer  légè- 
rement les  coefficiens  des  divers  cosinus  qu'elle  ren- 
ferme, il  s'ensuit  qu'on  peut,  d'après  l'expression 
de  R  relative  à  la  première  puissance  de  la  force  per- 
turbatrice ,  reconnaître  à  priori  la  forme  des  diverses 
inégalités  dont  se  composent  les  valeurs  du  rayon 
vecteur y  de  la  longitude  et  de  la  latitude  dans  le  mou- 
vement troublé  de  la  Lune ,  et  par  conséquent  la  forme 
des  séries  qui  les  représentent. 

Cela  posé ,  pour  peu  que  l'on  considère  avec  quel- 
que attention  le  développement  de  la  fonction  R,  n°  6, 
on  verra  que  les  inégalités  qui  en  résulteront  dans  les 
expressions  des  coordonnées  de  la  Lune ,  pourront  se 
diviser  en  trois  classes  distinctes.  Les  premières ,  in- 
dépendantes du  moyen  mouvement  mnt  du  Soleil; 
les  secondes ,  dépendantes  des  angles  nt  et  mnt ,  ou  de 
l'angle  mnt  seul  ;  enfin  les  troisièmes,  indépendantes 
à  la  fois  des  moyens  mouvemens  du  Soleil  et  de  la 
Lune ,  c'est-à-dire  ne  contenant  l'angle  nt  qu'autant 
qu'il  est  multiplié  par  les  facteurs  (1  —  c)  et  (1  —  g). 

Les  inégalités  de  la  première  espèce  introduiront 
dans  les  expressions  du  rayon  vecteur,  de  la  longi- 
tude et  de  la  latitude,  des  termes  semblables  à  ceux 

5.. 
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que  renferment  déjà  les  parties  elliptiques  de  leurs 
valeurs ,  et  ne  feront  en  général  qu'altérer  légèrement 
les  coefficiens  dont  ces  termes  sont  affectés. 

Les  inégalités  de  la  seconde  espèce  produiront  des 
termes  dont  les  argumens  dépendront  des  positions 
respectives  de  la  Lune  et  du  Soleil ,  et  seront  par  con- 
séquent ,  comme  les  précédentes,  des  illégalités  simple- 
ment périodiques. 

Enfin ,  la  dernière  classe  comprendra  les  inégalités 
séculaires  et  les  inégalités  qui ,  ne  renfermant  dans 
leurs  argumens  que  les  angles  (i — c)nt  et(i  —  g)nt, 
ne  varieront  qu'en  vertu  des  changemens  progressifs 
du  périgée  et  des  noeuds  de  l'orbe  lunaire.  Ces  inéga- 
lités, particulières  au  mouvement  de  la  Lune,  ont  été 
nommées  inégalités  à  longues  périodes,  pour  les  dis- 
tinguer des  autres  inégalités  périodiques  dont  les  ar- 
gumens varient  avec  beaucoup  plus  de  rapidité.  La 
détermination  exacte  et  complète  des  inégalités  de 
cette  esjpèce  est  un  des  points  les  plus  difficiles  et  les 
plus  délicats  de  la  théorie  de  la  Lune. 

Si  l'on  désigne  par  dV  la  variation  que  subit,  par 
l'action  des  forces  perturbatrices,  le  rayon  vecteur  /• 
dans  l'orbite  elliptique,  que  l'on  substitue  r+  dr 
à  la  place  de  r  dans  la  première  des  formules  (  A  ) , 
et  qu'on  développe  ensuite  l'équation  résultante ,  il 
sera  facile  de  reconnaître  que  la  détermination  des 
diverses  inégalités  que  renferme  la  valeur  de  #r, 
dépendra  de  l'iiktégration  d'une  équation  de  cette 
forme  {voir  n°  28 ,  livre  VI  ) 
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le  second  membre  n  devant  être  regardé  comme 
une  fonction  toute  connue  des  trois  coordonnées  r,» 
VjS ,  qui  pourra  toujours  se  développer  en  une  suite 
de  sinus  ou  de  cosinus  d'angles  multiples  des  moyens 
mouvemens  de  la  Lune  et  du  Soleil. 

Soit  n  *k  cas  (firti  •+■  p  )  l'un  quelconque  de  ces  ter- 
mes ,  le  terme  correspondant  de  la  valeur  de  jr  sera 

— —  cos(/3/i*-t-p). 


Si  /S  *  ne  diffère  de  l'unité  que  d'une  quantité  de  l'or- 
dre m ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  si  ]3  est  delà  forme 
1+owh-  ê/»a-h  etc. ,  a,  6,  etc.  pouvant  représenter  des 
nombres  quelconques,  comme  cela  aurait  lieu,  par 
exemple,  relativement  aux  termes  du  développement 
de  R,  qui  dépendent  des  angles  ?  — ?',  ?+?%  £-> 
*€  — ?>  etc.,  l'inégalité k  cos  (/3n*+p)  acquerra  par 
l'intégration  le  très  petit  diviseur  m  ;  son  coefficient  s'a- 
baissera ainsi  à  l'ordre  1 — 1  s'il  était  de  l'ordre  1  dans 
l'équation  différentielle,  et  pourra  devenir  très  sensible 
dans  l'expression  du  rayon  vecteur.  11  faudra  donc , 
pour  le  calcul  de  ces  inégalités,  porter  le  développe- 
ment de  la  fonction  R  jusqu'aux  termes  de  l'ordre  i + 1 , 
si  1  marque  l'ordre  des  quantités  auxquelles  on  a  ré* 
solu  de  pousser  les  approximations.  On  verra  que 
c'est  à  cette  circonstance  qu'est  due  la  grandeur  de 
l'inégalité  qu'on  a  nommée  X élection  >  et  de  celle 
qui  porte  le  nom  iï équation  par allac tique. 

Si  pa  ne  diffère  de  l'unité  que  d'une  quantité  de 
l'ordre  m2,  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  si  ce  coeffi- 
cient est  delà  forme  i  +  a/?is+&nst+etc. ,  l'inégalité 
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que  le  terme  n2k cos ((înt-\-  p)  produit  dans  l'expres- 
sion du  rayon  vecteur,  aura  le  très  petit  diviseur  m2, 
et  il  faudra  par  conséquent  calculer  dans  R  les  termes 
de  Tordre  /-+■  a ,  pour  obtenir  les  termes  de  l'ordre  i 
dans  r.  La  fonction  perturbatrice  contient ,  par  exem- 
ple, les  termes  dépendant  des  argumens  aÇ— ç-i-aç'  et 
<p  —  a>j,  qui  sont  de  cette  espèce  ;  mais  ces  termes  étant 
déjà  du  cinquième  ordre  dans  l'équation  différen- 
tielle ,  cette  circonstance  rend  leur  calcul  plus  facile. 

Les  termes  dans  lesquels  |3  est  une  petite  quantité  de 
l'ordre  m ,  et  qui  ne  renferment  pas  par  conséquent 
dans  leurs  argumens  le  moyen  mouvement  de  la 
Lune,  tels  que  ceux  qui  dépendent  des  angles  <p'f  29% 
aÇ — a  9,  §  —  <p  ,  etc. ,  n'augmentent  pas  par  l'intégra- 
tion dans  l'expression  du  rayon  vecteur  ;  mais  en  consi- 
dérant la  seconde  des  formules  (A),  on  voit  que  ces 
termes  s'introduisent  dans  l'expression  différentielle 

de  la  longitude,  en  vertu  du  terme  —  qu'elle  ren- 
ferme ,  et  ils  acquièrent  ensuite,  par  l'intégration,  le 
diviseur  m,  qui  peut  les  rendre  très  sensibles  dans 
l'expression  finie  de  dV.  On  verra  que  c'est  à  une 
circonstance  pareille  qu'est  due  la  grandeur  de  l'iné- 
galité nommée  équation  annuelle. 

Il  faudra,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  porter  dans 
l'expression  du  rayon  vecteur  les  approximations  jus- 
qu'aux quantités  de  l'ordre  /•+- 1 ,  pour  obtenir  les  iné- 
galités correspondantes  de  Tordre  i  dans  l'expression 
de  la  longitude.  On  peut  observer  encore  que  les 
termes  de  cette  espèce,  c'est-à-dire  qui  ne  renfer- 
ment dans  leurs  argumens  que  le  moyen  mouvement 

du  Soleil ,  contenus  dans  la  fonction  -7-  ,    acqiter- 
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ront  par  l'intégration  le  diviseur  m  dans  la  fonction 

/  (  Sr)  ^7  et  K  trouveront  par  conséquent  affectés 
du  très  petit  diviseur  m2  dans  l'expression  finie  de  la 
longitude.  11  résulte  de  là  que  pour  obtenir  tous  les 
termes  de  ce  genre  de  Tordre  i  contenus  dans  àv7  il 

faudra  porter  dans  le  développement  de  -r-  la  préci- 
sion jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  f  + 1  ;  cette  cir- 
constance ,  et  l'obligation  où  Ton  est  de  pousser  très 
loin  dans  ce  cas  l'approximation ,  à  cause  de  la  gran- 
deur des  inégalités  et  du  peu  de  convergence  des  séries 
qui  les  expriment ,  rend  très  pénible  la  détermination 
des  termes  dont  il  s'agit  parla  secondedesformules(À), 
et  il  vaudra  mieux ,  en  ces  occasions ,  recourir,  pour 
calculer  la  longitude,  à  des  formules  particulières  qui 

ne  renferment  pas  la  fonction  I  (  —  J  dt.  Oji  en  verra 

des  exemples  dans  le  chapitre  suivant. 

La  troisième  des  formules  (A)  pouvant  aisément 
être  ramenée  à  la  même  forme  que  la  première ,  ce 
que  nous  venons  de  dire  relativement  aux  inégalités 
du  rayon  vecteur  s'applique  identiquement  aux  iné*> 
galités  de  la  latitude. 

Les  inégalités  dont  les  argumens  croissent  avec  une 
grande  lenteur,  et  que  l'on  a  nommées ,  comme  nous 
l'avons  dit ,  inégalités  à  longues  périodes,  sont  généra- 
lement insensibles  dans  les  équations  différentielles , 
et  si  elles  deviennent  considérables  dans  les  valeurs  fi- 
nies des  coordonnées  de  la  Lime,  ce  ne  peut  être  qu'à 
raison  des  très  petits  diviseurs  que  l'intégration  leur 
fait  acquérir.  11  suffira  donc  de  considérer,  parmi  ces 
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inégalités,  celles  qui  sont  susceptible»  d'augmenter 
sensiblement  par  l'intégration.  Les  arguoieps  que 
renferment  ces  inégalités  doivent,  d'après  leur  défi» 
ni t ion,  être  indépendans  des  moyens  mouvemens  de 
la  Lune  et  du  Soleil ,  et  sont  supposés  ne  varier  qu'à 
raison  des  déplacemens  du  périgée  et  des  nœuds  de 
l'orbe  lunaire.  Soit  donc  H  cos(j3nf  +  6)  une  iné- 
galité de  cette  espèce,  /3  étant?  par  hypothèse,  une 
très  petite  quantité  de  l'ordre  du  coefficient  qui  mul- 
tiplie t  dans  l'expression  des  variations  du  périgée  et 
des  nœuds  de  l'orbe  lunaire,  c'est-à-dire  de  l'ordre 
j-c  et  i  —  g,  ou  m2 y  comme  on  le  verra  dans  la 
suite  ;  cette  inégalité  pourra  devenir  considérable  dans 
les  intégrales  des  équations  (A),  en  acquérant  le 
très  petit  diviseur  ^  ;  or  il  est  essentiel  d'observer  que 
si  l'on  n'a  égard  qu'à  la  première  puissance  de  la 
force  perturbatrice,  l'expression  du  rayon  vecteur  r 
ne  contiendra  aucun  terme  de  ce  genre ,  puisque  les 
inégalités  dont  sa  valeur  se  compose  seront  toutes 
affectées  du  diviseur  i  —  /32.  Il  semblerait  peut-être 
que  àr  doit  contenir  un  terme  divisé  par  jS ,  à  raison 
du  terme  fd'R  que  renferme  la  première  des  équa- 
tions (A);  et  si  cela  avait  lieu  en  effet,  il  en  ré- 
sulterait dans  l'expression  de  la  longitude  èv  un 
terme  affecté  du  diviseur  |3'.  Mais  pour  se  convaincre 
qu'un  pareil  terme  ne  saurait  exister,  il  suffit  d'ob- 
server que  la  caractéristique  d!  se  rapportant  aux 
seules  coordonnées  de  la  Lune ,  et  l'angle  fint  étant 
supposé  indépendant  du  mouvement  moyen  du  So- 
leil, la  différentielle  i/'R,  dans  la  première  approxi- 
mation ,   acquiert   un   facteur  de  Tordre  /S,  et  par 
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conséquent  l'inégalité  k  longue  période  que  renferme 
la  fonction  fd'R  demeure  du  même  ordre  que  l'iné* 
gaKté  correspondante  de  l'expression  de  R.  Les  iné- 
galités croissant  pvec  une  grande  lenteur  sont  donc 
insensibles  dans  l'expression  du  rayon  vecteur,  lors- 
qu'on n'a  égard  qu'à  la  première  puissance  de  la 
force  perturbatrice ,  et  elles  n'acquièrent  dans  l'ex- 
pression de  la  longitude  qu'un  diviseur  de  l'ordre  |3. 

Cependant  cette  circonstance  pourrait  suffire  déjà 
pour  les  rendre  considérables  ;  heureusement  on  verra 
qu'il  est  facile  de  s'assurer  que  les  fonctions  R  et  fd'R 
ne  renferment  dans  l'ordre  m2  aucune  inégalité  de  ce 
genre,  et  que  par  conséquent  le  rayon  vecteur  n'in- 
troduit dans  l'expression  différentielle  de  àv,  aucune 
inégalité  à  longue  période  au-dessous  de  l'ordre  ira8,  du 
moins  tant  qu'on  ne  considère  que  la  première  puis- 
sance de  la  force  perturbatrice.  Mais  ce  n'est  point  as- 
sez, et  si  l'on  porte  plus  loin  l'approximation ,  comme 
il  est  indispensable  de  le  faire ,  ne  peut-on  pas  craindre 
que  les  termes  dépendans  du  carré  et  des  puissances 
supérieures  de  la  force  perturbatrice,  n'introduisent 
dans  la  fonction  différentielle  d'R  des  inégalités  de  la 
même  espèce  d'un  ordre  inférieur  à  m\  qui  en  ac- 
quérant le  très  petit  diviseur  jS  de  l'ordre  ma,  s'abais- 
seront au  moins  à  Tord  rem3  dans  l'expression  du  rayon 
vecteur,  et  par  suite  à  l'ordre  m  dans  l'expression  de 
la  longitude,  où  elles  acquièrent  un  très  petit  diviseur 
de  l'ordre  |3*.  Ces  termes  pourraient  donc  encore  de- 
venir très  sensibles,  quoique  dépendans  du  carré 
ou  des  puissances  supérieures  de  la  force  perturba- 
trice; mais  nous  ferons  voir,  dans  la  suite,  que  les 
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inégalités  dont  les  argumens  sont  supposés  ne  varier 
qu'à  raison  des  déplacemens  du  périgée  et  des  noeuds 
de  l'orbe  lunaire ,  disparaissent  dans  la  fonction  fd'R, 
même  alors  que  Ton  pousse  les  approximations  jus- 
qu'aux quantités  de  l'ordre  m8,  en  sorte  que  les 
inégalités  de  ce  genre  que  cette  fonction  peut  con- 
tenir sont  au  moins  de  Tordre  m4,  et  ne  s'abaisse- 
ront par  conséquent  qu'à  l'ordre  m2  par  la  nouvelle 
intégration  qu'elles  subiront  dans  l'expression  de  la 
longitude.  Les  inégalités  à  longues  périodes  intro- 
duites par  la  fonction  fd'R  seront  donc  toujours 
insensibles  dans  l'expression  de  la  longitude  de  la 
Lune,  et  à  plus  forte  raison  dans  celle  de  son  rayon 
vecteur. 

Ce  résultat  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théo- 
rème plus  étendu  que  nous  démontrerons  dans  la 
suite  7  et  qui  consiste  en  ce  que  la  fonction  fd'R  ne 
renferme  en  général  aucune  inégalité  indépendante  du 
moyen  mouvement  nt  de  la  Lune,  d'un  ordre  in- 
férieur m4,  en  sorte  que  dans  le  calcul  des  inéga- 
lités qui  ne  dépendent  que  du  moyen  mouvement  du 
Soleil  mnt ,  comme  Y  équation  annuelle,  par  exemple, 
et  dans  le  calcul  des  inégalités  à  longues  périodes , 
on  pourra  faire  abstraction  des  termes  résultant  de  la 
fonction  fd'R,  ou  supposer  simplement  /7/'R  =  o, 
du  moins  lorsqu'on  ne  portera  l'approximation  que 
jusqu'au  même  ordre  de  quantités. 

Cette  propriété  très  remarquable  qu'a  la  fonction 
fd'R  dans  la  théorie  de  la  Lune ,  d'être  indépendante 
des  inégalités  qui  ne  renferment  dans  leurs  argumens 
que  le  moyen  mouvement  du  Soleil,  ou  qui  ne  crois- 
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sent  qu'en  vertu  des  mouvemens  très  lents  du  périgée 
et  des  nœuds  de  l'orbe  lunaire,  n'est  qu'une  ex- 
tension de  celle  dont  jouit  la  même  fonction  dans  la 
théorie  des  planètes,  de  ne  renfermer  aucune  inégalité 
séculaire  ou  croissant  progressivement  avec  le  temps. 
Mais  l'analyse  par  laquelle  on  démontre  cette  der- 
nière propriété ,  et  que  nous  avons  développée  n°  60 , 
livre  II ,  ne  suffirait  pas  dans  la  théorie  de  la  Lune , 
parce  que  nous  n'avons  eu  égard ,  relativement  aux 
planètes,  qu'aux  termes  dépendans  du  carré  de  la 
force  perturbatrice,  et  que  nous  serons  obligés  ici 
de  tenir  compte  de  quantités  qui  dépendent  du  cube 
de  cette  force.  Cette  circonstance  rend  très  difficile 
la  démonstration  de  l'importante  propriété  dont  il 
s'agit,  nous  la  développerons  avec  toute  l'étendue 
qu'elle  exige,  lorsque  nous  nous  occuperons  de  la 
détermination  des  inégalités  à  longues  périodes  et  des 
inégalités  séculaires  du  mouvement  lunaire. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  suffira  pour  qu'on 
puisse  juger  à  l'avance  de  l'importance  que  les  différens 
termes  des  équations  différentielles  (A),  n°  1 ,  pourront 
acquérir  dans  les  expressions  finies  des  coordonnées 
de  la  Lune.  Le  développement  de  ces  équations  et 
leur  intégration ,  feront  l'objet  des  chapitres  suivans. 
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CHAPITRE  IL 

Des  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune  dépendantes 
de  l'action  du  Soleil. 

Inégalités  périodiques  du  rayon  vecteur. 
1  o.  Reprenons  la  première  des  équations  (  A  ) ,  n°  1 , 


d*.r* 
zdt* 


On  pourrait  déterminer  par  cette  formule  toutes 
les  inégalités  du  rayon  vecteur  r,  mais  il  y  a  de  l'a- 
vantage ,  dans  la  théorie  de  la  Lune,  à  calculer  di- 
rectement la  valeur  de  la  quantité  -  qui  en  dépend , 

parce  que  cette  fonction  est  celle  qui  entre  dans  l'ex- 
pression de  la  parallaxe ,  et  que  d'ailleurs  son  carré , 
facile  à  former  quand  on  l'a  obtenue,  est  une  des 
données  nécessaires  pour  le  calcul  de  la  longitude 
vraie.  En  désignant  donc  par  rh  la  partie  elliptique  du 

rayon  vecteur,  et  par  <?  -  l'accroissement  de  la  fonc- 
tion —  par  l'action  des  forces  perturbatrices ,  on  aura 


rt 


+  5r:(*iy_  &.;(*!)'  + etc. 

en  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  r\  dans  l'é- 
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quaiion  précédente,  elle  deviendra 

_,      ,        d\r*tS-  3d*.r\(s-Y 

ndt*  dtx  rt  r        a  idt* 


W 


Si  Ton  intègre  cette  équation  par  la  méthode  des 
approximations  successives,  il  est  évident  que  son 
second  membre  sera,  dans  chaqufe  approximation, 
composé  de  quantités  toutes  connues.  En  effet,  dans 
la  première  approximation,  on  pourra  négliger  les 

termes  multipliés  pat  {<$  i J  ,  (â  -]  ,  etc. ,  qui  sont 

au  moins  de  l'ordre  du  carré  des  forces  perturba* 
trices ,  et  Ton  substituera ,  pour  la  fonction  R ,  son 
développement  en  série ,  que  nous  avons  donné  n°  6. 

On  obtiendra  ainsi  une  première  valeur  de  &- ,  efcacte 

aux  quantités  près  de  Tordre  de  la  force  perturba- 
trice inclusivement ,  c' est-à-dite  aux  quantités  près  de 
l'ordre  m*,  m  représentant  (n°  5  )  le  rapport  du  moyen 
mouvement  dû  Soleil  à  celui  de  la  Lune.  Au  moyen 
de  cette  valeur,  on  calculera  les  terihes  des  quan- 
tités \d  -j  ,  [ù  -j  ,  etc. ,  du  second  ordre  par  rap- 
port à  la  force  perturbatrice ,  qui  entreront  dans  lfe  se<- 
cond  membre  de  l'équation  («)$  en  faisant  «roîtue  lés 

coordonnées  elliptiques  (  -  j ,  (p)  et  (s)  dans  ^expression 

deR,  de  leurs  variations  &-,  eN>,  âs9  données  par  la 
première  approximation ,  on  formera  la  valeur  de  la 
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fonction  R  +N  <Ml  >  qui  doit  être  substituée  à  la  place 

de  R  dans  la  même  équation,  et  l'on  obtiendra  une 

seconde  valeur  de  <?-,  exacte  jusqu'aux  quantités  de 

l'ordre  du  carré  de  la  force  perturbatrice  ;  en  conti- 
nuant ainsi,  on  s'élèvera  progressivement  jusqu'au 
degré  d'approximation  qu'on  voudra  atteindre. 

1 1 .  L'intégration  dont  nous  venons  d'indiquer  la 
marche  générale ,  introduit  en  diviseurs  dans  l'expres- 
sion de  ^- les  coefficiens  qui  multiplient  le  temps  sous 

le  signe  des  divers  cosinus  qui  composent  l'expression 
de  la  fonction  perturbatrice  R  ;  on  aura  soin  de  déve- 
lopper, à  mesure  qu'ils  se  présenteront ,  ces  diviseurs 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  la  quan- 
tité m  qu'ils  renferment ,  et  l'on  négligera  les  puis- 
sances supérieures  à  celles  qui  correspondent  à  l'ordre 
d'approximation  auquel  on  veut  s'arrêter.  On  ob- 
tiendra ainsi ,  pour  les  coordonnées  qui  fixent  la  po- 
sition de  la  Lune ,  des  valeurs  aussi  approchées  qu'on 
pourra  le  désirer,  et  ces  expressions  se  trouveront 
naturellement  développées  par  rapport  aux  puissances 
et  aux  produits  des  excentricités  et  de  l'inclinaison 
mutuelle  des  orbites  de  la  Lune  et  du  Soleil ,  comme 
les  expressions  analogues  relatives  aux  planètes,  et 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  du  rapport  m 
du  mouvement  moyen  du  Soleil  à  celui  de  la  Lune  f 
quantité  qui  est  moindre  qu'un  douzième  (n°  7  ). 

Cette  manière  d'exprimer  les  coordonnées  du  mou- 
vement lunaire  donne  aux  valeurs  de  ces  quantités 
une  forme  très  simple ,  qui  permet  de  saisir  au  pre- 
mier coup  d'œil  l'ordre  des  différons  termes  qui  les 
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composent;  l'expérience  m'a  prouvé ,  d'ailleurs,  que 
le  développement  des  divers  diviseurs  qui  affectent 
ces  expressions  dans  l'état  primitif  où  les  présente 
l'analyse,  ne  nuit  en  rien  à  la  convergence  des  séries. 
Depuis  longtemps  ce  procédé  avait  été  adopté  par 
Laplace  dans  le  calcul  des  inégalités  dites  à  longues 
périodes,  mais  on  doit  à  M.  Plana  l'heureuse  idée 
de  l'avoir  étendu  aux  inégalités  simplement  périodi- 
ques ,  ce  qui  a  introduit  une  parfaite  symétrie  dans 
toutes  les  parties  de  la  théorie  lunaire ,  et  contribuera 
sans  doute  à  la  perfectionner,  en  rendant  plus  facile 
la  vérification  des  nombreuses  inégalités  auxquelles  le 
mouvement  de  notre  satellite  est  assujetti. 

1  a .  L'intégrale  complète  de  l'équation  (a)  renfermera 
deux  arbitraires  qui,  jointes  à  la  constante  qui  ac- 
compagne la  fonction  fd'R,  introduiront  dans  l'ex- 
pression finie  du  rayon  vecteur  trois  constantes  qu'on 
pourra  déterminer  arbitrairement.  Conformément  à 
ce  qui  se  pratique  dans  la  théorie  des  planètes ,  nous 
déterminerons  la  constante  jointe  à  l'intégrale /V/'R, 
que  nous  nommerons  g,  par  la  condition  que  la 
partie  dV  de  la  longitude  vraie  qui  dépend  de  l'action 
des  forces  perturbatrices,  ne  renferme  aucun  terme 
proportionnel  au  temps  t,  ou,  ce  qui-  revient  au 
même,  que  la  longitude  moyenne  nt+z  de  la  Lune 
soit  la  même  dans  l'orbite  elliptique  et  dans  l'orbite 
troublée,  supposition  qui  suffit  pour  fixer  la  valeur 
de  cette  constante ,  et  que  nous  avions  d'ailleurs  ad- 
mise d'avance  dans  le  n°  5. 

Quant  aux  deux  constantes  qui  complètent  l'inté- 
grale de  l'équation  (a) ,  nous  avons  vu ,  n°  94 ,  livre  II , 


Digitized'by  LjOOQIC 


8o  THÉORIE  ANALYTIQUE 

qu'on  pouvait  en  disposer  pour  faire  disparaître  les 
termes  dépendans  de  l'argument  nt  -+■ 1  —  o>  que  la 
seconde  approximation  introduit ,  soit  dans  l'expres- 
sion du  rayon  vecteur,  soit  dans  celle  de  la  longi- 
tude ,  parce  qu'on  ne  peut  (aire  disparaître  à  la  fois 
ces  termes  dans  les  deux  expressions.  Par  analogie  à 
ce  que  nous  avons  pratiqué  dans  la  théorie  des  pla- 
nètes >  nous  pourrions  donc  déterminer  les  deux  cons- 
tantes arbitraires  dont  il  s'agit,  de  manière  à  faire 
disparaître  dans  l'expression  de  la  longitude  v  +  âv, 
les  termes  qui  dépendent  du  même  argument  que  le 
premier  terme  de  l'équation  du  centre,  et  qui  ne  se* 
raient  pas  compris  dans  les  formules  du  mouvement 
elliptique;  mais  ce  n'est  point  ainsi  qu'en  ont  usé 
les  géomètres  qui  se  sont  occupés  avant  nous  de  la 
théorie  de  la  Lune.  Gomme  ils  exprimaient  le  rayon 
vecteur  en  fonction  de  la  longitude  vraie  c,  ils  se  sont 
imposé  la  condition  que  le  terme  dépendant  de  l'ar- 
gument v  dans  l'expression  de  la  fonction  -  fut   le 

même  dans  le  mouvement  elliptique  relatif  à  l'orbite 
mobile  et  dans  le  mouvement  troublé  ;  ce  qui  donne 
aux  constantes  introduites  par  l'intégration  défi  va- 
leurs particulières ,  qui  ont  ensuite  une  influence  con- 
sidérât)] e  sur  les  expressions  algébriques  des  coefifi- 
ciens  de  toutes  les  autres  inégalités  lunaires.  Il  suit 
de  là  que  si  nous  n'adoptions  point  cette  détermina* 
tion ,  nous  serions  continuellement  obligés  de  trans- 
former nos  résultats  pour  pouvoir  les  comparer  à 
ceux  des  géomètres  qui  nous  ont  précédé.  Nous  avons 
donc  pensé  que  comme  cette  vérification  était  l'un 
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des  objets  les  plus  importans  de  notre  travail,  et 
qu'elle  peut  seule  inspirer  la  confiance  nécessaire  dans 
des  résultats  déduits  de  si  longs  calculs ,  nous  devions 
ici  abandonner  la  marche  que  nous  avions  suivie  dans 
la  théorie  des  planètes,  et  qui  est,  sans  aucun  doute, 
la  plus  appropriée  aux  méthodes  astronomiques ,  pour 
nous  conformer  à  l'usage  adopté  généralement  jus- 
qu'à présent  dans  la  théorie  de  la  Lune. 

Au  reste ,  il  faut  bien  remarquer  que  ces  valeurs 
arbitraires  qu'on  peut  donner  aux  constantes  in- 
troduites par  l'intégration  de  l'équation  (a),  n*in- 
fluent  en  rien  sur  les  valeurs  définitives  du  rayon 
vecteur  et  de  la  longitude ,  c'est-à-dire  sur  les  expres- 
sions de  ces  quantités,  dans  lesquelles  les  coeffîciens 
de  chacune  des  inégalités  auront  été  réduits  en  nom- 
bres; elles  ne  font  que  changer  la  valeur  de  l'excen- 
tricité qu'on  déduit  des  observations.  En  effet ,  dans 
la  théorie  de  la  Lune,  l'excentricité  de  l'orbite  se 
détermine  en  comparant  les  coeffîciens  de  l'inégalité 
qui  a  pour  argument  cnt  +  e-«  ou  <p  dans  l'ex- 
pression du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude  déduits 
de  l'observation ,  avec  les  valeurs  que  leur  assigne  la 
théorie.  En  supposant  donc  que  dans  une  première  hy* 
pothèse  sur  les  valeurs  des  constantes  introduites  par 
l'intégration ,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  dont  il 
s'agit ,  on  trouve 

-  +  &-  =  ke  cos©, 

r  r  T 

p+(fc  =  Be  sin  <p  ; 

e  désignant  ici  l'excentricité  de  l'orbite  lunaire ,  A  et  B 

des  coeffîciens  constans  déterminés  par  les  approxi- 

Tome  IV.  6 
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mations  Successives,  et  que  dans  la  seconde  hypo- 
thèse on  trouve 

--+-  <J-  =  Aiei  cosrp , 

ii  -+-£(>  =  B,^  siny; 

Àu  Bl9  es  étant  ce  que  deviennent  les  quantités  A, 
B ,  e  relativement  à  cette  seconde  hypothèse,  on  aura , 
en  égalant  ces  valeurs ,  qui  doivent  être  identiques , 

Ae  =  Alen     Be  =  B,e<; 
d'où  Ton  tire 

*  =  £.>  -   (3) 

équation  de  condition  qui  devra  toujours  subsister 
entre  les  coefficiens  A ,  B,  An  Bt,  dans  quelque  hypo- 
thèse qu'ils  aient  été  déterminés. 

Il  suit  de  là  que  lorsqu'on  aura  calculé  les  expres- 
sions du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude  dans  une 
hypothèse  particulière  de  valeurs  attribuées  aux  cons- 
tantes introduites  par  l'intégration  de  l'équation  (a) , 
on  pourra  de  suite  les  ramener  à  la  forme  qui  convient 
à  un  nouveau  système  de  valeurs,  en  substituant  à  la 
place  de  la  quantité  e ,  qui  exprime  l'excentricité  dans 
la  première  hypothèse,  la  quantité  e{  déterminée  par 
l'équation 

'■  —  A    -  B  (f\ 

r -ï;-b:'  W 

A,  et  B4  étant  ce  que  deviennent  A  et  B  dans  la  seconde 
hypothèse. 

Si,  comme  nous  l'avons  supposé  plus  haut,  on 
détermine  les  constantes  introduites  par  l'intégration , 
de  manière  à  faire  disparaître  dans  dv  les  termes  dé- 
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pendans  de  l'angle  ç,  on  aura,  d'après  les  formules 
du  mouvement  elliptique ,  aux  quantités  près  de  l'or- 
dre e8,  B  =  2;  en  sorte  que  pour  ramener  à  cette 

hypothèse  les  valeurs  de  -et  de  v  obtenues  dans  toute 

autre  supposition  quelconque,  il  suffira,  dans  chaque 
coefficient,  de  substituer  à  la  place  de  l'excentricité  e{ , 

la  valeur  =-  e. 

i3.  Revenons  maintenant  au  développement  de 
l'équation  (a).  Pour  simplifier  les  formules,  nous 
supposerons ,  dans  ce  qui  va  suivre ,  a  =  1 ,  ce  qui 
donne  71  =  1;  t  représentera  dans  cette  hypothèse  le 
moyen  mouvement  de  la  Lune ,  et  rat  celui  du  Soleil 
dans  leurs  orbites  respectives.  Faisons  ensuite ,  pour 
abréger, 

P  =  -r;^+ir;(^y-ar.;(^)Vlr;(^)Vetc., 

expression  dans  laquelle  on  substituera  pour  r\ ,  r\ , 
rj,  etc.,  leurs  valeurs  elliptiques,  n°  5,  en  y  faisant  a 
égal  à  l'unité;  la  seyle  valeur  r\  =  1  étant  exceptée, 
cette  valeur  devant  demeurer  comprise  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (2).  Si  l'on  ordonne  les 
inégalités  du  rayon  vecteur  par  rapport  aux  puis- 
sances ascendantes  de  l'excentricité  e  de  l'orbe  lu- 
naire, on  pourra  regarder  la  fonction  P  comme  com- 
posée de  quantités  toutes  connues;  en  effet,  r\  ne 
contenant,  d'après  l'hypothèse,  que  des  termes  dé- 
pendans  de  l'excentricité  e ,  il  suffira ,  pour  former  le 
produit  r\&-  dans  les  différons  ordres  d'approxima- 
tions relatifs  à  cette  quantité ,  de  combiner  les  divers 

6.. 
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termes  de  la  valeur  de  r]  avec  ceux  de  l'expression 

de  â-  donnés  par  les  approximations  précédentes; 

quant  aux  autres  termes  de  la  valeur  de  P,  nous  avons 
vu ,  n°  i  o ,  qu'on  pouvait  les  considérer  comme  des 
quantités  connues  dans  chacune  des  approximations 
successives.    Cela  posé,  en  faisant ,  pour  abréger, 

P'  =  —  — ,  l'équation  (2)  deviendra  ainsi 

Cette  équation  s'applique  généralement  à  toutes  les 
inégalités  périodiques  du  mouvement  lunaire;  mais 
elle  se  simplifie  dans  le  cas  où  il  s'agit  d'une  inégalité 
qui  n'est  pas  comprise  dans  les  formules*  du  mouve- 
ment elliptique;  en  effet,  r]  et  —  étant  alors  indé- 

pendans  de  l'inégalité  qu'il  s'agit  de  calculer,  on  a 
simplement,  dans  ce  cas, 

_£+,I  +  PM_a^'R  +  r£=o.    (6) 
Il  ne  reste  plus  qu'à  développer  les  trois  fonctions 

— ,  a  /rf'R  et  r— ,  qui  entrent  dans  les  formules 

précédentes. 

Nous  avons  vu,  n°  6,  que  l'expression  de  r—  se 

déduisait  immédiatement  de  celle  de  R,  et  nous  avons 
développé  cette  dernière  fonction  en  ne  tenant  compte 
que  des  quantités  de  l'ordre  de  la  force  perturbatrice , 
ce  qui  suffit  à  la  première  approximation.  Pour  avoir 
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égard  au  carré  de  cette  force  il  faudra,  à  la  valeur 
de  R ,  ajouter,  n°  7 ,  la  fonction 

tfR  =  — tfr+  _Ju+_£j 

dr  dç  ds 

ou  bien  en  observant  qu'on  a ,  aux  quantités  près  que 

nous  négligeons,  dr=  —  r]  (&  -  j ,  et  en  omettant 

les  termes  dépendans  de  la  latitude ,  dont  nous  ferons 
d'abord  abstraction , 

«  —  ,.«(*  *!)  +  «*,  (a) 

Pour  calculer  cette  quantité,  on  substituera  à  la 
place  de  r{  à-  et  de  &v  leurs  valeurs  données  par  la 
première  approximation,  et  l'on  remplacera  les  quan- 
tités —  r  —  et  -^  par  leurs  valeurs  en  séries,  valeurs 

qu'il  sera  facile  de  déduire  de  celle  de  R,  comme  on 
Ta  vu  n°  6.  En  effet,  pour  les  termes  indépendans  de  la 
parallaxe  solaire ,  on  aura 

rfR  _     p        dK  _  dR 

et  de  même  pour  les  approximations  subséquentes. 
Quant  aux  termes  qui  dépendent  de  cette  parallaxe,  on 
aura 

Cela .  posé ,  on  combinera  entre  eux  les  difterens 
termes  des  deux  facteurs  de  chacun  des  produits  dont 
se  compose  la  fonction  dît,  et  Ton  réunira  les  coeffi- 
ciens  des  cosinus  qui  dépendent  des  mêmes  argumens. 
Il  est  aisé  de  s'assurer  que  la  fonction  &R  se  trouvera 
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formée  ainsi  d'une  suite  de  cosinus  dépendais  des 
mêmes  argumens  que  ceux  qui  entrent  dans  l'expres- 
sion de  R ,  et  dont  la  réunion  de  ces  deux  fonctions  ne 
fera  qu'altérer  les  coefficiens;  la  fonction  iïR  con- 
tiendra de  plus  une  suite  de  nouveaux  cosinus  mul- 
tipliés par  des  coefficiens  constans ,  et  dont  les  angles 
résulteront  de  la  combinaison  des  argumens  primitifs. 
Ce  calcul ,  au  reste ,  n'aura  de  difficulté  que  son  ex- 
trême longueur  et  l'attention  soutenue  qu'il  faudra 
savoir  pour  n'omettre  aucune  des  combinaisons  qui 
peuvent  reproduire  un  terme  dépendant  du  même 
argument  que  celui  que  l'on  considère. 

Pour  porter  l'approximation  jusqu'aux  quantités 
de  l'ordre  du  cube  de  la  force  perturbatrice,  on  ajou- 
tera aux  valeurs  des  fonctions  l'^-)  ,  eh>,  qui  entrent 

dans  l'expression  de  <?R,  les  termes  du  second  ordre 
qui  résultent  de  la  deuxième  approximation  ;  la  va- 
leur complète  de  &R ,  d'ailleurs,  en  ayant  égard  aux 
troisièmes  puissances  de  la  force  perturbatrice,  d'a- 
près l'expression  générale  donnée  n°  7 ,  sera 

dr  dv 

.     »  <*lR  A  2   .    rfR     J>    A      ,     »  rf*R  A  * 

H-  -  — -  vr2+  -5—  &  r&v  +  -  —  #v7 . 

2  or*  drdv  idv* 

En  observant  qu'aux  quantités  près  que  nous  né- 
gligeons, on  peut  supposer  ici 


tr  = 


':*;+':(';)'• 


et  qu'en  ne  considérant  que  la  partie  de  la  valeur 
de  R  (n°3),  indépendante  de  la  parallaxe  solaire, 
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on  a 


d'où  l'on  conclut 

a<^R_      <*R__  r/*R    __      rfR 

la  valeur  précédente  de  <?R ,  en  négligeant  les  termes 
multipliés  par  à-  et  &v9  qui  sont  compris  dans  la  for- 
mule (a)  y  deviendra 

^R  =  3R(r1^)ï-a^(,,^)^  +  ^^.    (A) 

Les  différons  termes  de  cette  expression  se  calcule- 
ront comme  ceux  de  la  fonction  &R  7  et  reproduiront 
de&  cosinus  dépendans  des  mêmes  argumens,  qu'on 
réunira  aux  termes  du  même  ordre,  produits  par  la 
formule  (#),  pour  former  le  développement  de  la  fonc- 
tion R,  exact  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  du  cube 
de  la  force  perturbatrice. 

Quant  aux  termes  dépendans  de  la  parallaxe  so- 
laire ,  ou  qui ,  multipliés  par  la  fraction  —  ,  sont  du  se- 
cond ou  du  troisième  ordre  par  rapport  à  la  force 
perturbatrice ,  on  obtiendra  ceux  de  ces  termes  qu'in- 
troduit dans  àïi  la  partie  de  la  fonction  R  indépen- 
dante de  cette  parallaxe,  en  substituant  successive- 
ment dans  les  formules  (a)  et  (ft),  pour  &-,    ùv, 

\à-\  ,  etc. ,  les  valeurs  qui  résultent  des  approxima- 
tions antérieures  à  celles  que  l'on  considère,  le  reste 
du  calcul  s'effectuera  comme  on  Ta  dit  précédemment. 
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Mais ,  outre  les  termes  ainsi  obtenus ,  la  partie  de  la 
fonction  R  dépendante  de  la  parallaxe  solaire  in- 
troduira dans  c?R  des  termes  de  la  même  espèce , 
auxquels  il  faut  avoir  égard.  Pour  cela,  observons 
qu'en  ne  considérant  que  cette  partie  de  la  fonc- 
tion R ,  on  a ,  n°  3 , 

mfrl 

R  ==  gpj-  {  3  cos  [v  —  v' )  -+•  5  cos  3  (t>  —  v'  )}  ; 
d'où  l'on  tire 

2        dr*  dr  '  drdv  dp 

L'expression  de  &R  deviendra  donc ,  relativement  à 
ces  termes, 

Dans  cette  formule  on  substituera  pour  Ries  termes 
du  développement  donné  n°  6,  qui  sont  multipliés 

par  le  rapport  —  ;  et  comme'  nous  négligerons  le 
carré  de  cette  quantité,  on  substituera  simplement 
pour  [?*$-)>  àv>  etc.,  leurs  valeurs  résultantes  de 

la  partie  de  la  fonction  perturbatrice  indépendante  de 
la  parallaxe  solaire. 

On  conçoit  aisément  comment  on  devrait  s'y  pren- 
dre pour  pousser  plus  loin  l'approximation;  mais 
nous  n'aurons  besoin  de  considérer  les  termes  de 
Tordre  de  là  quatrième  puissance  de  la  force  pertur- 
batrice que  pour  quelques  cas  particuliers  où  les 
séries  par  lesquelles  sont  exprimés  les  coefficiens  des 
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inégalités  de  la  longitude ,  ne  sont  pas  suffisamment 
convergentes:  il  sera  facile  alors  de  poursuivre  le 
développement  de  la  fonction  R,  en  se  bornant  à 
considérer  les  termes  nécessaires  'au  calcul  de  ces 
inégalités;  quant  aux  termes  dépendans  de  la  cin- 
quième puissance  de  la  force  perturbatrice ,  il  n'a 
pas  paru  nécessaire ,  jusqu'ici ,  d'y  avoir  égard. 

%  dTL 

Le  développement  de  la  fonction  à--r-  s'effectue- 
rait par  les  mêmes  principes  que  celui  de  la  fonc- 
tion c?R ;  il  suffira  de  substituer  dans  les  formules 
précédentes ,  à  la  place  de  R ,  le  coefficient  différen- 
tiel -r-.  Ainsi  en  faisant,  pour  simplifier,  R4  =  — , 

les  termes  dépendans  du  carré  de  la  force  perturba- 
trice seront  donnés  par  la  formule 

ceux  du  troisième  ordre,  en  faisant  abstraction  des  ter- 
mes dépendans  de  la  parallaxe  solaire,  par  la  formule 

'■2-3*Ky-.£f .*>+£?*•'.(•> 

et  de  même  pour  les  approximations  subséquentes. 

\l\.  On  peut  donc  supposer  le  développement  de 
la  fonction  R  complètement  effectué;  la  valeur  de 
cette  quantité  formera  une  suite  de  cosinus  dépen- 
dans des  mêmes  argumens  que  ceux  qui  entrent  dans 
la  valeur  relative  à  la  première  approximation ,  et  de 
quelques  nouveaux  argumens  introduits  par  les  ap- 
proximations successives.  De  cette  expression  de  R 

on  déduira  la  valeur  de  la  fonction  r  —  qui  entre  dans 
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du 
la  formule  (a)  par  l'équation  r  —  =  aR ,  pour  les 

termes  indépendans  de  la  parallaxe  solaire  ;  quant 
aux  termes  affectés  de  cette  parallaxe ,  d'après  ce  qui 
a  été  dit  n°  1 3 ,  on  les  déduira  aisément  des  valeurs 
qui  ont  servi  à  fermer  les  termes  qui  leur  correspon- 
dent dans  la  fonction  R. 

Occupons-nous  maintenant  du  développement  de  la 
fonction  yrf'R.  La  caractéristique  d' indiquant  la  dif- 
férentielle de  la  fonction  R  prise  par  rapport  aux 
coordonnées  de  la  Lune  seulement ,  désignons  par  <i"R 
la  différentielle  de  la  même  fonction  prise  par  rapport 
aux  seules  coordonnées  du  Soleil ,  et  par  dR  sa  diffé- 
rentielle complète,  on  aura 

rf'R  =  rfR-  d"R, 

et  par  conséquent , 

/rf'R  =  R-/<f'R.  (7) 

Connaissant  la  valeur  de  la  fonction  R ,  il  ne  s'agira 
donc  que  de  former  le  développement  de  la  fonction 
/tf"R,  ce  qui  sera  toujours  plus  facile  que  de  calculer 
yirf'R  directement.  D'après  la  signification  dé  la  ca- 
ractéristique d",  on  aura 

d»R  =  ™dr'  +  ^di>'. 

dr  dur 

En  ne  considérant  que  les  termes  de  R  indépendans 
de  la  parallaxe  du  Soleil ,  on  a  d'ailleurs 

r    dr  ~  ~  ôïi>      d?—~~d7> 


on  aura  donc 

"T*  —  __  **«  __  __  _ 

dr'         dv 


<«*=-3a£-2*'-  («) 
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En  difiEërentiant  les  valeurs  de  r'  et  i/  données  n°  5 , 
on  formera  celles  des  quantités  dr'  etrfi*',  et  l'on  ob- 
servera que  chacun  des  termes  qui  les  composent  se 
trouvera  multiplié  par  le  facteur  m,  qui  est  une  quan- 
tité du  premier  ordre,  n°  8;  en  sorte  que  la  fonc- 
tion R  étant  de  Tordre  m2  (  n°  6  ),  chacun  des  termes 
de  la  fonction  d"R  sera  au  moins  déjà  de  l'ordre /n8. 
Cette  considération ,  jointe  à  ce  que  les  valeurs  com- 
plètes de  r'  et  v*  sont  renfermées  dans  les  formules  du 
mouvement  çlliptique ,  facilite  beaucoup  le  calcul  de 
la  fonction  d"R.  En  intégrant,  on  aura  ensuite 

-fd1L  =  3f*P+f£#.  (9) 

En  substituant  cette  valeur  et  celle  de  R  trouvée  plus 
haut  dans  l'équation  (7) ,  on  formera  la  valeur  de  la 
fonction  fd'R. 

La  différentielle  dr1  ne  contient  aucun  terme  indé- 
pendant de  l'excentricité  é  de  l'orbe  solaire;  et  lors- 
qu'on fait  abstraction  de  ces  termes,  on  a  d'ailleurs 
dS=  mdtj  mt  représentant  le  moyen  mouvement  du 
Soleil ,  et  t  celui  de  la  Lune ,  n°  i3;  on  pourra  donc  , 
dans  ce  cas ,  supposer  simplement 

et  par  suite , 

fd'R  =  R+mf(^)dt.  (10) 

Comme  on  est  d'ailleurs  obligé  de  calculer  la  fonc- 
tion /  1-rA  dty  qui  entre  dans  l'expression  de  la  lon- 
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gitude,  la  fonction  fd'ÏL  devient,  dans  ce  cas ,  qui 
comprend  un  grand  nombre  d'inégalités  lunaires,  ex- 
trêmement facile  à  calculer. 

Le  développement  de  la  fonction  a/V/'R  ainsi  ef- 
fectué, produira  une  série  de  cosinus  dépendans 
des  mêmes  argumens  que  ceux  qui  composent  la 

fonction  r  —  ;  et  en  représentant  généralement  par  R,- 

le  coefficient  du  cosinus  qui  porte  le  n°  i  dans  l'expres- 
sion de  leur  somme ,  i  étant  un  nombre  entier  diffé- 
rent de  zéro ,  on  ppurra  supposer 

d'R  -t-r^r-=ag-haR0-t-  R,  ecosç  4-Raeacosaç 

-+•  Rsescos3p-H  etc., 
(•> 

g  étant  la  constante  arbitraire  jointe  à  l'intégrale  fd'  R 
et  Ro  la  partie  non  périodique  de  la  fonction  R. 

Il  nous  reste  à  développer,  d'après  les  mêmes  prin- 
cipes, la  fonction  F  qui  entre  dans  le  second  membre 
de  la  formule  (5).  Pour  cela,  rappelons-nous  que  nous 
avons  supposé ,  n°  3 , 

P._^!  +  ^(»l)1.^(»i)'+!<(^),+-e., 

expression  dans  laquelle  on  substituera  pour  r\, 
r',  r*,  etc.,  leurs  valeurs  elliptiques,  la  seule  va- 
leur r\  =  i  étant  exceptée,  et  pour  £-,  (^-)  , 
(  &  -  J  ,  etc. ,  leurs  valeurs  résultantes  des  approxima- 
tions successives.  En  réunissant  entre  eux  les  termes 
qui  dépendent  des  mêmes  cosinus,  on  conçoit  que  la 
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fonction  P  se  trouvera  ainsi  développée  en  une  suite  de 
termes  semblables  à  ceux  qui  forment  l'expression  de 

£  - .  Soit  généralement  P;  le  coefficient  du  terme  qui 

dépend  de  l'angle  qui  porte  le  n°  i  dans  cette  suite , 
en  sorte  qu'on  ait 

P  =  P0-+-Plecosç  +  Pae2cos29  +  P86*cos3<p-hetc. 

(»>  P)  (») 

En  multipliant  chacun  des  termes  de  la  série  précé- 
dente par  le  carré  du  coefficient  du  temps  dans  l'ar- 
gument du  cosinus  qui  lui  correspond ,  on  aura  la 

rf3P 
valeur  de  la  fonction  —  -=—  ou  F  qui  entre  dans  les 

équations  (5)  et  (6)  du  n°  i3. 

i5.  I-ies  différentes  opérations  que  nous  venons 
d'indiquer  étant  exécutées,  on  pourra  procéder  à 
l'intégration  de  ces  équations.  En  effet,  d'après  ce 
qui  précède,  il  est  facile  de  voir  que  chacun  des 
termes  qui  composeront  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (5)  après  son  entier  développement,  introduira 

dans  l'expression  de-  un  terme  périodique  dépendant 

du  même  argument  que  lui  ;  et  comme  les  différentes 

quantités  r  — ,  fd'R  et  P'sont  de  même  forme  que  R, 

le  développement  de  la  fonction  perturbatrice  R  indi- 
quera d'avance  la  forme  de  la  série  qui  représentera 

la  valeur  de  la  fonction  -.  D'après  cela ,  et  en  nous 

conformant  à  la  notation  adoptée  plus  haut,  nous 
pourrons  supposer  : 
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^  i 

Û    -  =  û0  •+-  a ,    €  COS  9 

-+-  a,' e' cos  a  9 
•+-  *ae*cos39 

-H  dgtf'cosp' 

-h  «,  *"  cos  a  y' 

-+-  a,  ctf'co8(ç?—  9') 

-+-  a,ec'cosi?-£9') 

-h  aia  eV  cos  (a  9  —  9'  ) 

-+-  tf^eV  006(39-+-  ça') 

-+-  «„ee'*cos(9  —  39') 

H-  a13  ee,,coi(ç»-hap') 

H-  al4e*e"  008(39  —  a/) 

-h  «„**£"  cos  (a  9  -»-aç>') 

H-  «lg  cV  eos  (  3  9  —  9') 

-4-  au  eV  cos  (3p  -h  9') 

-+-  aI0  cos  a  Ç 

-i-  «$lecos(a£  —  9) 

H-  aM  e  cos  (a  £  -h  9  ) 

-h  <?t8e'cos(af  —  /) 

-r-  a,4e'co*(a£ h-/) 

-H  flMe*cos(aÇ  — ap) 

-H  alte'cos(a£-hap) 

-+-  at1  ee'  cos(a£  —  9  —  9') 

■+■  *„*<?' cos  (2  £  —  <?-+-?') 

-H  <iM  ce'  cos  (a  Ç  -+-  9  —  9') 

-+-  «ï40  ee'  cos  (  a |  ■+■  9  -+-  9') 

-H  fl4le"  cos(a£  — 29') 

H-  a4,  e'*  cos  (a  |  -h  a  9') 

-H  a^e»  cos(a£  —  3ç?)  , 

H-  a44e8cos(2f-h3ç>) 

H-  a4s  eV  cos  (a  £  —  a  9  ~  p' ) 

H-  «4ieVcos(aÇ— 294-9') 

-4-  a4,eVcos(2£-h2ç?  —  9') 

4-  «««Vcos^ÇH-ap-Hp') 

H-  a4t  ee'*  cos (a£  —  9  —  a 9') 

-+-  aI0  ee'*  cos  (a  |  —  94-39') 

4-  tfflee'*cos(a£  ^9  —  39') 

-+-,^ile4cos(aÇ  — 49) 

-+-  flMeVcos(af  —  39—  9') 

-h  fiI4eVco8(a£-39H-9') 

-+-  «„eV*coft(a£  —  39  —  39') 

-4-  «5i  cV"  cos  (a £  4-394-39') 

-h  aî0-,co.iÉ 
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-h  a1t~e  cos(f  -p) 

-+-  «„^e  cos(£  +?) 

-h  «„£-,*'  co8(£  -p') 

-H  aT*^7*'  «««(S  ■+■  ?') 

-H*!.-/'*    CO»(r  -H  2f) 

-+"  tfTi^>ce'  C08(£    -   p   -    p') 

■+■  auïee'  cos(*  —  P  -*"  ?') 
-4-  «vtj,«*'  «»(*  +  5»  +  ?') 
-4-  aM  -7  cob  3  £ 
-+-  *.»;]>*  cos(3|  -  p) 

+  a„ie'cos(3f-?') 
-t-«.Ô«'co»(3ï-t-y) 

-+-  «m  J^  co8(3Ç  -  ap) 

H-a,gC08  4| 

-H  a„  e        CÔ8  (4f  —  p> 

■+■  ait  e        co8  (4|  -+-  p) 

-+-  fl„  e'       cos  (4£  —   p') 

H-  a,,  e'       008  (4?  -H  p') 

-+-  «tl  e'      cob(4^  —  ap) 

-+-  «„  e»  ,   cos  (4?  h-  ap) 

■+■  aM  ce'     cos  (4?  —  p  —  p') 

-f-  aM  ce'    cob  (4f  — -  p  h-  p') 

-H  *„  e«      cos  (4f  —  3p) 

-h  «M  eV  cos(4f  —  ap  —  p') 

-H  «tT  «V  cos  (4Ç  —  2p  -+-  p') 

-t-  «„  ec"  cos  (4Ç  —  p  —  ap') 

H-  flM  <?e"  cos  (41  —  p  -f-  ap') 

-4-  a1M  cos  6Ç 

-+-  al08    e  cos  (6f  —  p) 

-i-  <i104  c1  cos  (6f  —  2p) 
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Chacun  des  coefficiens  indéterminés aQ  yana2J  etc.  ; 
qui  entrent  dans  cette  expression ,  porte  le  numéro 
qui  se  rapporte  à  l'argument  du  cosinus  qu'il  multi- 
plie, ces  mêmes  numéros  demeurant  affectés  cons- 
tamment aux  mêmes  argumens  dans  tout  le  cours  de 
cette  théorie.  Nous  exprimerons  la  valeur  de  l'ac- 
croissement de  la  longitude  &v  par  une  suite  sem- 
blable à  la  précédente ,  dans  laquelle  les  cosinus  se- 
ront simplement  changés  en  sinus  et  multipliés  par 
de  nouveaux  coefficiens  pareillement  indéterminés  ; 
enfin  une  notation  analogue  nous  servira  à  exprimer, 
sous  une  forme  très  commode  pour  le  calcul  des  iné- 
galités qui  la  composent,  la  valeur  de  la  variation  &s 
de  la  tangente  de  la  latitude. 

Cela  posé ,  si  dans  les  équations  (5)  ou  (6)  (n°  i3), 

on  substitue  pour  r,  sa  valeur  elliptique ,  et  pour  â  - 

la  série  précédente;  qu'on   remplace   les  fonctions 

P',  a  fd'R  -h  r  -j-  par  les  suites  de  termes  que  nous 

avons  employées  pour  représenter  le  développement 
de  ces  quantités,  et  qu'on  égale  respectivement  à  zéro 
les  coefficiens  des  mêmes  cosinus  dans  ces  équations , 
en  ne  considérant  d'abord  que  la  partie  non  pério- 
dique ou  indépendante  du  temps  t ,  on  aura 

B0  représentant  la  partie  non  périodique  de  la  fonc- 
tion R  +  cftt. 

La  comparaison  des  termes  qui  dépendent  de  l'ar- 
gument 9  donnera  l'équation 

a%  (ca- 1)  +  (c2- 1)  =  6^+  R, .  (n) 
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En  comparant  ainsi  les  coefficiens  des  cosinus  dépen- 
dais des  mêmes  argumens,  et  en  se  rappelant  la  signifi- 
cation des  lettres  §,  y ,  <p',  n°  6,  on  trouvera,  pour 
déterminer  les  coefficiens  arbitraires  qui  entrent  dans 
l'expression  du  rayon  vecteur,  leséquations suivantes  : 

«■  (^•-i)^(cî-i)=4c*Pî-hR„ 


1 


a.  (m»— i)=m»P--HRtf  | 

a,  [(c-m)'-i]  =  (c-m)»P,-hR,, 

a,  [(c+ml'-^tc+myP.+R,, 
fllo[(îc-m)«-i]  =  (ac-m)îPl0-hR,#, 
all[(ac-t-m)»—i]=(ac-4-iii),Pll+Rll , 
a„[(c-!Wi)»-i]  =  (c-am)îP11-+-R1,f 

«M[(3c-m)»--i]  =  (3c-m)«P14-+-R14, 
«lJ(3*+m)*-i)  =  (3c-T-m)*PirhRls, 
*M[(a-aro)'-i)  =  (a-*m)»Pi0-+-Rao, 
a>1[(2-2ni-c)«-i]=(2-am-c)«PIl^RJ,ï 
a„[(a  —  am-i-c)'— i]  =  (a  — am-hc)*Ptt-f-R„, 
a„[(a-3ro)»--i]=(a--3m)«PM-4-R„, 
tfM[(a-m)*-i]=(2-wi)«PM-+-RM, 
als[(a— am  — ac)»— i]==(a--a/ii  — 3c)»P,$-+-R„, 
«M  [  (a  —  amn-ac)'^- 1]  =  (a — am-f-  oc)1  PM-f-  R„ , 
aM[(a-3m-r)*-l3  =  (2-3m-r)»Pa,-HR;T. 
<„[(*-  m-c)»-i]  =  (a-  m-c)«Pafc-hR„, 
*»M[(a— aiw-t-c^-ilrsCa  — 3mH-c)iP„H-RM, 
««.[(a  —  m+c)1-i]  =  (a-  m-h<0»P4,-+-R4o, 

««[(a-am-Sc^-i^Ca-awi-ScJ'P^-i-R,,, 
<i44[(a-am+3*)»-i]==(a-am+3c)*P44-hR44, 
tf„[(a-3m-ac)*-i]=(a-3w-ac)îP4$-+-R4S, 

««.[(a-  m-ac)*-ij=(2-  m-a*)fP4rT-R4i, 
«4T[(a  — Sm-t-ac)»— i]  =  (a  — 3m-hac)fp47-+-R47, 
*<,[(a  —  m-hac)«— i]  =  (a—  mH-ac),P4,-HR4l, 
^,[(a-4'»-  <0f-»]  =  (a-4m-c)«p;,-hB4,, 
«wC(a-c)i-i]=(a-c)»PM-hR„, 

Tome  IV.  7 
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«..[(a-41»-^  c)«-i]  =  (2-4m-fc)îPM-hR,l, 
fl„[(a  — 2m  — 4c)1— i]  =  (a  — arw— 4c)*PslH-fl„, 
flM  [;(.2  _  3m  __  3«)'- 1]  =  (2  -  3m  -  3c)«  PM-hR„ , 
«I4C(2-  m-3tf),-i]  =  (a-  m-3e),Pi4-hRs4, 

^,[(a+ac)»~iJ=(a+ar)«PM-t-R.t, 

-»,iC(i  —  m  — c)»— il  =  (i  — /»  — O*1*»»^-11*»» 

aM[(i  — m-f-c)'— i]=(i— m  — c)*P„-+-Rlt, 

«„  [  (  i  -  om)1- 1]  =  (i  -  am)'  P„H-  RT> , 
flT4[(i-m+m)f-i]  =  PT4H-RT4, 
rtîs[(i-m-ac)«— i]  =  (i— am  — acJ'P^-f-R», 
«7f[(i-m-^ac),-iJ  =  (i-amH-ar)»PTfc-»-RT,, 
aTT[(i-2m-c)f-i]  =  (i-2m-r)»Pn-hR7r, 

«..[(!  -0,-»]  =  ("  -^Pt.H-Rt.» 

a.0[(3-3m)*-i]==(3--3m)*Pi0-+-R,0, 
flll[(3-3m-c)1-i]  =  (3-3m-c)»PM-hRll, 
fl|,[(3-3m-hc)1-i]  =  (3-3m-hc)'Pl,-f-Rll, 
a„[(3-4m)'-i]  =  (3-4m)»P„-+-R„, 
i,,4[(3-2«)«-i]  =  (3-am)'P,4-hRM, 
<il5[(3-3m-2c)«-i]=(3-3m-ac)«Pl6-hR,1, 

«..[(4-^t-1]=(4-4'»),PM-HR..> 

«.,C(4-4'"-c)ï-i]  =  (4-4m~c)«P,7-hRiT, 

«,.K4~4«h-c),-i3=(4-4'»-+-^p»h-R,., 

ûll[(4-5m)»-i]  =  (4-5m)îP,f-hRlf, 
«..[(4-5m)*-i]  =  (4-3m)'P„-hR,0, 

^L(4-4«-^)«-i]=(4-4m-ar)'Ptl-|-Rll, 

««C(4-4«+^),-Il=(4-4'»-+-ac),PM-HRM, 

n„[(4-5m-  c)«-x]=(4-5m-  c)'PM-+-R„, 
«M[(4-3«-   c)*-i]  =  (4-3m-  c)'P,4-+-R,4, 

«.s[(4-4^-30,-n=(4-4^-^),PM-+-R»s, 

flM[(4-5m-ac)«-i]  =  (i-5m-ac)«P„-+-R„, 
flfî[(4-3m-ac)'-i]  =  C4-3m-ac)«P,T-+-R9T, 

•..[(4-^-0,-i]=(4-&»-<?),P,1-+-R.lt 

«•.[(4-aw-^)t-»]  =  (4-am-c),P.^RM» 

aIM[(6-Gm)«-i]  =  (6-6m)»PlM-hR1M, 

«m[(6-6m-  tf),-i]=(6-e»i-iî)iPIM-hR1-lf 

«,M[(6-6m-ac)f-n  =  (6-fr»-acVPIM-*-RlM. 
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En  remplaçant  dans  ces  équations  P4 ,  Pa ,  etc. ,  R0 , 
R, ,  Ra ,  etc.  ,.par  les  valeurs  que  ces  lettres  représen- 
tent, on  en  conclura  celles  des  coeffîciens  indéterminés 

aoy  a„  a2y  etc. ,  qui  entrent  dans  l'expression  de  &-. 

16.  Il  ne  nous  reste  donc  qu'à  effectuer  le  dévelop- 
pement des  diverses  fonctions  dont  nous  avons  indiqué 
la  formation  n°  14  ;  mais  cette  opération  exige  d'im- 
menses calculs ,  et  nous  serons  souvent  obligés  ici  de 
nous  contenter  d'en  indiquer  la  marche  et  d'en  pré- 
senter les  résultats  ;  les  explications  précédentes  suf- 
firont ,  toutefois ,  pour  que  chacun  puisse  en  constater 
l'exactitude  et  rétablir  les  détails  de  calculs  que  le 
défaut  d'espace  nous  force  à  supprimer. 

D'après  le  principe  de  la  méthode  des  approxima- 
tions successives ,  toutes  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur et  de  la  longitude  du  premier  ordre  par  rapport  à 
la  force  perturbatrice,  doivent  être  déterminées  avant 
de  procéder  à  la  seconde  approximation.  L'expression 
de  la  fonction  R  donnée  n°  6 ,  suffit  pour  les  obtenir, 
et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'expression  de 
R-h£R  donnera  la  valeur  de  la  fonction  pertur- 
batrice nécessaire  à  cette  seconde  approximation ,  à 
l'aide  de  laquelle  on  déterminera  toutes  les  inégalités 
du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude  exactes ,  aux 
quantités  près  du  troisième  ordre  par  rapport  à  la 
force  perturbatrice.  On  substituera  de  nouveau  ces 
valeurs  dans  l'expression  de  la  fonction  R  +  c?R ,  ce 
qui  donnera  la  valeur  de  la  fonction  perturbatrice 
nécessaire  à  la  quatrième  approximation,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  atteint  l'ordre  de  préci- 

7-- 
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sion  auquel  on  veut  s'arrêter.  C'est  de  cette  manière 
qu'a  été  formée  l'expression  de  la  fonction  £R  que 
nous  rapportons  ci-dessous;  mais,  pour  éviter  des 
répétitions  fastidieuses ,  nous  avons  réuni  les  diverses 
parties  de  cette  fonction  obtenues  par  des  approxi- 
mations successives ,  et  nous  y  avons  ajouté  la  va- 
leur de  la  fonction  R  dépendante  de  la  première 
puissance  des  forces  perturbatrices,  donnée  n°  6, 
de  manière  à  présenter,  sous  un  même  point  de 
vue ,  la  valeur  complète  de  la  fonction  perturbatrice 
due  à  l'influence  du  Soleil  sur  le  mouvement  de  la 
Lune. 

m'a* 

En  faisant  dans  la  valeur  de  R ,  n°  6 ,  m%  =  —^ , 

et  en  ne  considérant  d'abord  dans  le  coefficient  de 
chaque  cosinus  que  les  termes  de  l'ordre  le  moins 
élevé  par  rapport  aux  excentricités  des  orbites  du 
Soleil  et  de  la  Lune,  nous  avons  trouvé  : 

g6  '    16     5;6     a»8  m         33i776 


/  m1   i35  t  5go3  .  111843  .  1*561407  .  3*757371  ,\ 

(— -ts- -154 m   "=çr"  "^8  m -~èà<rm  '  rco'£ 

/m»   45  ,   17755  4   a46863  \  . 


5  e*  co»  3  9 

I  w  cos  (<?  —  ©) 

1  i7gS4«5   m       / 
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(3  4"    •      «7*1    4      485331    ,\ 

•5980597      .69406639  ;      ■"»' ; 

+  (-à-'-fe"')"~('W') 

3 

-(-i-'-s-'-^--)-'--'',-,"'' 
^-i-'-s---^"-)""»-''^'' 

*(-i--s^^3^BMaie-H»' 

_l  /3  iQ  635    .      iaoi8g    ,\  ,  „  ,     n 

+(r^^m+^m"i8$^w)ec08(a\,t)?) 

/îim._i_9m.      Q    <      3o33  i78o6i5      v 

+  î/         ,  I  «C06(aÇ—   f') 

\  5947°747  _,  /  03) 

\  46o8o       W  / 

(5,9.3,      6667    _      395ooo3    ,v 
lagie^  J  (,4)r 

"*"     i3to4o  / 

/i5     ,      45     .      7143    4      i63883     5v 
/    8  3a  5ia  2048  V  w  __  a    , 


(  7  ">■-+- "T1"*)  *fcos(aÇH-  2 y) 

\4  »  J  m  (J6) 


»     ,6    i*5b      6144  Weo.  (a* -*-*') 

.  73a6oa95    558448o49mT  /         <•"> 

V"1"  491 5a       81920  / 

/9    3  ,  ia43}  4  aj63o39,,  \ 

8     8     a56      6i44        \ec'cos(a|-9-4-P') 
373495189  .   65i6i394443mJ         (s.) 

\ 4^456"  m  ~~  44*3G8o  / 
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/   3  ,   i35  .   i83i  .   3919  A   , 

\   8     3a     a56     ioa4  /      v    <*.) 

/  9  t   i5  4   66a5  \  „ 

^(-s"*,+Tâ^)',60S^-)ï") 

a5 

-f-  5-  m1  e*  cos  (a  Ç  h-  3  o  ) 

3a  (4i) 

+  (^ml+lH  *•'«"(**  -»£-  *') 

(i5  ,   3i5  A  .  ,   ,  .        ,. 
-  le w  +  64- w  ) e  e  ~»  ^ f  -  ■;„+  » > 

-+-  -^-  m»  e*  <?'  cob  (a £  -h  aç>  —  9? '  ) 

°  07) 

3 

—  5m»e'  e'cos(aC-haç>H-y') 
*  <4») 

/   i53  ,   1659  ,   5o4o5  .   ia5834o9  A  „  .   „     „  ,, 

\  a  M     ia8     ioa4     4096   /      v   ^   r 

5i 

-h  -g-  m'  ee,x  cos  (a£  -h  p  —  aç>') 

*  <lt) 

-lm«e<co8(a*-4?) 
<>4  ($0 

—  g?  m«  e»  e'  cos  (2  X  —  3  p  —  p  '  ) 
64  (ii> 

-^-im,  e,<f'  «>s(af  —  $?  -+-?') 

^  <*4) 

a55 

H — 5-  m1  e'  e'  '  cos  (a  £  —  a  p  —  a  ?  '  )         • 
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/     3    .      i65    t      a85o     .  t  55ioo    .\  • 

V  i2a88   ^  36864  ' 

/   i5  ,   7^5  ,   i3i37  4   io38333  \  a  ,y  . 

-h  ( ^  m1  —  -i-s  m' = — -  m4 m* }  —  <?  co»  (  |  —  ©  ) 

\   16     128      5i2       8192    )  a!  (7.) 

/   3   t    75   ,   3345  A  a      .„  N 

\   l6       128       5l2    )   a'      ^  (?t)r  l 

+  (-  i--*-î">-  3-+ "g--  3M  ?  '  -«v/* 

8         a  (7  7) 

/5    ,       45     ,      36?     4      24141     A  a         _ 

\8       64        64         1024    ;  «'     (,0* 

+  ^««le'coé(3f-P') 

+  (â--Si')?''-cs«<v') 


,  /A5    ,      057     .      61889     .      2330023    A  .,„        x 


<*0 


+  gm4<-co§(4£-+-?) 


/63     .      843    A    ,        ttt, 
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+  (-g*-»-"-TÎ^)'«»c4«r>f) 


°*  (9-) 


(-Wrf-ï-,+S?",)-'-<«-cvf') 


'  i35 
-         m»c.co8(4?-3P) 

120  <9«) 

130  (99) 

-j-i2L  m«cos6{ 

-»-  S-  m*  e  cos  (6£  —  ?  )    . 

512  (toï) 

+  §§m<e'co.(6Ç-2P). 

»*>  (,*4) 

Si  l'on  fait  abstraction  des  termes  qui  dépendent 
de  la  parallaxe  solaire,  en  doublant  l'expression  pré- 
cédente, on  en  conclura  celle  de  la  fonction  **— ; 

quant  aux  termes  qui  dépendent  de  la  même  pa- 
rallaxe ,  ou  qui  ont  pour  facteur  la  très  petite  quan- 
tité —, ,  nous  avons  trouvé  : 
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9    .      i65    a      0445     .      4q845     .      i!»oi5o3 


<m      /8m-+"Hm-+"T58  n,"t"TFrm^"^5î8        t  v 

\     «6  >a8  5ia  819a        /  «'  <,.) 

-  (-  «^->'-f  --^-'-^5-)  ?'~<«0v'} 

16         "  (7  7) 

/i5  ,   45  .   1547  4   24881  A«    ^ 
\  8     3a     ia$      5ia   /  a'   (8o) 

/   i35  ,   675  ,   35a3  A  a  ,%t        . 

£5   a 

16   a         («•) 

+  §m»^,e'co8(3Ç-?') 
855   ,  a  .    ,  «  fc     . 

La  valeur  précédente  a  été  déduite  de  l'équation 

r^=aR'+  3R", 

en  désignant  respectivement  par  R'  et  R"  les  termes, 
dépendans  de  la  parallaxe  solaire  qui  résultent  du 
développement  de  la  première  et  de  la  seconde  partie 
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de  la  fonction  R,  nQ  3.  En  n'ayant  égard  qu'à  ces 

termes  on  a ,  d'ailleurs , 

R  =  R'-hR". 

Au  moyen  de  ces  deux  équations  et  des  valeurs  de  R 
et  de  r  j-  que  nous  venons  de  donner,  il  sera  facile 

de  retrouver  chacune  des  quantités  R'  et  R"  fournies 
par  le  développement  de  la  fonction  R  ,  ce  qui  pourra 
être  utile  pour  faciliter  la  vérification  de  nos  calculs. 

17.  En  développant,  d'après  ce  qui  a  été  dit  n°  1 3 , 

la  fonction  -j- ,  nous  avons  trouvé  : 

dv  7 

dv       \  16     64      1004      iaa8tt   /    JL 
45  ,   584i  4   a4qo63  _\  t 


(f-^-^-) 


m*\  e*  sin  2p 
(0 


,    /?9'ms  ,    '477m<  .   l6°5i5  35o7gg5     \ 


225 


-5-  m*  e*  e'  sin  (a?  —  p  ' 

*  (10) 


H-  ^r-  m8  «'  »  sin  (  ?  —  il  ?  '  ) 


i665 

m*  <?«'  *  sm  ^  9 


-gr-m1  <?eM  sin  (ç-hZf') 


I      3     .      «4  t    1093     .      579     .      273a8343    A    , 
\      2  2        i53fi  4°  34:>:>oo       /       (3o 
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/?m«+.  *  m*+£m*+  1*2  mA  e*\n  (a?  -  ?) 
\*  4  *  4       /  O») 

(-^>-j»'-â5--^-)",n(au?) 

/_  lLm._  8  m.  _  ^  H.  «Ë  m.+  I*2Ë5.A 

/        4  a  a  3,  30,2  \e,.ln(aÇ_    ,> 

I        «      /  ce  *  I  «*«»(»*  —  a?) 


•       m         /  (J6) 

4     '6,    l28      5l2     U' si*  (a* -,-,<) 
_  17ï47^r  m.  /         (ï») 

8192  / 

328i388g  m,  I         (,8) 

819a  / 


-( 

-( 

(ai     ,      i35     .      4987     *      74°79    A     /    •    /  >  t\ 

-tw   ^m   ^OT    ^wrC8in(a|^r?) 

+  (§»••  ~9«4)  e'»sin(2Ç-h»P') 

V»  /  (4.) 

-+-  Z  m»  c»  sin  (aÇ  -  3?  )  -  ^  m'  «•  sin  (af  +  3P) 

10  <4S)  l6  (44) 

/      io5    s       i35    ,\    ,    ,    .    ,   „ 
-h  ( g- m *H rr  m»  1  e*  <?'  sin  (a£  —  a  y  —  ç>') 
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r  m*  e *  e'  sin  (a£  +  2p  -  $?') 

4  (47) 

-+-/    m*  e"  e'  aîn  (af  -+-  a?  -+-  y'  ) 


k-h(i^iÉ«+^rf-^a8-^)«*ifai(a|-f-af') 

5i 

—  y  m*  ee'-  sic  (a£  ■+-  ç?  —  ap') 

*  (ï.) 

x.  /      3     .      ,35    .      2595    4      53347    ,       1^60985    A  a     . 
\     8  3a  ia8  5ia  307a        /  a'    (?0J 

(l5    1      ^75    j      ?55i     .      4o3o55    A  a        .    ,„  . 

16  ia8  5ia  819a       /  a'  <7l)r/ 

/  3     ,      585    ,      338i     A  a       .    ,„ 
-h(l6",^Ta8m-+-5Ï7W)â'e8m(Ç(7r/) 

/i35    ,      585    ,      7131     A  a        .    „„ 
+  (l6W^Tabw^k-m)â^9in(^(lT/} 

-  ^  m«  i  e  sin  (3Ç  -h  ?)  -  2*  m.  •  «.  9in  (3|  -  f') 


«o35 

nr  -  <r  sin  ^3j 

(■O 


_£-,„•  -c' sin  (3* -+-?') 


V   »6      64       1024       lu***    ;         <■» 


45 

—  ?-m*e  sin(4f -H  9) 
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"  (90 


.(-^-2^_«^)^(4l_k-,'> 

(  S--«-ïr-^SI?-)-"ta(4i-f-»-f') 


(94) 


3-65 
ér-m*  <?e"  Bin  (4f  —  p  —  a«') 

b*  (98; 

45 

-f-   £  m»  m"  sin  (4f  -  9  -h  2?') 

°*  (99) 

-  2?  m»  sin  6Ç 


5ia 


(!••) 


*D0  («ol) 

130  (KM) 

1 8.  On  conclura  de  cette  expression  la  valeur  de  la 
fonction  —  I  j-dt,  en  remplaçant  les  angles  Ç ,  y  et  9  ' 

par  leurs  valeurs,  n°  6 ,  et  en  multipliant  ensuite  cha- 
que terme  par  l'unité  divisée  parle  coefficient  du  temps, 
sous  le  signe  sinus  dont  il  est  affecté.  Or,  d'après  la  va- 
leur de  c  qui  sera  donnée  n°  il\ ,  en  supposant  d'ail- 
leurs ,  n°  5 ,  cf  =  1 ,  on  trouve 


Affament. 


? 
2? 


Facteur  pour  1'latëgratlon. 

3  ,      226     .      4'43     «      287093    s 

4  32  128  2048 


i  1  /        3     .      225    A 

2c  a  \        4  3a       / 
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Argmmeot. 

?' 
*?' 
?  —  ?' 
?  +  ?' 
*<?  —  ?' 

*?  +  ?' 

?—  If' 

aÇ  +  f 
**-?' 
a*-*-?' 

aÇ  — a? 

a£-+-a? 
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Facteur  pour  rintégrallon. 


I 
m 


I 
c'm 

ac'm       ara 

i 


c  —  c'm 

1 

c-hc'm 

1 

a  c  —  c'm 

i 

ac-Hc'm 

i 

=  i-f-  m  -h  ?  m' -h  ^  m' -h 


3o5 
3a 


6359    * 
ia8 


7     .      '45     .      375Q    4 
4  3a 


ia8 


i  i  /        m\ 


h  c'm       a  \        a/ 


c  —  ac'm 

i 


c -f- ac'm 


=  i  h-  am 


=  i  —  am 


=  -  (  i  -h  m  ■+-  m*  ■+■  m*  -+-  m*  -+-  m1  ■+■  m*  ) 

—  am         a  v  ' 


a  —  am 
i 


=  H-am+  7-  m*  —  ^  m* Sr  m4 

a  — am  — c  4  3a  ia8 

_  65394i  36n3ii9 

ao48  a4576 

1  1  /       a         a5    ,      a569    .      148469    A 

, L__  =  i(l  +  3        9    l+2m,     *    A 

a  — am  — c'm       a\        a         4  8  16     / 

T  =  -  (  1+  -m-h7m'-+-5  m' -4-  — m*) 

a  —  am+c'w       a  \        a         4  8  16     / 


a  —  am —  ac 


a  —  am  +  ac 


- -_  =  1  +  $m  +       m*  + 

a— am  — c— c'm  4  3a 

68i365     . 


33    ,_^4^     ,      i&»3     4 
"  -H  •£*-  m8 —  m* 


128 


a— am — c-+-c'm 


ao48 
1     s      24E     1      5q5q     . 


la" 


128 


«r 


4i8oo5  % 
~io48"m 
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a?-a?' 

a*4-a?' 
*ç-3? 
a*-h3? 

«f— a?  —  ?' 
a£-ap-4-?' 
af-+-aç>  —  f' 
af-t-aç>-Hç>' 
a£-?-a?' 

a£-+-?— a?' 

*-* 

*  +  *' 

3* 

3*-? 
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Facteur  pour  rinléfrallon. 

i  —  am-hc  —  c'm       3  \  4  3a      / 

i  i  /        i  i3    ,      aaoi    A 

— ■ —-j-  =  5(1-1-3  m-h^m'-f-  -5=7-  m'  ) 

1  —  aiin-c-hc'm       3  \        3  36  004      / 


!  Il 


a  —  am —  ac'm 
1 


=  -   (n-am-*-4m*-f-8m8)* 


a-am-hîc'm 
1 


a  —  ani  —  3c 


a— am-+-3c       5 


i  _         1    /        1     \ 

a— 3m  — ac  3 #w  \  '  "*~  â  m/ 

1  1     /       3    \ 

= (i  +  _m) 

a  —  m —  ic  m    \        a     / 


a  — am-hac —  c'm       4 

1  1 

a  — aim-ac-+-c'm  "~  $ 

1  ,  61     .      i63i    , 

=  1  •+-  4m  -h  -7-  m1 -h -^ — wr 

a— -am  —  c  —  ac;m  ^  4 


3a 


a  — am  — c-hac'm 

i 1 

î-am+c-  ac'm  ~"  3 


1 
i— m 


1  — m  —  c 


=  1  H-  m  -t-  m1  -+-  m*  -h  m4  -h  m* 

-i('*i-+8"') 


1— m-h  c 

—  =  1  -4-  am  •+-  4m> 


l  —  m  —  r'm 


-m H-  c'm 


3— 3m 


^  (l  -H  m  -»-  m1  -H  m"  ) 


j =  -  (  1  -h      m  -h  —  m9) 

l-3m-c         a  \         a  b       J 
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4Ç-+-a? 

4*-?-?' 
4*-?-+V 

<U 

6Ç-a? 
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FACteor  pour  l'intégration. 


3  —  3m-hc 


3  —  3ro— c' 
3 


-3«l+c'm  =  Kl","H 


4-4" 


i  7(1  -h  m -H  m1) 


1  1  /         4  55    ,      553    A 


4 — 4m"*~c        ^ 

— i— =  1  fi  -H-m\ 
4__ 4m  —  c'm       4  \  4     / 

4-4m+c'm==4VI"h4m/ 

1  /  i3     ,      65     A 


4— 4OT — ac 

1 


4  —  4"»H-2C  6 

>  «  /         5  ai    A 

4— 4m"~c""c,w         3  \        3  36     / 


4— ^m—c-t-c* 

1 


»  3  V  4     / 


4  —  4m — c —  *c'm  """  3 
1  __  1 

4— 4m-"c-*"a^OT  ~~  3 

I  __  I 

6— 6m         ~6 

t  1 


6— 6m  —  c       5 
1 1 

... 


6 — 6m  —  ic 


Cela  posé ,  en  multipliant  respectivement  chacun 

des  termes  du  développement  de  la  fonction  -r-dl 

par  le  facteur  qui  lui  correspond  dans  le  tableau  pré- 
cédent, nous  avons  trouvé  : 
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(SA     ,     584i    4     a577o3    A    , 

V  •«  '»  »88  1738        ;  £, 

-t--7tr*m4e"cosap' 
<*  (r> 

(G75    ,  ,  566i    4  _    2433657    ,\ 
^-    ;--*-" 

/4^„._,_5|57    «      682801    ,    \ 

225 

H jr   m"  tf'  e'  cos  (2  p  —  y'  ) 

10  C-o) 

H— S-  m'  *e'"  cob  (p  —  a?') 
H — 57-  m'  «?'"  cos  (p  -h  25?') 

442a  3072       \ 

^  le  cos  2  £ 

+  (Sra.+9TO.+i^m._^m.-4^2m.),co.(3«-?) 

I       a  3  72  6012        \  /   „        v 

"M       /'««fit  1   ««»  (**+*) 

\      82944  / 

8m     TBm"l2'm"+"l2"m  \ 

+   6144    "^   20480    m  / 

\       6r44  614^0  / 

Tome  IV.  8 
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\  65536  / 

+(-Ira'-âm,-!i8m4)  e'C08(af +»"> 


■H-,-S-;-?B-,-Ttf-,)-'-w+<vf') 

/    1   ,     139  ,_646i   <^&18o3   s  \     ,      ,  t 

/     5i    t     35;    ,      io3    4     26161       \     ,t 

7    -iOT--§mA  c'*cos  (a|  -f-  20') 
\     »6  a     /  «»)' 


--Lm»  e*  cos  (a|  -  3?) 

16  (41) 

-Jl,,,*  e>  cos  (a|  -H  3?) 

lb  (40 


**"(    1FW~~  S  m')  e' e  cos  (a*  -  *?  -  f } 

-m—  V"1"1"^ w  / et *' cos  ^2*  -" 2?  "*" ?- 

-  — ^m1  <?'  e'  cos  (afc  -h  a»  —  y') 

16  (47) 

3 

H — gm'  e*  e'  cos  (a£  -f-  aç>  H-  »') 

lt>  (4«> 

(i53    .      ioa5t     ,      aaoa45    A      ,,        ,  „  ,s 

4  64  5ia        /  (4l) 
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-^m'  ee"  cos  (af  ■+■  ?  —  a/) 

*  (5.)  . 


n5 


+  (-  lm>-!&m>-*!£M.-™222n,.     ^357459    X  a 

+f_i!ra_2Ëm.    ,3mi„.    ««5.117    \« 
l   .6ra    .a8m--5nrm--gisï2'»4)a-'co.(f_p) 

'  (70 


45  .  « 

^  («O 


-T-.  i  *•  co.  (3|  -  ,')  -h  ^m.  «  ,  cos  (S«  +  ?<) 


f) 


9  (■»> 


/     63  aooi      \     , 

^  («9)     - 

7  (90) 

*  '  (9«) 

°*  (90 


?') 


.8.. 
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_h  (¥-m*+  Ï2  m<-+-  ^|mA  ee'  cos  (4*  -  ?  -h  ?') 

—^  «■•«'■  ~»(4«  -?-*?') 

,5 

4-   =7    m»  e<?'*  COS  (4$  —  ç>  -+-  2?'  ) 
***  (99> 

_i22Lm«  coa  6£ 

-  lg  m«  e  cos  («  -  f  )  -  Sg  m*  «■  cos  (6 1  -  »  ?) 

-»30  (toS)  J,J  (104) 

19.  Au  moyen  des  quantités  précédentes,  on  peut 
former  aisément  le  développement  de  la  fonction  fdfi . 
En  effet,  si  Ton  ne  considère  d'abord  que  les  termes  in- 
dépendans  de  l'excentricité  é  de  l'orbe  solaire,  on 
aura,  n°  14» 

/7f'H  =  Il  + »»/(£)  Â 

Il  suffira  donc  de  substituer  dans  cette  formule 
pour  R  et  /  (  j-  )  dt  leurs  valeurs  développées  en  sé- 
ries, pour  avoir  celle  de  la  fonction  fd'JH  exprimée 
de  la  même  manière. 

Considérons  maintenant  les  termes  dépendans  de 
l'excentricité  de  l'orbe  solaire;  nous  avons  supposé, 
pour  abréger,  dans  ce  cas,  n°  i/J , 

D'après  l'expression  de  R ,  n°  3 ,  on  a  —,  =  —  —  ; 

quant  à  la  valeur  de  la  fonction  r'  y-,,  il  est  facile  de 
la  déduire  de  celle  de  la  fonction  R,  puisqu'en  effet  on 
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a,  n°  i4>  pour  les  termes indépendans  de  la  parallaxe- 

solaire ,  r*  -p  =  —  3R,  et  pour  les  termes  qui  dé- 

pendent  de  cette  parallaxe ,  r'  —,  =  —  £R-  En  négli- 
geant les  puissances  de  l'excentricité  de  l'orbe  solaire 
supérieures  à  la  seconde,  on  a ,  d'ailleurs ,  n°  5 , 

-7=  1.—  e'cos^'  —  £e'acosaç', 
(/  =  m*4-  e'  -+-  ae'sin<p'  -4-|e'2  sin  a<p'; 
d'où  il  est  aisé  de  conclure  : 

tir1 

-j-  =  mdt(e'  sm  y' +  f  e'a  sin  a  y'), 

dv'  =  mdt{\  -+-  ae'  cosy'-f-f  e^cosay'). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  d"R  et 
intégrant ,  on  aura 

En  substituant  dans  cette  équation  à  la  place  de  v'  —, 

et  de  —,  leurs  valeurs  en  séries  déduites  de  l'expres- 
sion de  R ,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  et  en 
intégrant  l'expression  résultante,  on  formera  aisément 
la  valeur  de  la  seconde  partie  de  la  formule  précé- 
dente ;  en  joignant  cette  valeur  à  celle  de  la  fonction 

m  j  (  —  j  dt  qui  a  été  donnée  n°  18,  on  aura  la  va- 
leur de  la  fonction  fd"R.  En  effectuant  les  diverses 
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opérations  que  nous  venons  d'indiquer,  nous  avons 
trouvé  : 

J  \    4         ai  19a  4«      /         (6) 

(3  .   2343  .   65oo3  s   6212823  g\ 
4    64     ^sïT     4096   \  , 
49152  / 

A  L  J*      a56       4o96    W  «(*+*'> 

\        4gi5a  ^   / 

3 

_       m»  e*  e'cos(a?  -  /) 

(,o) 

^(-!",-^z'-')w',co,(?ô.)V) 

+  (     9m>-lV£m>\  „en  cos(?  -1-  a/) 

/     3    ,     75    .     a5    .     4683    .1817835    A  ,      .,_,_  iy. 


c 


a.,3»    .      „65o6,5    ,        )"   <»»M-9-9) 

rr  WT-+-   -5—  m    —         A     »!  \ 

2048  6l44  / 


-(  T-,+  3-,+S-,)"'«-w+(»1f,> 
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+  (     ^«*-i-39m4-f-^m*>)  en  eos(aÇ  -  a/) 

-(-ï-+3-)5"-«-/) 


+  sM^^eo«(3f  +  ?') 


(•0 

—  f 


-hg  m»  e'  cos  (4f  -  ç,')  -  -g.  mV  ces  (4?  -h  p') 


336 


(»•) 


•  (     |f  "^  ^m')  ""  CM  (41  "  l,  ~  ^ 


Au  moyen  de  cette  valeur,  il  sera  facile  de  former 
celle  de  la  fonction  fd'Tk.  En  elffet,  dans  le  cas  que 
nous  considérons,  on  a,  n°  i4  > 

fd'VL  =  K—fd"lL 

En  ne  considérant  donc  dans  R  que  les  termes  dé- 
pendais de  l'excentricité  de  l'orbe  solaire,  et  en 
substituant  pour  R  et  fd*  R  letirs  valeurs  en  séries ,  on 
aura  celle  de  la  fonction  fd'YL  développée  de  la  même 
manière* 

ao.  Lorsque  les  valeurs  des  fonctions  r-r-etyY/'R 
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seront  ainsi  déterminées,  il  sera  facile  en  les  réu- 
nissant de  former  le  développement  de  la  fonction 

ifd'TH  +  r-j-  qui  entre  dans  le  second  membre  de 

réquation  (a),  n°  10.  En  effet ,  si  l'on  fait  d'abord  ab- 
straction des  quantités  qui  dépendent  de  la  parallaxe 

solaire,  ce  qui  donne,n°6,r—  =  aR, on  aura,  pour 

les  termes  indépendans  de  l'excentricité   de  l'orbe 
solaire , 

./*R  +  r£-4»+../(£)*, 

et  pour  les  termes  dépendans  de  cette  excentricité , 

a  |W,R  +  r^  =  4R-2  frf"R. 

En  substituant  pour  R,  /  (  —  j  dt  et  fd"R  leurs 

valeurs  précédentes  dans  ces  deux  formules ,  nous 
avons  trouvé,  abstraction  faite  de  la  partie  non  pério- 
dique que  nous  considérerons  séparément,  pour  la 

rf'R-t-r  — ,  l'expression  suivante: 

/           ,       f3f»    .      75a3    4      154^37    .\ 
/—2m' 5- m*—  t—z-m* r — Lm  \ 

\        i8£to  49l5a  ' 

V      3        2  192  5ia        y  J} 

/3    ,      473    4         ,     ,     3563    (     a3^3o3    A    ,    .       , 
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7  *  ,  7*3  ,  i445  4  ^307585  a 

\   8°fr»<»'m.  «»48856.<)59m,     /     "m*  ' 
\       6144       39491a        ' 

/-'--^--^"•-^-  \,   ,     „ 

I       -w«~  .-  »  I  ee'cos  («>•+-«>') 

\      Ê*ML«     912£?2Ë22m.  /  » 


(-f™'-^)«'e'co.(a?-?') 


— -r  m*  e1  e'  cob  (a  p -f- ç>' ) 

\       +  ioà68oom  / 


cos  (a{  t-  f) 


"M      946.745.3  r-"»o 

\       1 io5gao  / 


■( 


'     ?lm.^i35m.+  iî2M«      53,»„.      -8386a3     \ 

,    «  le'co8(a{  — «') 

«„Vw  '6  96  4t»8         )  ,„.(„+,«> 

,3494804^.  ,  ajgjgggo^,  )  — (af-a?) 

737.1»  *tf9ia  ' 


\  4  *       /  (ir.) 
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\+    im88    m  +    .  61440     m  /  ;^ 

-(       435^^,,,      774^4563 „,,  I  -  -(,{ _f +  P  ) 

\~      56864 1 105910     m  ' 


/     5i    ,      255    t        i47     4      a5a7i5    A    ,t      .  ,  „  ,. 

-(      —  m*-H-7-m»-h  -2£  m* ôï7-»»,)  e'*co3(aÇ  —  ap') 

\      a  4  2  *M        /  «.) 


a5 

H--5-  m*  *•  co9  (a|  -+-  3p) 

»  <44) 

ai 
h m*  eV  cos  (af  -h  aç>  —  p') 

2  (47) 

3 

m*  eV  cos  (a£  -h  a?  -h  ?') 

2  (4») 


/     i53    .      6555      -     106201     .      6aai56i    A      „       .  „  ,. 

(,        63     _       a336i     .       101  i*73i     A      ..       ,  „  /x 


5, 

h m1  ee"  cos  (a{  +  p  -  a?') 

2  <*•) 


-^m1^  e'  cos  (9|  -  3?  -  -/) 
Ib  (») 

-f—m'e"  e'  cos  (a£  —  3p  -+-  9') 

W?ro^m^m.)cos4S 
\  8  3a  3a      /        (Sfi) 
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L/45«,      «°«7    4      68273    ,      a68u63    A 

H-^rn*  t  cos  (4*    ♦    ?) 


■(-|'»,-^'-,)e'co,(4-ç(v') 


-t— ^  m*  c1  cos  (4$  -4-  a?) 

10  (9») 


/     5a5    .      3817    ,      35oio65    A      , 

- (  le m+  -ht w  ^  13^- m  j "  C08 <**  -*-  '  > 


-Agm«*'cos(4*-3?) 
b*  (95) 


-H^m'  ee"  cos  (4f  -  ?  -'af')  ~P   m«ee"cos(4*  -  ?  -+-  a?') 

M  (9«)  W  (99) 


2*  (.o«> 

H-gm*eco8(6Ç-0 
ia»     y  (..3) 

-h^m4  efcos(6Ç  —  a?). 
N  (..4) 


Si  Ton  considère  maintenant  les  termes  affectés  de 
la  parallaxe  solaire,  que  dans  l'expression  de  fd'R 
Ton  n'ait  égard  qu'à  ces  termes,  et  qu'on  substitue 

pour  r-j-  la  valeur  que  nous  avons  trouvée  n°  16, 

on  aura 
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124  THÉORIE  ANALYTIQUE 

/x5  ,   177  ,   4°5  *   65oc 


4455o35  m,  t  40096641  w,   I  «'  ~yo) 


J**+'W=\  ,  4455Q35     4o*B4' _,   b-ft*. 

307a    "'"4608 

\   64      5ia        / 
i65  ,  a  , 

+  25m.i(ee.co,u_p_/)   . 

+7g'»*J,««o«(3«  +  ?)-t-i^m'^e'coS(3f-P') 

ai.  D'après  la  valeur  de  <J-qui  résulte  des  ap- 
proximations successives ,  et  qui  sera  donnée  n°  26  , 
on  trouve 
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21" 


/ 


/i5  ,   4oo3  .      98205  ,   i3a65i95  _\ 

8     288      i536      532oj6    \ 

•*.  I  *  cos  ? 

360978071  / 

+  "4p68~m  / 

-(S-*w5-+w-)-~"' 

(!??  „•_,_  ISÊg  m«-L.  '^a5  _. .  778748"  _.\ 
,  «*««*%  ]-'-(f-*'J 

"■"      884736  / 

(*'m-i  ,a"m'i  îl^44g_. .  31860793    v  , 

«S^OtoS.  ~'co.(?  +  /)- 

H — 5J"m*  '*  e'  «o»(»f  —  9') 

/m*       10    ,      880    .      338*7    ,      37420849    A 

(  8m  +  ^m  +  4608  m  +  5£gBm  \ 
\  1327104  ' 

\  3    72    864     25920  /    v    r  ' 
5  .  17025  .  181477  ,  114735145  ê\ 

16  3072  3072  294912  \   ,       .  v        . 

1 1643H9759  mi  /  V  r 


( 


-^P  m4  e*  cos  (2f  -h  2 çO 
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\   36864  13271040  / 

(;3  .   3i39  4   21 53ii 5  \ 
16     19a      9216    \ 

11059a  '     13271040  / 

/   617  ,   5a6ai  4   10893811  ,\   ,. 

+  (~  sm,_^m*)  "" co''  Cl  -  ?  H-  2?') 

\  4     64     768      a3o4       11059a   Ja' 


COSç 


aa5  t»     ,„    , 

-T58m«-'co,^-',)' 


(ioi5  .   6o5i  A  a 

/5  ,   i55  ,   34(>9  A  a  , 
4U  m-l8W-^6^)a-'  '«»(*--?'> 

/   i5  ,   i5i7  4  v  35863  A  a 

-h  {  —  -^  m* — f  m4  -| 55-  m5  )  -  cos  3  £ 

\    iu      19a       768   /  a'  * 

/   aa5  t   7G65  ,   a3a839i  A  a 

/,5  s  ,  377  *   27679  »   386;6oi  A 

-h^w*ff  cos  (4*  -+-  y)  +(^+yw')e'  cos  (4f  —  ç?') 
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/m5     t      28o5    ,      217743    4      56oo543    A    .        ,_ 


/      i75    ,       17459    4      436i533     \      ,        ■ 

+(-  S m'-  t? w*~  ?5 m5  )  "' cos (4*  ~  ?  +  *'> 

525  2? 5 

-H-g-r-m»  e1  *'  cofl(4f—  2p  —  /) — =7- m1**'1  cos  (4  £  —  2ç>H-ç>') 

ia55  i5 

-h- 5— m,ee/,coi(4f  —  p-Aa/)  — j-  m»  ee>"coB(4Ç  —  ç?-+-2ç>') 

-i-2 mf  cos  6£  -H  2_-  m*  <?cos (6Ç  —  ?)  H r  m4*?1  co»(ti£  —  2 o)  : 

o  120  1024  r/ 


/\iV       55     ,       19  f 

(TBm^4^w,^8-S,nT)tfC08? 


615    .    « 


/      73     .       12785    t        5fio4i      ,\      . 
'  (      k  m  +  ~~à^m  +   ~~g6     m  )  ee  cos  (*  ~  *  ) 
/      2i3    ,      47o3n    .       i344o4i     ,\      , 

/  5     ,       i33    .       34007    A    '        „  ■ 

"(sm,",""sf'n,)  c  co,(3f  ~*~  p) 

(Tim'"'"î4rra')  e'co,cr  -  ?') 

/i3    ,      a&»3    ,\    , 
'[*"-*"&'*)  *'eo.  (if  +  P') 

(Sm'Hr^',,,)e,cog(af-a^ 


3o 

-+-^m»  *e'  coi  (2Ç  H-  ?  —  ?') 
4 
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-+--S7- m»  <?e"  cos  (aÇ  —  f  —  29') 

H-  ^  m'  ee"  cos  (2*  -  ?  -h  a?') 
/      ia5    .      5307    ,      426943    A  a 


-+--7-COB4C 

/  i5     ,       385     6\  ,,„  , 

"^(^  64"       /  eC08(^~  9) 

23 

~~îfc  m*  **'  c°8  (4*  —  ^  "^  ?')' 

|  £- 1   =   -g-   m1  e  cosv 

H — 2-  m7  ee'  cos  (p  —  9') 

H mT  ee'  cos  (o  -+-  ©') 

72  vr        T 

H 3   m*  cos  2  £ 

^7 

-H  ^77  m7  «  COS  (2*  —  ?) 

2765 

~"É4  C08  (a*  ~~  *  "  ?  * 

235 

~  3»  ^   "'  C0S  (**   ~~  9  ~*~  V#) 
725         a 

~2l5w?cosf- 

aa.  A  l'aide  des  valeurs  précédentes,  il  est  facile 
de  former  celle  4e  la  fonction  que  nous  avons  dési- 


Digitized  by  VjOOQlC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  129 

gnée  par  P,  n°  1 3.  En  effet,  si  l'on  fait  d'abord  abstrac- 
tion des  termes  dépendans  de  l'excentricité  de  l'orbe 
lunaire,  on  aura  simplement 

'-•(♦0'-»('J),+*('0,-ï(^),+* 

En  substituant  pour  (<^  -)  ?(^~)  ?  etc-  ?  leurs  va- 
leurs ,  abstraction  faite  des  termes  qui  dépendent  de 
l'excentricité  de  l'orbe  lunaire ,  nous  avons  trouvé 

P=(^m«  +  38roA  e'  co.  ?' 

\  4  1  (6) 

\       1       11  288  4iao.  10J6800      /      (|   * 

/         m4        43     t      io3*5    ,       785ooo      A     , 

V  2         16  19a  IJJ20  /  v       (JJ)^  ' 

V  a  4»  fy>  '7*8o       /  V      04/ 
/      |C>    1      '791    a      37665    ,      i^4m5    g      5ao47i33    A  « 

-(    Tm,-fm'-^w,4)^'C08(ç<7/5 

/i  ,       i35    t      i43    4      5555     \«    , 

/      45    t      i5i7    4      34663     A«         _. 
-H  (  —  3- m* é  * F- —  m  )  -,  cos  3£ 

(i5    .       n5    A  a  . 

Tome  IV.  *  0 


1 
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i3    .       r> 
-h- 5  mfcos6Ç. 


Si  l'on  veut  tenir  compte  des  termes  multipliés  par 
l'excentricité  e  de  l'orbe  de  la  Lune,  il  faudra  supposer 
généralement 

p  =  -  r<  ('?) + tr:  (*;)'- a''  (';)' 

+  fr;(<^)4-3r;  (<*!)*+ etc., 

et  substituer  à  la  place  de  rj,  rj ,  rj ,  etc.  leurs  valeurs 
relatives  à  l'orbite  elliptique  données  n°  5 ,  la  seule 
valeur  r]  =  1  étant  exceptée,  n°  i3.  En  remplaçant 

ensuite  (&  -\ ,  (  <J  -  j  ,  (  c^  -\  ,  etc.,  par  leurs  valeurs, 

et  réduisant  les  résultats  de  cette  double  substitution, 
nous  avons  trouvé ,  pour  les  termes  de  la  fonction  P 
qui  dépendent  de  l'excentricité  de  l'orbe  lunaire, 
l'expression  suivante  : 

u     /m»     45    _     3o37    4     70621    .      n545oo3    .     278312663     A 

\  4       128  512  8192         /  (l>  ' 

f    ^^^^^.^Ô^i  1843971     \ 

9328o363  15.^80704017 m,  /  K?  (.)  ?  ' 


-4m"h32-mH""T6"m  '+-"6T4rm 
70869721         10690068551 
l686rm  "»-     .769*7* 


ee'  cos  (^  -h  f') 
(9) 
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-t-(       -j.m-\ 5w«4.-rSm«  ]  r«  <.'  eoa  (a©  —  ©') 

/     63         a5n     ,\     .    ,         , 

+  {-7êm-Trtm  )  e  e  co8  (a?  +/> 

h_^  m  ^  •«  COg(aP  -  a©')  -  ^  m  **  e"  cos  (a©  -+■  a©') 
^  (.4)  64  (l5) 

-+•  -=-  m  e*  e'  cos  (3©  —  p')  —  -^    m  tf*  e'  cos  (3o  -h  /) 

8  <«6)  *  07) 

'3    t      91     .      a5i3    4      166087    .      a4a379i    A 
a  16  10a  qai6  uo5ga        \ 

*       *  c  |ecos(aÇ-©) 

_3gap3a5i9i/tt,  I  v  *<„/' 

13371040  / 

/45    56i  ,  3oa33  t  980665  4  53785èi3  A  ,   ,  „ 

i-(  -Çm  +  ^-m'H rw'+^-Tw^ S m*  1  c"  cos(a£  —  a») 

\i6  64  ioa4  iaa88  39491a       /  v     o*> 

(qq     _      3o3    .      614*    A    .         ,   «  % 

^T6  *949  «ao  / 

*    aaii84m+     a654ao8o        / 

~(~  i£m,~  lËf  m')  e' cos  (a*  ~  3?)  "+■  rg  m'  *' cos  <a*  + 3?> 


(41)  »v  (44) 

9- 
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-h^m1  c«  e'  co»(aÇ  -+-  2©  —  ©')  —  pfra'  «*  e'cos(2*  4-  a?  -f-  ©') 

&*  (47)  ^  (4*) 

(5|    .     4^4»    •      aaw5    *      3io4oiii    A      ..       ,  „  #x 

_m.H.^.m.+_i__w^_^rro.jee,C0.(ae_î>_a?.) 

-h  -/  m'  «?M  cos  (2$  -h  ©  —  2©')  —  4r  m  e*  COB  (aÊ  —  4?) 

4  es.)  64  (ï.) 

-5?Zm*  e«  e'  cos  (2*  -  3o  -  ©')  -h |i  m*  c3  e'  cos(2£  -  3©  -+-  ©') 

"  (*J)  W  (5  4) 

-(-g-SMi—iv," 
*(-i-f"-S--^-)i««-«-'> 

32  *  (7  5)  l0       *  (76) 

/      i5       .35    \  a      ,         /y  ,, 

"H     T~l6m)â'ee  '  "s  (*  +£+©') 

/     5a5    t     ai4o5    .     22o663i    A  a  „t        . 

120     a  (t>)       D4      a  (t5) 

-f*|-m4  e  cos  (4*  +  ©) 


/   675  ,   85o5  ,   681765  4   59167  A  t    ,.„ 
+TSâiw4e*cos(*ç"'"a?) 


/  i35  ,   3333  .   a4o33  ,  \  , 
-(-1E-ra'-  15g-  m<-  T^"1'  )  "  co«  C4«  -<?<+  ?') 


225 

-15-m«e»co8(4*;--3©) 
(9«) 
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(96)  ,*°  (97) 


■*  (»0  b*  (99) 


H-  -teé  «•  <?  C08  (6*  -  9) 


256 


(.03) 


33075 

aoV*  («04) 

2  3.  Nous  sommes  maintenant  en  état  de  former  les 
valeurs  des  quantités  P, ,  Pa ,  etc. ,  et  R, ,  R2 ,  etc. ,  qui 
entrent  dans  les  équations  de  condition  du  n°  1 5 ,  et 
nous  aurons  ainsi  tout  ce  qui  est  nécessaire  à  l'évaluation 
descoefficiens  indéterminés  aoyan  a2,  etc.,  que  nous 
avons  introduits  dans  l'expression  du  rayon  vecteur. 

La  comparaison  des  termes  non  périodiques ,  ou 
qui  répondent  à  l'argument  zéro  dans  l'équation  (6), 
n°  1 3 ,  nous  a  donné  d'abord  : 

ao  +  *g  +  aRo  =  o.  (11) 

Cette  équation  fera  connaître  la  valeur  de  a0  lors- 
que celle  de  g  sera  connue ,  et  réciproquement.  Nous 
avons  dit,  n°  12,  que  la  constante  g  devait  être  dé- 
terminée par  la  condition  que  le  moyen  mouvement  t 
de  la  Lune  fut  le  même  dans  le  mouvement  ellip- 
tique et  dans  le  mouvement  troublé  ;  or  en  négligeant 
l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  à  l'écliptique,  on  a 


dv        h        1     r/dK\  ,  ,  - 


On  a  d'ailleurs,  n°  1 , 

dv*  _    d2r 

Hr  ~~  TIF 


r\dr  )' 
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dv_ 
dt 


d'où  en  éliminant  -r-  entre  ces  deux  équations ,   on 


conclut 

\_r       r  J    \dv    /      J  fit1         r  dr 

et  par  suite 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

Si  l'on  suppose  effectué  le  développement  des  fonc- 
tions i>  et  /  (  —  \dt  en  séries ,  et  qu'en  négligeant  les 
excentricités  et  les  inclinaisons ,  on  ait 

dv 


/( 


=  M  cosaÇ  -h  N  cos45» 
—  Jrfr  =  M'cosaÇ  -f-  N'cos4Ç, 


la  combinaison    de  ces  valeurs,  en   n'ayant  égard 
qu'aux  termes  nort  périodiques ,  donnera 

Le  second  terme  de  cette  expression  ne  produit  que 
des  quantités  de  Tordre  m8,  que  nous  négligeons; 

d'après  l'expression  en  série  de  j  (  —  j  dt,  n°  18,  et 

celle  de  <f  v  qui  sera  rapportée  n°  3o ,  il  sera  facile  de 
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former  les  valeurs  de  M  et  M'  ;  on  trouvera  ainsi , 
aux  quantités  près  que  nous  négligeons , 

/il     _      85     ,     53o    4      3o3i     A  /3    ,      3    .      m4       m*\ 

V  4  l»  3^  "°8      /  \4  4  a         a/ 

33     .      5o    .      qi5    .      i33o    , 

Le  développement  en  série  de  la  fonction  ^  I  ( -j-)dt 

sera  rapporté  n°  28;  en  négligeant  les  termes  dépen- 
dait des  excentricités  et  des  inclinaisons,  ou  ceux 
qui  ne  produiraient  que  des  quantités  d'un  ordre 
supérieur  à  celles  que  nous  considérons ,  on  pourra 
supposer  ici 

^/(iR~)rfr=(lw^r,'^im^5m,)cosni 

d'où  Ton  conclura 

^[/(£H'-KrH--T^)G-HH--H 

3a  16  4  '6 

En  négligeant  les  quantités  de  Tordre  des  excentri- 
cités ,  on  a 


r 


=  ,_.i+  (,iy_  (,;)•«.*. 


et  en  substituant  pour  c^,  (<^J  ,  etc.,  leurs  valeurs 
données  par  les  approximations  successives,  n°  1 1  et  i6? 


i 
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on  trouve 

d'où  en  observant  que  ?  =  (i  — m)  t ,  il  est  facile  de 
conclure 

=  _„»._*„._  4»m._l55»m,. 

Enfin ,  d'après  ce  qui  précède ,  en  ne  considérant  que 
les  termes  non  périodiques  et  indépendans  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons,  on  a,  n°  i6> 


i 

-  =  i  +  a. 


dr  2       4^  «  a^8  144 

En  substituant  ces   diverses  valeurs  dans  l'équa- 
tion (14)  et  réduisant,  on  trouve 

En  négligeant  l'excentricité  de  l'orbe  lunaire ,  on  peut 
supposer 

d'où,  en  vertu  des  valeurs  de  rf-  et  (cJ-j  ,  n°8  ai 

et  a&,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  non  périodi- 
ques ,  on  conclut 

1   -  ■  Jo*     ,    '9m<  ,    !9m»  ,    #„■  ,    l5793m> 
r1  3o  t)  804  4^2 

L'équation  précédente  donnera  donc  ainsi 

,  -I-*  m*  5    m*  l6lm»         43l9«»  9Mm' 

IH"a,)^T~^6,w~-48w~-aW,w'"   2I6  W 


'Q     *        «9    «        io44i     *        Ï5795     ,     ' 
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ou  bien  en  effectuant  la  division ,  et  ayant  soin  de 

supposer  a0  =  ^-  —  -^gn*4  —  ^  m6  dans  les  termes 

où  a0  est  multiplié  par  m3,  mÂ,  etc. ,  les  différons 
termes  de  la  valeur  précédente  de  aQ  étant  supposés 
fournis  par  les  approximations  qui  précèdent  celle  à 
laquelle  on  veut  s'arrêter,  on  trouvera 

d'où  Ton  conclura  aisément 

.  1  ro«        i35     ,       3i3     .        11901     a       35o3i     . 

À  l'aide  de  cette  valeur  et  de  celle  de  —  donnée  plus 
haut,  on  trouve 


__  m1    .    io5  _A        3  _4       3i3     .       4<>4i 


_i=1^_<Io_î^35gro^sin.._m.. 


Le  développement  de  la  fonction    ~   f  (  —  \  dt, 

qu'on  trouvera  n°  28,  en  n'ayant  égard  qu'à  la 
partie  non  périodique  et  indépendante  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons,  donne 

1     r/dK\  .        3     .       a5    .       ao3     ,       a6o3    . 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes  dans  l'équa- 
tion (i3),  en  observant  que  puisque  le  moyen  mou- 
vement est  supposé  le  même  dans  l'orbite  elliptique 
et  dans  l'orbite  troublée ,  on  doit  avoir,  en  faisant 

abstraction  des  termes  périodiques ,  —  =  1 ,  on 
trouvera 

1  =  1-+--    aQ ; — I — — -  m  -+-  =-  m  -+-  —5  m  -+-   *ou  m. . 
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De  cette  équation  on  tire 

a   _m*        «79  m*       97  m.       22Zm»       ^m'- 
"0-6"i88m-pm~T65w--pTmJ 

Cette  valeur,  substituée  dans  l'expression  précédente 
de  h ,  donne 

n  =  1  —  •= — H  —77-  m   —  7  m   —  — -e —  m   —   ■     0  m  . 
3  <44  4  ^Sga  108 

En  substituant  de  même  la  valeur  de  a0  dans  l'équa- 
tion (11),  on  en  tirerait  celle  de  g;  mais  cette  va- 
leur est  inutile ,  la  constante  g*  n'ayant  été  introduite 
dans  nos  formules  que  pour  nous  permettre  de  dis- 
poser arbitrairement  de  l'indéterminée  a  0. 

i[\.  La  comparaison  des  termes  dépendans  de  l'ar- 
gument 9  nous  a  donné  l'équation  suivante 

(at+i)(é*  —  i)  =  caP<+R4.         (12) 

Nous  avons  vu ,  n°i2,  que  l'on  pouvait  disposer 
à  son  gré  de  l'indéterminée  an  que  l'on  doit  regarder 
comme  une  des  arbitraires  de  la  théorie;  la  formule 
précédente,  en  la  développant,  servira  donc  à  déter- 
miner la  constante  c.  Conformément  à  ce  que  nous 
avons  dit  numéro  cité ,  nous  supposerons  ici ,  avec 
les  principaux  géomètres  qui  se  sont  occupés  avant 
nous  de  la  théorie  de  la  Lune , 

a   -m%       645.       l**2&rt       3747907  .5549o63a5 

En  substituant  ensuite  pour  P4  et  R,  les  valeurs  des 
coefficiens  qui  correspondent  à  l'argument  <p  dans  le 
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dr 


développement  des  fonctions  Pet  a/tf'R  -f-  r-j-  donné 


n08  20  et  22 ,  c'est-à-dire  en  supposant 

a   16    192     ioa4     36864     39491a 
8     96     5|2      i843a      49,5a 

l'équation  (12)  deviendra 

v        '\        6      128  4608  24576       / 

-*  lT-hl6m  "+"T52-W  ^To^  "*"~36864~w  -«■    294912        / 

a«»   l35m*   ?5*3m*   i54m7     18490571.   148678169 
_  am  _  _TO  _  _m  _  __m  _  -^gp^-m  -  49l5a  »  • 

Pour  satisfaire  à  cette  équation,  supposons 

c*s-  1  =  a  m1  +  6  m*  +  y  m4  +  oV  +  )  m4  +  jum'; 

en  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  précé- 
dente, et  égalant  les  coefficiens  des  mêmes  puissances 
de  m  dans  les  deux  membres ,  on  trouvera 

3      225   _  4o35      254693      1 1628907 
a  =  -i'  6-"~"l6'  y~"   64*7       ^024"'  ^""   12208  ' 

—  _  i084°79077 . 
*  —  ~"  2^912  ' 

on  aura  donc  par  conséquent 

3  ,  225  ,  4o35  .     254693  ,  11628907  ,  1084679077^ 

2  l6  64  1024  12288  394912 

d'où  il  est  aisé  de  conclure 

3  _      225     .       4071      4      265493     B       1282263 1      $        1273925965  _, 
e  =  1  —  -mf—  — - /n»—  i-^-m4 7?-'» >.  g    m* *  *     ,      m  • 

4  32  128  2048  24576  589824 
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Cette  équation  détermine  la  vitesse  moyenne  du  pé- 
rigée lunaire. 

25.  La  valeur  de  c  étant  ainsi  connue,  on  la  sub- 
stituera dans  les  formules  obtenues  n°  1 5 ,  en  com- 
parant entre  eux  dans  l'expression  différentielle  du 
rayon  vecteur,  les  termes  qui  dépendent  des  argu- 
mens  2 y,  y ',  etc.  Si  Ton  remplace  ensuite  dans  ces 
formules  les  quantités  Pa ,  R2 ,  P6 ,  etc. ,  par  leurs  va- 
leurs résultantes  du  développement  des  fonctions  P 

et  zfd'R  +  r  -y—  >   on  formera  les   équations  sui- 
vantes : 

—  —  —  ——m  —     m  —     -    ni  , 
a    a     192      5ia  (  ' 

/   ,   >    ./,5  *  00  A   3  ,  '  A73  4    ,  ,  3563  . 
a$(   m,—  i)  =  mM  y  w4-+-38m*J  -h-  m»— ±^-ro4— 194  m» 7-m* 


a383o3  , 
m7, 

72 


/  m*  201  ,  3i35  .  189557  A 
V  a  16  64  10^4  / 
f     9_t   ^  »   8iai  .   184397 1  .   <)3a8o363  ,N 


_        ,  li",,,-r-"6rm'1-^4rm^"Tg43a" 

x|        15580704017    .  I 

"W"  / 

16  4  loa4  ^44 

^3488561959  w. 
29(912        } 
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*\     a    16      64      ioa4      iaa88   / 
\       a    16      6|      1024   / 

I       C       ^     +^m+    6ïfTm  +  Î6864  m 
Xt    io69oo6855tm, 
\    >7<J947a 

16     3a     1034     i536      39491a   ' 
«i1.(3-4m-5m')=(4-4«-5m«)(§m-1-ËJm'+?^2m>) 

-4"'-"^'m' 

«..  (3-+-4m)=  (4-1- 4m)  ^_-gm--j^m'j  -£««, 

-(■-4-+H(-ï--S^-3lP-) 

_9««_^12m«  l8'4a5m< 
5"   TT"   "âST"' 

-„(  4„  +  |m._^m.) 

9  t   "43  •   7^551  4 
a     3a      a56   ' 

u==   ISP"4' 
o«„  =   -g—  1», 

,  «„(3  — 8im-4m») 

=  (4-8-1+4^)  (^V^m'+^m'-^m'-àSi»') 
v*      *  '  \  2   12    288     43ao     io368oo  / 

_  ,   3  ,  3  ..  16  ,   13713  .  287519  ,   iq84i3o3  , 

2    a     i     a3o4     69120     io368oo 
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fl„  (-*.+  $«  +  %  *+%«  +  !#«  +  *£*„) 

\a    16    ijp     9116     11059a     13371040   ^ 
M,  5i    45i    a549?    9*»37  .  ,  ^■745i3. 

_9m  - Tra  -is-m  -lar"  +"^rTO  +  .1059»  m  ' 


/  m*       627     .       10377    A 


:v9",3m"T-i6m--6r  / 

\2  4  96  w<4  27648       / 

24  n52  13824 

«,,(3  —  12m -h  9m') 

,,  /  m*       43  .   io325  .   785009  A 

V*  "    '  V    2     l6        192         I020    / 

-h91.»-*.  l35,„.^  "*-.   53i9    1838623    529817081 
aJ4  (3  —  4"» -H  m*)  % 

-  3m«   75«»   a7m<  .  l34°9M.  ,  4*87'79m.  ,  "60542399  , 
__ro  __„,  __ro  -h-^-m  +-—-m+——m   , 

a,ï(',mf-6m'-54m*-^iwï-i) 

=  (4m*  -  6m«-  54m'  _§|2m._l^Zm.) 

/45    56i  t   30233  .   980665  4   537858i3  A 

\  16    64     1024     12288     ^94913   / 

,  l5m»  ,  45.  99<>7m<  ,  294499  m,  ,  '3494894*. 
4     16    256     1024      73728 

22697O7805  , 
294912 

a9t  (i5  —  16m  —  8mf) 

H-  3m,-h7m»H-Çm*, 
4  8 
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(a         ai  ,   i53  ,   1407  4   8o885  4   4458607  ,\ 
\       a      16      64      1024      iaa88   / 
(       r         2I  *   l53  .   «to  *   8o885  _\ 

(".  ,  2li  m»  ,  9ll5m«  ,  7^3i     86a8685  \ 
29fol30  / 

(5  «   aoi  .   3ao7  A   ai  1157  .   io83o43q  „\ 

a     16      64  1024  13-288   / 

(5  ,  aoi  .  3a07  .      9iu5n    A 

a  16  64      ioa4   / 

-4m-"i7m^w?w^^5prm-f--aTr78rm  \ 

S397I8385Q77  J 

+  a654ao8o  m  / 

,9M,+  '5m,   "8^)3     a7a3p57     43^4^5 

774ao8o4563 
—  _ m 

no5gao 

.„(8-,»+^'-^)  =  (9-.8»+f»'-^) 
/ai     ,      afo    .      i«43q    ,      a55^3    A 

^?im.+  i|2m.+  53a3m.+  22?^m., 
a  8  64  x56 

(,..(8-6m-2m.-^w.)==(9-6n.-2m._^m.) 
x  V~4 m     Tm  "TST        165T    j 

3  m'       ,3'm-       ^m'       ^  m« 
a  8  19a  a3o4 

ait  (3  -  16m  h-  i6m")  ="(4-  16m)  (—  7m4—  ^p"»*) 
a  4  a  "4 
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25.83    _      25    , 
a**"=      "~ïS~mM"8  "' 

16.693    .  ,  21     , 
l5fl"=     "64    mM"7m  ' 

i53  .   6555  ,   106291  4  ,  622i56i  , 
a      32      256      3092 

-H-)(*-?-!--E--»-) 

,     63    „      a336t    4      1011731     g 
-^••ro-^m~"Ï56-m  "-15T      ' 

8«„  =       ^«'4< 
*  4.i65 

j*„= — §r~m' 

*T,(  —  2m  -+-  m*)  =  (1  —  aw  +  m1) 

\      8  128  5i2  5i2  24576        / 


5l2 


"Î6m~728 
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»  (3  -  4*  -  am»  -  Hg?m»\  =  (4  - 4«  -  am*_  V*,A 


\  3a     3a      ioa4      a<>48   / 


ioa4 

•f.(-4«+(^«(i-4*+4*,)(j«",-^"'-^jp«4) 
/i    t   i35  ,   143  4   5555  A 

_i35  t   i65  , 

a*'«  —  "5J  m  "+"  "g;  m  t 

-8^-fcg-, 

.     i5   i35 
'•   a    4 
n„(8  — i8m-h9m«)  =  (9—  18m -+-9*1*) 
/  45  ,   i5i7  4   34663  A 


a5  .   a5  , 


*--*-• 


*âl  (3  —  iaro-+-  ïam*)  =  (4  —  iam-+-  iamf) 
/   5a5  ,   ai4.q5  t   aaoG63i  A 
\  a56     ioa4      i6384   / 
aa5  ,   a385  .   lôagô  4 
16      ia8      5ia 
16.75  .   ?5  , 
ID*"=-7aFm+T6W' 
i»5  . 

*  x  /  >5    ,       1 15    A       5    ,      2705    É 

«84(8-iam)  =  (9-iaw)  ^«,-  -gÇm)  +  âm         gT      ' 

<,w(i5  — Sam-hiern*)  =  (16  —  3am-h  i6m") 

X  U      "+"4"      "*"T"      j+8m  "*"17W  ^la"m  ' 


Tome  IV. 


10 
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.,I(8-a4«+4i-i.+Syrf)=.(9^*i«+4f«.+  2g».) 

\id  64  5iao  103400      / 

8  32  5ia  6144 

tf,o(l5-a4m)  =  (i6^a4m)(-?m*-i^m')-  |  r/l<  _  ig£  „• , 

*,,  (3  —  i6ro  +aam,-f--i22mM  =  (4  —  16m  4-  an  mi"  h-  ^p"»') 

/675    .      85o5    ,      68i765    4      59167    A 
*  (S6m  '+-3îa-ro  ^-8lfe-m  +V*J 

¥m      758  m~T     ' 
,.  36.75ai     .      81     4 

n         1024  16      ' 

*„  ^8  -  3om  4-  ^m«)  =  (9  -  3o m  4-  ^ m1) 

x  V 35Tm  "*" "TaF  w  "*" "6I44" "  j 
5a5    .      M17    é      35oio65    s 

a„U-  18m  4- ^m«)  =  (9-  18m  4-  2  m» \ 

/   i35  ,   3333  4   a4933  A 

\   3a     ia8     ioa4o  / 

i35  ,   îft  .   31971  § 

5-  m* 7-*  m4  4 ~-  m* , 

16      3a      ioa4   ' 

_        aa5  ,   i35  § 
a      4.i575  ,  .       4.675  .. 
9.3765  ,   3765  , 

8<,M~""154       ~3ïm' 


Digitized  by  VjOOQlC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  ii 


~  36.i3    ,      177     . 


147 


16  a5» 


,        _a5.an5  675 

« 
i6.33o75    .      675     . 

Par  une  première  approximation ,  on  trouve 

:"jEf  +  ô  m    t'2COS2<p. 


r 


On  a  d'ailleurs ,  par  les  formules  du  mouvement  el- 
liptique, n°  5, 

r\  =  —  3e  cos<p  H-  -jr  cos  3<j>  ; 

d'où  l'on  conclut  aisément 

1  In 

r\  $-  =  —  yimie*  cos  3*. 
r  40 

La  fonction  P  renferme  donc  le  terme  suivant  : 

An 
P=^w5/?5cos3?. 
4» 

La  fonction  R  contient  le  terme  correspondant 

m7 

K= -ï  /w3  <?3  cos  3». 

16  T 

Si   l'on   suppose  simplement ,   ce    qui  suffit  ici , 

rf'R-t-r-r-  =  4R>  il  en  résultera  dans  la  fonc- 

d'R-+-  r—  le  terme 

'^  ""        4 

10. 


&  I  rf'R4-r^  = —  -r6*  cos3<p. 
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On  aura  ainsi  les  valeurs  des  quantités  que  nous 
avons  désignées  par  P3  et  R3  dans  la  quatrième  des 
équations  de  condition  du  n°  i5;  en  y  substituant 
ces  valeurs  et  faisaût  c1  =  i  —  f  m2,  cette  équation 
deviendra 

La  fonction  R,  n°  16,  contient  les  termes  suivans  : 

io5                                                i5 
R  =  -^-  m1  e"  c'  cos (a Ç  —  a?  —  $>' ) ^  m*  c*  c'  cos  (a£  —  a?  -+-  o' ) 

lÇ>  OO  lb  (46) 


a55 
16 


(55) 


Ces  termes  ne  renfermant  pas  le  moyen  mouve- 
ment t  de  la  Lune  dans  leurs  argumens ,  on  aura  dans 
Tordre  de  quantités  auquel  nous  nous  arrêtons,  con- 
formément au  théorème  énoncé  n°  9,  fd'R  =  o,  on 
peut  d'ailleurs  s'en  assurer  par  un  calcul  direct;  en 
n'ayant  égard   qu'à  ces  termes,  et  observant  que 

r  -7-  =  aR,  on  aura  donc 

dr  7 

a  fd'R  -h  r  ^  =  ^  m1  e'  e'  cos  (a*  —  a?  -  ?') 

t/  tfr  °  (4^) 

,5 

—  -5-  m1  e"  <?'  cos  (aÇ  —  39  -h  ?') 
0  06) 

a55 

H-  -g-  m*  e*e'*cos(aÇ  —  aç>  —  a^'). 

(55) 

En  substituant  dans  les  équations  du  n°  i5,  pour 
R45,  R4a  et  R4T,  leurs  valeurs,  et  en  faisant  c  =  i,  on 
formera  les  équations  suivantes  : 

io5    .  i5    ,  a55 

~~  a"  =  "g"  m  >    ~  a«  =  —  "g-  m  >    —  *M  —  -g-  "•*. 
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26.  En  résolvant  les  équations  précédentes,  ou, 
ce  qui  sera  plus  expéditif ,  en  se  contentant  d'y  satis- 
faire par  des  suites  de  coeffîciens  indéterminés ,  comme 
nous  en  avons  donné  un  exemple  n°  il\ ,  on  trouvera 

*  3  3a  n5a  6144 

-.  =       ^«S 

9    .      3585    4      1067    . 

a     ~         "m  .    "l3m«   .    8B3m«   .    ******  m*   I    6*OII^3JTI> 

05186^13797 
+      «i7964«  ' 

17506692727 
-  3538944  m' 

ai    1161  .   36343  s 
-*.=   4-m^-lTm^-il8  m' 

ai    789 
fl"~  ""  4"m""l2"w  » 

63  .   4635  .   17931  , 


*u-   ï6m"f"Ï2Tm' 


63 


,=  -|2w, 


,   19  _   i3i  .   383  .  5io565  t   23140781  . 
6     18      27     20736      622080 
355021217  , 
933i2oo  m  ' 
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4474877609 
"*"    53o84iÔ    m> 
33    ,      101     ,      58c»    <      59585    ,      554>i     , 

„_        7  „,.  ,    '5?  3349  t6357    ■     679a9m.     43o936o7?    . 

«.,=        ï™-1-   8  m+l8  ^■t-g5-w"h-5irm-    37*480   m' 

„    _       m'     9>m.      »65         a3687  i6a55649         6057836941. 

.    _       '5m,      m5  !84o3  a4o6i5  M187645 

"  4  16  256  ioa4  24576 

478181537  . 

—  — — 7 W  t 

294912 

■•        2        12         720 

-  -   35„^_ia69«i^_  4^55     287267     100840759 
"     8     64      768      4096       147456 

21929926337  _. 

35389J4  m> 
a    -   l5m   97  m«  ,  49997  m.  ,  *7347°45     2581130729 

^8609603491 

"*"      io6i6832     m  ' 
a    -       a3lm«  ,   *P7m*  .   2QI653  3955493. 

«    _        »     .      iË7m»       '79'47m<      5981477. 
•4.--  S*  -158m  --3o^Tm       T686Tm' 

„    -        ^m»  1   799  m,  ,   5849  4o33679 

*"-      Tm-+"17w"+'"T8-m"f""3456"m' 

3    ,      5    .      6793     . 
"<«  =  —  7  w  -H  t  «*  ■+-  -xgr-  m* , 

io5  7703    , 

2125      , 

""=     W    ' 

io5    . 

«5    , 
«.■  =        "g"      ' 
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«47  = 

■y"  » 

*«.= 

-2m«, 

««  = 

a55 

,ao,Im.   64759     28525397 
256  m  +  384      »47456 

«M  = 

45 
3a 

256      256   ' 

*.!  = 

56i  t 

• 

«M  = 

55 
"  76  m' 

* 

*M  = 

2i5 

«M  = 

io5 
64"m> 

"s»  = 

a55  t 
--g-"', 

a   -        l5m      8l««     58'7m'     !l7755m«     aoa597*m»     587741249 
«t.-  -76w~Ï6m-l56m— T32Tm 3^7-w Î47456"      ' 


45    .     i635    .      3n55    4 
71  16  128  5i2        » 

i5         977    ,      ioi5i     , 
'•■=       Ï6m-W  1536"      ' 

5      45         mu  127603 

"»  =       4--8"-,-l4_m-_Ï536  "' 

**»-      758™' 

io5 
a"=-T^8m' 

5      45 

a5    ,      n5    ,      3977  4oiaoi     , 

"  64  n8  a56  4096 

4s5  .     >4a5S„.     ^59397 

'■•  =  ~  64- m  ~  "Se-  m  -*  ISgT  m  ' 
'5    , 


Digitized  by  VjOOQIC 


i5a  THÉORIE  ANALYTIQUE 

_       ,a^    * 
fl"  ~      64"  *  » 

a  _      3*m._2225m. 
*"-       76m       i536m' 

i75 

*"  =  ""^4  m> 

*••=    îi,é1*tS&,,'-|-^b-,é'- 

"  128  .5ia  40960  819200 

8o5 

a"=     256m4' 

225    ,      3i95    ,      277207  101 34781     . 

5775    ,      5*445    4      5j56i33i    , 
•4  256  5ia  81920        • 


5l2 


585 

5l2 

5a5    . 
Sïm'> 

225      , 

5l2  ' 

5l2        ' 

256m' 

m-- 
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Inégalités  périodiques  du  mouvement  en  longitude. 

27.  Déterminons  maintenant  les  inégalités  de  la 
longitude  correspondantes  à  celles  que  nous  venons 
de  considérer  dans  l'expression  du  rayon  vecteur. 

La  seconde  des  équations  (A),  n°j,  en  négligeant 
les  termes  dépendans  des  inclinaisons ,  donne 


dt>        h        1     r/dR\  J  .  _ 


Pour  développer  le  second  membre  de  cette  formule , 
observons  que  Ton  a 


r*       r*        r,     r        \  r) 


rt ,  dans  le  deuxième  membre  de  cette  équation ,  se 
rapportant  uniquement  au  mouvement  elliptique, 

et  &-  désignant  la  partie  de  la  fonction  -  due  aux 

perturbations. 

Par  les  formules  du  mouvement  dans  l'ellipse,  on 
on  a ,  n°  5 , 

—  =  1  -h  *cos<p-f-  e'cosay  -4-  g*3  cos3». 

En  combinant  cette  valeur  avec  celle  de  &- ,    que 

Ton  peut  regarder  maintenant  comme  déterminée, 
on  a  trouvé 
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ï  g  l  =  -'  _  122  TO<  _  02  m.  _  p  „,.  _  *°%  m. 
i4i         24         8l  2I« 


/  2    .     645    .     1.54993    .     3797571    .      i5673<h)oi3     \ 
/n    ,     3885    ,      94gaj9    4      26091483    A    t 

181     ,  .       * 
-rr-  nr  ea  cos  3  0 
4» 

(_  3^  -^m'-*-  388m^i^4i  w.+  î4gË,„>)  e'  co.  ,' 

/     9    ,       3585    A    „ 

21  io65    ,      833    ,      2481681     A 

4  32  4  2048  1       /  /  ,i 

+  -^76-m"4-     589to4       "    / 

36864  176947a         / 

/      io5       '   566i    ,      33oo7    A    ,    , 
"*"  V     T""1"  "6T  ~6F     /  e°8(a?  ~  ? 

/      63         m53    ,       11849    A     .. 
+  (-  ÏB"-  T3T"  ~  W-m7  ee   «"^  +  a'  > 

3i5       .   «        /  ,v 

■4-  -g7-  m  ex  e'*  cos  (2 p  —  2ç>') 

"~  "2TTm  e*  e'%  C08  (a?  "+*  a?') 

04 

H-^«»  «•  e'  C0S(3ç>  -  ?') 

—  -5^"»  *"  e'  co*  (3ç>  h-  ç>') 

/      ,      *9    *      »3i     4      766    E      5io565     N 

-M        giteg.      355021217  îcosa? 


i5    2o3  ,  34io5  ,  1289567   > 
iooo?6^5    «gofaaq,, 

221184  2654208 


<■  C08(2Ç  —  ») 
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'       .      91    ,      «65    .     13687    ,      i6a5564û    ,\ 
I 244160  / 

/i5         ai    ,      2221    .      43n3i    A    •        /  *  x 

U m~  55 m  -  5Ï7m  "  ^4Tm7  *  c0* (af  "  a?) 

88078583    .      »6B6.Q,»3 '   .         I  •'«•  (»*-*-f'> 


73728  >76947a 

n3  t   4854i  ,   271» 
._„.+  i^m.+  _L_ 


i5    n3  ,   4854i  ,   271851251  AN 


"*"       221 184  "*"         53o84l6        m 

+  (  t,m.+7g^mm.+&p^  ,, COi {M  _  .V) 

3 

m1  e"  cos(2(  -h  2/) 

-(-'i—Wm,)e,C0,(af-3p) 

-H^5?m»e»  cos  (2*  -4-  3p) 

192 

-+-  -U2  w*  e*  e'  cos  (2Ç  -4-  2f>  —  */) 

—   «r-   "•"  e*  e'  cos  (2|  -+■  2p  -4-  9') 

/     255  i3ooo    ,   '  77543    a      52482901     A     n 

-h  -2  m*  ce"  cos  (af  4-  ?  -  a?') 
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ï5 

-h   |5  m  e«  e'  cqs  (aÇ  -  3?  -h  9') 

8  8  128  5ia  i536         \  a 

58724»fem.  )«'C0S{ 

,'     75         435    ,      3i6i5    ,      1767601    .\  a  ,.         , 

375       a     .  /1P  .         585       a     %         ,.  . 

+  ^""â'eCOs(l  ^^  ~~  6f  m«'C   co§(*  "+-a*,> 

(a5      m5    \  a      .        ,„  IX 

J  "~  T"mj  a'  *'   cos  (Ç  -h  f  -h  y') 

*  ^  "■'  p e  •••  <3f  ■*■  f)  ■*■  £  m*  ?  «"  «"  (*«  -  V) 
~""3^,w,i?<f'C08(3*  " *?) 

/oa5    ,     6885    ,      3o5553    .      1788M717    A    ,         ...  - 
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*(   S— ^.— ^--)  — W-,-rt 

^  i4|£  m»  e»  cos  (4Ç  —  3?) 

_+_  ^  m»  e*  e>  cos(4?  -  2?  -  /)  -  -jg-  w»  c1  e'cos  (4?  -  2ç>  -f-  9' 
.+.  4^  m*  e*  e'  cos(4f  -  9  -  Q?')  -  |jg  m'  e'  e'  cos  ('4*  -  ?  -+-  *P') 
+?J|  m«  cos6Ç-H  ^£  ro»  ecos(6Ç  -  ç»)  -f-  ^  m*  e«  cos  (G*  -  a?). 

La  valeur  développée  de  la  fonction  (  à  -)    a  été 

donnée  n°  ai,  en  supprimant  les  termes  qui  seraient, 
par  rapport  à  la  quantité  m,  d'un  ordre  supérieur 

à  ceux  qui  entrent  dans  l'expression  de  —  <J-,  et  en 
réunissant  ensuite  cette  valeur  à  la  précédente,  on 
formera  celle  de  la  fonction  —  £--M£~j;eny  joi- 
gnant la  partie  de  la  fonction  —  relative  au  mouve- 
ment elliptique ,  n°  5 ,  dans  laquelle  on  fera  abstrac- 
tion des  termes  d'un  ordre  supérieur  par  rapport  à 
l'excentricité  de  l'orbe  lunaire ,  à  ceux  que  nous  con- 
sidérons ,  on  trouvera 

r1       3    i44     8     *$&*  43? 

\    3    04     a3o4      4°^      1327104   /   (lj 

/5   11  .   i6o5  ,   418117  4   u83o66o  A  _ 

\2   6     64      a3o4      12288   /      (,. 

/i3   181  A  ,    0    io3  .    ,    1007  ,    r 
-*-  t  -+-  -ts-"1  I  c*  cos  3o  H 7-  e*  cos  4v  H —  «  cos  5o 

\4   48  /     0>   '4     o)   «9*     (?) 

/   ,  .   46q  .   1240  .   5685oc)  a   i63iooo  A  , 
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ai    io65  .   34ai  ,   3607607  A 

h-  ?5o.943f  m>   8a,63936767     I  W  C"  (?  ~  ''> 
*  4608  "^   176^7^    / 

'       ''m        ^m'        68»»™«        "S8'»3'       A 
__m__ra__TO___m.\ 

6670.. 3,  .4867969879    .      »-C0«(P  +  ?) 

36864     W       —^6^4^-"*     /  W 

/      io5         566i    ,      i35o63    ,\    ,    , 

~  (~  Xm_!!6tm')  '*  ''  C°s(ap  "t"  ^ 
/     63         4H7    ,      '8a3i    A      „ 

/     63         aa53    ,       95ïe»     ,\      „         . 
+  ("  T6m_  Ta8  m  "  156  m V  "   ""  (p  £,''  } 

3,5 

-H  -5—  m  e'  «"  cos  (ap  —  a/) 

-—  m  <?«  «'"  cos  (a©  ■+-  a»') 

»  (,5) 

-+-  -^5  m  es  e'  cos  (3p  —  ©'} 
»  (.6) 

—  -=-2  m  <••  c'  cos  (3©  -Ho') 

^      .       «9    .       »34    *       i58q    ,      53 1901     A 

3no4o  1166400  / 

/i5  ao3    ,      34585    .       i3ugo55    A 

1  100889045.      4540599^89.       H^pV' 

\         "^     aan84  a654ao8  / 

/4i    t      370    ,      aa3^5    .      ua565    .      73a?ai    A  ,   v 

V  »  *'f  576  1728  41472       /  (S9)r' 
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7m.+  «arf+  ?Miro^  «fijp^  ssgB^X 


i3te4o'm' 


t  91  ,   i385  ;  51089  »   16608713  A 
la     7a      43a      20736    \  f 

1344160  / 

/i5         ai     ,      ao6i    ,      465i8i     \    , 
-+-  (  -s-»  —  5-"»  —  -s — «  —    g  />    r»4)  e*  cos(?£  —  îo 
\8  3a  oia  6144       /  v  *<fS)    " 

75728  «76947a         / 

'     ,5«       "3m«  .  48aa9m-  1   a?486469    A 

263887,76.  ^      44089*47699 m.  )  "  ~ W  "f^  "  ' 
"*"     aau84         ^  ~5S5ÇÏ5         / 

+  (     I7  ^Zp^+aZ^tg»!*.)  ...  cos(2f  -  a/) 

3 

m"  e"  cos  (a£  -+-  a/) 

3  O») 

_,_  5&2  m>  e«  coi(af  +  3») 

'9»  (44) 

-+-  -ç-i-  m*  e'  e*  cos  (3  £  -h  2  p  —  f') 

—  -5—  m*  e*  e'  cos  (3Ç  -+-  29  -f-  ç>') 
52  O»; 


ri 
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•+-  -§£  m*  e«"  cos  (af  -*-  p  —  a/) 

i5 
-+-  5-  m  e4  coa(aÇ  —  4r) 

—  -5—  m  e*  e*  cos  (a£  —  3?  —  ç>') 

5a  <5S) 

-4-  |5   m  e«  *'  cos  (af  -  3?  -+-  9') 

^     i5         81     .      5977    _      iaa53i     .      aio53o3 

— »— ï"h-is"' — 55— — ar    ..     , 

■  (-  S-  f — «-  ^gp-) .-  »•  «*,) 
■(?-f-*ç—5M5— <v.-> 

.^m^'cos(*-af) 
64       *  (7  s) 

585      «     .        /4.  N 

°4       a  (»•> 


(a5      aa5    \  a      , 

\      3a  64  384  6144        /  a'        yl) 

V       i*8  5ia  a4576        /  «'  v       (il)" 


!4^   ,  «  /•>».  , 

64      «  <i*> 
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\  »  a»      /  a  (t4) 

-£É»  le«eo.(3f-*?) 

»  «  (15) 

/6i5    ,      16965  4      3ga8873    ,      g36a38i63    A  ,.„ 

-(    ?«,+  îS£-,)''«(4«-f') 

\      *»  l92       /  (t9) 

-^(-fm4-S'",)e'C0,(4s^,?') 

/     7S75    .      194605    4      Q11641857    A      , 
/     i845_,       24395     .      53663i    A      , 

H-^1?'  e-cos(4f-3?) 
a56  (95> 

a€a5 
"*"  "ETm*  e*  *'  COB  (4*  —  2?  —  ?') 

°4  (96) 

jrr-m*  e*  *'  co«  (4l  —  3? 

<**  (9T> 


(9T> 
**  (9«) 


■f') 


tau 


Tome  IV. 


11 
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6i5 

**  (99) 

Ia°  (.0») 

H '—j-nte  cos  (6£  —  o) 

">a4  <.••> 


47745  _, 

(■04) 


+  SZ£m<  e«co.(6*  -  1.). 


a8.  En  combinant  les  différons  termes  de  l'expres- 
sion précédente  avec  ceux  de  la  fonction  —  /  (  j— )  dt , 
développée  n°  18,  on  a  formé  l'expression  suivante  : 

1     r/dVL\  3    4      a5    ,      ao3    ,      afig3    , 


(6) 

»97\ 

<7) 


_-gpm<  ,'•  COS  a?' 


'     na5         »5o3         i4753ai3^5> 

64  ia8     .        iaa88  s     .       ,         M 

34576 


A5-5 
—  i-Ç  m»  e"  <?'  cos  (a  y  —  p'  ) 
ï28  do) 
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™  03) 

/  3  t   3  ,   3  4   3  .   777  _   583  ,   354u  A 

\  4    4   4   4    >oa4    Ioa4    3°r»  /   (,o) 

/  i5  ,   33  ,   120  .   1845  B   5ooi  A     ,  „ 

"+"  ("T       Tw      8  *-  Wm  ^  4S-W7  c  e0i(a|-)rt 
V    4         "        7*         69«         «*944     /         v    („> YJ 

ia»88  / 

'      3m.      *rf      ^^  1    '««„.  1    47Wto-.\ 

i3i-o8oo  )e'coS(af-+-P') 

■(-T--TÏ-'-K--SjP-')--«-|-f) 

8      32      256      102A    \  ,   ,  „      ,. 
491 5a  / 

8      3a      256      1024    1  ,   /  „ 
i6384  / 

(  T-*W— *-•*%?-)  -'  ~»«  v,r  '•' 
(-{"-¥-59— fSS-)— «■•*<j,*i 


II.  . 
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—  -£  m"*'*  cos(a£  +  2/) 

""(^"^f m') c' C08(2Ç  ~  3?) 

3a  (44) 

ao3 

-f-  -s—  m»  e«  «' cos (a|  4-  2ç>  —  ?') 

3Q  (4t) 

—  5^  m%e%  e'cos(a£-t-2ç?-i-  9') 
**  <4«) 

-  (-  f  »'-  i5?-- *£H  -  «  <■» -r9)- ■•> 

-h  -^rw'w'1  co8(aÇ  —  f  +  ap') 


"8  (S0) 

oc 

-h  -5-  «'  ce"  cos  (a*  -h  ç>  —  2?') 

»  (5.) 

—  £-  me*cos(a£  —  4?) 

52  (5.) 

35 

—  -g-  m  e*  e'  cos  (a  £  —  3  ç>  —  ?'  ) 

*  0*) 

i5 

-h  -75- iwe'e'co8(a|  —  3ç>  4- 9') 

8  00 


/'  3     ,      afo    .      5577    4      3563di  6398629    A  a 

\  8  64  a56  307a  9216        /  a'       (.0) 

(lm*-f»,)^'C08(l<T/) 
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l5  a    , 

,D   a         (7*) 


/5     35  _   a863_^   13467  A  a 

(n5     755  ,   2o3o5  A  a 


85   a 
~+"6À,W'  -,*cos(3£-+-p) 


"hî^"m*  *'  coa(4*  ■+■  ap) 


/  875  ,   i5ao  .   83oi653  A   ,    ,/lr        n 

(aa5  .   1760  .   2o5o53  A   ,    „,  „        ,. 
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—  -gr  »*  e"  cos  (  4  £  —  3  p  ) 
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_l L.  m*  e%  e'  cos(4£  —  f»  —  2?') 

,!*  (9t) 

—  -i-g  m'  e*  e'  cos(4t  —  ?  -H  2?')  ' 

128  (99) 

1OT4        (.o.) 

H 7  m4  e*  cos  (6Ç  —  2e>). 

«<»4  (.o4)  ^     . 

29 «  Cela  posé ,  c  représentant  la  longitude  vraie  de 
la  Lune ,  et  t  sa  longitude  moyenne,  n°  i3,  faisons  : 

v  =  t  -¥-  s  -h  bt  e  sin  p 

-H  &,  e*  sin  ap 

-h  bt  e1  sin  3  5? 

-h  bt  e4  sin  4? 

-H  è8  c*  sin  5p 

-H  bt  e*  sin  y' 

-+-  b,  e*  sin  a?' 

-h  b,  ee'  sin  (ç>  —  ?') 

-h  *,  ee'  sin  (y  ■+■  ?') 

-h  &,.e«  e'  sin(aP  -  ?') 

-h  blte*  e'  sin  (aç>  -h  ç>') 

-4-  fc^e"  sin  (?  —  aç>') 

-H  fcltee"  sin  (p  h-  a?') 

-h  fcl4e«  e"  sin  (ap  —  a?') 

-h  blte%  e'*  sin  (a?  -4-  a?') 

+  *„*•*' sin  (3?-?') 

-h  *ITe»  e'  sin  (3?  -h  ç>') 

-h  &,0sin  af 

-h  *tIe  sin(aÇ  -  f) 

-H  ft„e  sin  (af  -+-  p) 

4-  *Me'  sin  (a?  —  /) 

-+-  bue'  sin(a£  -h  p') 

-4-  b„  «»  sin  (a£  —  a?) 

-h  &„  e'  sin  (a£  -h  ap) 

H-  &,T  ee'  sin  (a£  —  p  —  p') 

-h  &„  ee'  sin  (aÇ  —  p  -+-  p'1 
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-h  bu  ee'  sin  (ai  -+-  f  _  ?') 
-H  *40  ce'  sin  (ai  -+-  ?  -+-  y') 
-h  *4I  t>*  sin  (ai  -  a/) 
-H  *4t  c"  sin  (ai  -+-  ap') 
■+■  *4I  e«  sin  (ai  -  3?) 
+  *44  e1  sin  (a|  -+-  3?) 
-H  &4i  «*  e*  sin  (af  —  a?  —  ?') 
-+■  *4,  «'  «'  sin  (ai  -  a?  -h  ?') 
H-  *«  e*  «'  sin  (ai  +  aç>  -  /) 
-t-  *4,  e*  c'  sin  (ai  +  a?  +  /) 
-+■  *4i  «"  sin  (ai  —  9  —  aç>') 
H-  *.„  ««"  sin  (ai  —  r  -f.  a?') 
-t-  *.,  ee"  sin  (-jf  -+-•?  -  aç>') 
-+-  b%%  e*  sin  (a|  -  \9) 
■+■  b„  <?•  e' sin  (ai  -   3ç>  -  p') 
-H  *„  «■  e'  sin  (ai  -  3?  -+-  /) 
"h-  *;.  e»e«  sin  (ai  -   a?  -  a?') 
-+-  *m  e%  *n  sin  (ai -4-  aç>  -t-  af') 

"+-  *,o  j,  sin  i 

H-  &,,  £>e  sin(i  -  p) 

-+"  J»i  ^e  sin(i  ^-  ç>) 

H-  *„  *-e'  sin(i  -  ,') 

H-  bu  *   *'  sin  (i  -+-  /) 

H-  &„  ^e»  sin(i  -  af) 

H-  *,.  pe*  sin(i  -h  aç>) 

-»■  *tf  ■^■mi  -  ?  -  9') 

"+■  *n  -,  <*'  sin  (i  —  f  -h  /) 

•+-  *rt  J,  ««'  *in  (i  -4-  ?  -h  f»') 
-f-  *„  *-,  sin  3i 

-+-  *M  \,e  sin  (3i  —  ç,) 


Digitized  by  LjOOQIC 


i68  THÉORIE  ANALYTIQUE 

-H  *lt£esin(3Ç+-  ?) 
-h  ftM^e'ain(3Ç  -,') 
+  iM|;«'  rin  (3*  -+- *') 
+  b„  ^,e»sin(3Ç  -  2P) 

+  b„  sin  4f 

-h  &IT  e  sin  (4f  —  ç>) 

-h  i„  e  siQ  (4*  -h  ç>) 

-h  *M  e'  sin  (4?  -  /) 

-H  *t.  «'  lin  (4Ç  +  ?') 

-+-  Atl  «»  sin  (4Ç  -  2?) 

-h  *tl  e*  sin  (4Ç  -h  2ç>) 

-*-  AM^sin(4Ç-  9  -  ?') 

^-AM«e'sin(4Ç  -P+f') 

-f-  *„  «•  sin  (4?  -  3?) 

H-  *M  e«  e'  sin  (4*  _  a?  -  /) 

-4-  *,T  c*  e'  sin  (4f  —  2?  -h  f'> 

-+-  ft„  w~  sin  (4|  —  p  —  V) 

-f-  6M  ee"  sin  (4?  -  ?  -h  2ç>') 

+  *lMsin6* 

H-  *I0I<?  sin  (6*  -  9) 

-+-  a.o^sinfGÇ  —  2?). 


En  différentiant  cette  valeur  on  aura  celle  de  la 

fonction  -j  qui  entre  dans  l'équation  (i5),  n°a7.  Or 

cette  opération  revient  à  changer,  dans  l'expression 
précédente ,  abstraction  faite  de  la  partie  non  pério- 
dique, les  sinus  en  cosinus,  après  avoir  multiplié 
chaque  terme  par  le  coefficient  du  temps  sous  le  si- 
gne sinus  dont  il  est  affecté.  Ces  coefficiens  sont  évi- 
demment les  quantités  qui  forment  les  diviseurs  des 
fractions  développées  n°  18;  en  y  substituant  donc 
pour  c  sa  valeur  donnée  n°  24  ,  et  en  y  faisant  c'=i, 
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on  aura  leurs  expressions  développées  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  la  quantité  m. 
Si  maintenant  Ton  substitue  dans  l'équation  (i5), 

à  la  place  de  -£,  \  zt\  l  j  j-dt),  les  fonctions  que 

ces  quantités  représentent,  qu'on  remplace  la  con- 
stante h  par  sa  valeur  donnée  n°  a3,  qu'on  égale 
enfin  dans  les  deux  membres  les  coefficient  des  co- 
sinus  dépendans  des  mêmes  argumens,  la  compa- 
raison des  termes  non  périodiques  donnera  d'abord  : 

1=11 5-  H 77  I»   —  7  IW y—  »l    —         Q  I»    I 

\       3      144         4         rig*  »°8     / 

/m*       io3  7  7099  77I5,\ 

3  .      a5    .      ao3    .      a6o3    , 

4  8  24  144 

équation  identiquement  satisfaite  ;  ce  qui  est  conforme 
à  la  condition  que  nous  nous  sommes  imposée  n°  12. 

La  comparaison  des  termes  périodiques  donnera 
ensuite  les  équations  suivantes  : 

\       3      144        4         a5ga     / 
yL3m,      5a5  ™&*lm*      loo3977  m,      ^8f)44^3     \ 

aa5  4795  949607  46139^5 

3a.  128  6144  819a 

/       3    t      aa5    ,  4071     4      aft^    A 
1  \        a            16  64  Ioai       / 

(m*        l!  «      9    A 

x(§  +  iim._l^m>_4i8u2m._ll8^2„lA 
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3o.  En  multipliant  respectivement  les  seconds  mem- 
bres de  ces  équations  après  les  avoir  développés  par 
l'unité  divisée  par  les  coefficients  qui  multiplient  les 
quantités  bi9  b29  etc. ,  dans  le  premier  membre ,  on 
aura  les  valeurs  de  ces  quantités  ;  ces  facteurs  sont 
précisément  ceux  que  nous  avons  considérés  dans  le 
n°  18,  où  on  les  trouvera  tout  formés.  On  pourra 
d'ailleurs,  si  on  le  juge  plus  commode,  se  contenter 
de  satisfaire  aux  équations  précédentes  par  le  procédé 
des  coefficiens  indéterminés ,  comme  nous  l'avons  fait 
n°  24  •  On  a  trouvé  ainsi  pour  les  coefficiens  arbi- 
traires introduits  dans  l'expression  de  la  longitude, 
n°  29 ,  les  valeurs  suivantes  : 

*.-*  +  am       64m        rf6m       T6864m       "755456""» 
a  -  5  ^  **  „,.      «4»    .      55q7    4      iao36a65    , 

12        34        ' 
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3i.  Nous  avons  déterminé,  dans  ce  qui  précède, 
les  coefficiens  des  inégalités  dépendantes  des  deux 
argumens  9'  et  a|  —  29,  dans  l'expression  de  la  lon- 
gitude vraie ,  en  portant  la  précision  jusqu'aux  quan- 
tités de  l'ordre  m0  pour  la  première,  et  jusqu'aux 
quantités  de  l'ordre  mA  pour  la  seconde;  mais  on 
verra ,  quand  nous  réduirons  nos  formules  en  nom- 
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bres ,  que  le  peu  de  convergence  des  séries  qui  ex- 
priment les  deux  coefficiens  dont  il  s'agit ,  fait  que  les 
résultats  de  cette  approximation  sont  encore  trop  éloi- 
gnés de  représenter  les  observations,  pour  que  Ton 
puisse  s'y  arrêter.  Nous  allons  donc  porter  plus  loin 
la  précision;  mais  comme  les  inégalités  dont  nous 
nous  occupons  sont  comprises  dans  la  classe  de  celles 
qui  ne  renferment  point  le  moyen  mouvement  t  de 
la  Lune  dans  leurs  argumens,  et  qu'elles  tombent 
par  conséquent  dans  le  cas  d'exception  dont  nous 
avons  parlé   n°  9  (*),   pour  éviter  l'inconvénient 
qu'offre,  relativement  à  ces  inégalités,  l'usage  de  la 
formule  (i5),  n°  27,  nous  emploierons  à  leur  déter- 
mination   une   formule    particulière,   qui   abrégera 
beaucoup  le  travail  que  cette  recherche  exige.  Lors- 
qu'on pousse  les  approximations  aussi  loin  qu'on  le 
fait  aujourd'hui ,  afin  de  rapprocher  le  plus  qu'il  est 
possible  l'analyse  des  observations,  il  faut  varier  les 
formules  selon  la  nature  des  inégalités ,  de  manière 
à  atteindre  toujours,  par  la  voie  la  plus  directe,  le 
but  qu'on  se  propose;  non-seulement  on  évite  ainsi 
les  opérations  inutiles,  avantage  qui  n'est  pas  à  dé- 
daigner dans  une  théorie  aussi   compliquée,   mais 
encore ,  ce  qui  est  plus  important ,  on  diminue  con- 
sidérablement les  chances  d'erreurs,  presque  tou- 
jours inséparables  des  longs  calculs. 

La  formule  (B),  n°  a ,  est  la  plus  commode  que 
l'on  puisse  employer  pour  le  calcul  des  inégalités  in- 


{*)  Page  70. 
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dépendantes  du  mouvement  moyen  de  la  Lune,  toutes 
les  fois  que  l'on  peut  négliger  le  carré  de  la  très  petite 
quantité  a  par  rapport  à  laquelle  on  suppose  la  fonc- 
tion perturbatrice  développée.  Cette  formule ,  en  sup- 
primant les  termes  dépendans  de  la  latitude,  peut 
s'écrire  ainsi  : 

à.»  = L^ LXJrJJ  ^ 

ou  bien ,  en  substituant  à  la  place  de  r*dv  sa  valeur 
dt\ h  +  i(^\di\9  ^rée  de  l'équation  (i5),  n°a7, 


d.tv  _  *d\rfir  —d.(di^r) 
dt    *  hdt* 

-i[«/*-»«"î-f('?)**[/(î?)*]>"* 


la  caractéristique  &  se  rapportant,  n°  a,  à  la  très 
petite  quantité  a  par  rapport  à  laquelle  on  suppose 
la  fonction  perturbatrice  développée,  et  les  quantités 
qui  n'en  sont  point  affectées  devant  être  regardées 
comme  indépendantes  de  cet  élément. 

On  peut  observer  que  la  première  partie  de  l'ex- 
pression précédente  étant  une  différentielle  exacte, 
elle  demeure,  après  l'intégration,  du  même  ordre 
que  dans  l'équation  différentielle ,  ce  qui  facilite  sa 
détermination  :  on  doit  remarquer  encore  que  le  pre- 
mier terme    %d2.r&r  de  cette  partie  de  la  valeur 

de  —j—>  étant  une  différentielle  seconde,  se  trouvera 
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multiplié  par  le  facteur  m*  dans  l'expression  diffé- 
rentielle des  inégalités  du  genre  de  celles  que  nous 
considérons ,  circonstance  qui  permettra  de  ne  porter 
l'approximation  dans  le  calcul  du  rayon  vecteur,  que 
jusqu'aux  quantités  d'un  ordre  inférieur  d'une  unité 
à  celui  des  termes  qu'on  veut  conserver  dans  l'ex- 
pression finie  de  la  longitude.  Enfin,  la  propriété 
remarquable  dont  jouit  la  fonction  /V/'R,  de  ne 
renfermer  aucun  terme  de  l'ordre  m2  ou  m*  relative- 
ment aux  inégalités  qui  sont  indépendantes  du  moyen 
mouvement  de  la  Lune,  n°  9,  doit  encore  servir  à 
simplifier  le  calcul,  et  faire  préférer,  par  conséquent, 
pour  la  détermination  des  inégalités  de  cette  espèce , 
les  formules  qui  dépendent  de  la  fonction  fd'K  à 
celles  qui  dépendraient,  comme  la  formule  (i5),  de 

la  fonction  /  (  ^r-  J  dt. 

Appliquons  la  formule  (16)  au  calcul  de  l'inégalité 
de  la  longitude  dépendante  de  l'argument  p',  c'est-à- 
dire  de  l'inégalité  que  les  astronomes  ont  nommée  équa- 
tion annuelle,  et  que  son  importance  commande  de 
déterminer  avec  une  grande  précision.  Nous  suppose- 
rons ici  que  la  caractéristique  &  se  rapporte  à  l'excen- 
tricité de  l'orbe  solaire,  et  nous  substituerons,  pour 
le  rayon  vecteur  r  et  pour  les  quantités  entourées 
de  parenthèses  dans  la  formule  (16),  les  parties  de 
leurs  valeurs  qui  sont  indépendantes  de  cette  excen- 
tricité. 

En  négligeant  l'excentricité  de  l'orbe  lunaire ,  on  a 


*=_,1  + (,!)■_  (,!)• 


etc. 
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D'après  les  valeurs  de  &-,  (&  - j  ,  (à  ij  ,  n°»  ai  et 

26,  on  a  conclu  de  cette  formule 

On  a  d'ailleurs ,  n°  a  3 , 

'-■-ï  +  S-,-(-,+*-+Tf-,  +  ?f-,)-»«' 
d'où  il  est  aisé  de  conclure 

r*r  =  (      ?m«-^w*-     ,56    m'-  ^  m.\  «'  COft  9 ', 

et  par  suite 

^Ç££=  (_  W-H^m'-H   S»   m'H-  «gl  m')  •  co.,', 

*•(»»),  /  385w,_  ^o.w,_12^w,\  .,  , 

<ït*  \     *  12  7a  43a        /  r 

En  retranchant  Tune  de  l'autre  ces  deux  expressions, 
on  trouve 

En  portant  l'approximation  jusqu'aux  quantités  de 


Digitized  by  LjOOQIC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  i85 

Tordre  m*  dans  le  développement  de  la  fonction  R , 
j'ai  trouvé 


27648 
On  a  d'ailleurs,  n°  17, 

dK      (191     .      1477  i6o5i5     .      3507895    A    ,    .      , 

et  par  suite 

La  fonction  3-7  ne  contenant  aucun  terme  con- 
stant,  on  peut  supposer  simplement,  n°  19, 

-/l'a— /(?)*— /(r'S)  •"•■*'•    ("> 

équation  dans  laquelle  il  faudra  substituer  pour  r'  -7-, 

la  partie  non  périodique  de  son  développement.  Or 

on  a  généralement  r'^-,  =  —  3R;  en  n'ayant  donc 

égard,  dans  la  valeur  de  R ,  n°  16,  qu'au  terme  con- 
stant, on  aura 

d'où  l'on  conclura 

m    __w  m_  m    X 

7io3  m7      i4oa8o53mi  I  ? 

gfi  1  io5g2  / 
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En  substituant  cette  valeur  et  celle  de  ml  l  —  J  dt 
dans  l'équation  (17),  on  trouve 

J  \   4       3a         >9*         *44  11059a      /        r 

On  a  d'ailleurs,  n°  14, 

/V'R  =  R  —  /7/"R. 

En  ajoutant  donc  la  valeur  précédente  à  celle  de  R 
donnée  plus  haut ,  on  trouve 

/     lbm*      ^m»       'Q'463    t       153^53     \ 


On  voit  que  les  termes  de  l'ordre  m*  et  m9  ont  dis- 
paru de  cette  valeur;  ce  qui  est  conforme  au  théorème 
énoncé  n°  9. 

En  faisant  abstraction  des  termes  dépendans  de  la 

parallaxe  solaire ,  on  a  r—  =  aR  ;  en  vertu  de  la  va- 
leur de  R,  n°  16,  on  aura  donc 

<fR_ro'       179  97  7681 

(3    ,      3     .      19     ,      15017    A 
ï-'-ï"4-*  -,-,scr,,')€Dia| 

La  fonction  &r  contient  les  termes 

En  ajoutant  ces  termes  à  la  valeur  de  &r  rapportée 
plus  haut,  et  en  combinant  l'expression  résultante 

avec  celle  de  la  fonction-,  n°  26,  bornée  aux  termes 
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suivans  : 

^  =  1^  ^-^m*-h  ^m«H--^m- -h^ii»^  cotai -+- 2  m*  cos  4?, 

j'ai  trouvé 

/     1    ,    91    ,     1145    .     a6a85    .     i5oi756i    A    ,      ,  v 

—  (  — rm  —*Zm 77-"^-»— ôi;7-m  H--?*r "»    I  e'cOS(a£-f-©'). 

A  l'aide  de  ces  valeurs  on  formera  la  suivante  : 
La  valeur  de  £v,  n°  29,  donne ,  en  la  différentiant, 

^  =  (a  -  3m)  ftM  e'  co8(a*  -  9 ')  -h  (a  -  m)  ftM  e'  coi (af  -+-  9') 
H-46Me'coa(4f~9')  -h  4&i0  ^008(41-+-^); 

d'où ,  en  substituant  pour  btt ,  bzk ,  é89  ,.é90  leurs  va- 
leurs ,  n°  3o,  on  conclut 

^T~\     TmH^l^m^^r,w^   96   m       i843aw/c  "*w     9) 
'     11    ,      481    ,      5795   4      3656i    A 

^co  I    <?'COS(a£-H  *') 

-*"     165888    m  / 

On  a  d'ailleurs,  n°  19, 
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En  combinant  ces  deux  expressions ,  j'ai  trouvé 

11059a     m  / 


Au  moyen  des  valeurs  (a),  (6),  (c)?  (rf),  en  obser- 

dr 


vant  que  £.r  ^-=  a^R,  on  formera  la  suivante  : 


^  ™  1  ^   COS  ©'. 

3^8305  839073251  I      C°  ? 
5^6" m"     55296     m        / 

En  substituant  cette  valeur  et  celle  de  la  fonction 
- — 'r  r       -  r  ^dans  la  formule  (16),  on  trouve 

(*  .   t5i  4   1261  .   i4i3a5  «  32oio?5  A 

La  valeur  de  la  constante  A ,  n°  a  3 ,  donne 

1  m*  5       .       g     .        20671     . 

a  3        144         4  a%* 

On  a  d'ailleurs  7  n°  29,  ch*  =  £6  e'  sin  9',  et  en  diffé- 
rentiant ,  -^—  =  mb6  &  cosç';  en  substituant  ces  va- 
leurs dans  l'équation  précédente,  on  trouvera  enfin 

Les  cinq  premiers  termes  de  celte  valeur  s'accor- 
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dent  avec  ceux  que  nous  avons  déterminés  n°  3o ,  en 
employant  la  formule  générale  (i5  ),  n0**];  ce  qui 
peut  servir  de  vérification  à  nos  calculs. 

3a.  Calculons,  par  la  même  formule  (16),  les 
coefficiens  des  deux  inégalités  dépendantes  des  an- 
gles a£  —  aç —  f'j  a§ —  a cp  +  cp'9  qui,  de  même 
que  la  précédente ,  ne  renferment  pas  le  moyen  mou- 
vement t  de  la  Lune  dans  leurs  argumens,  et  sont 
comprises  comme  elle,  par  conséquent,  dans  le  cas 
d'exception ,  n°  9. 

Nous  supposerons ,  comme  dans  le  cas  précédent , 
que  la  caractéristique  £  se  rapporte  à  l'excentricité  e' 
de  l'orbe  solaire  et  aux  quantités  qui  en  dépendent. 

En  faisant  simplement,  ce  qui  suffit  ici,  Jr= — r*&  - , 
on  aura 

35  i5 

Sr  =  —  -£■  m  ee'  cos  (a$  —  9  —  9')  -h  -rr  m  ee'  cos(a  £  —  9  H-  9') 

t       35  i5 

■+-  -5-#»c*c/cofl(aÇ— aç>  — ç?')  —  -g-  me*  e'cos  (39  —  af  -+-9'). 


On  a  d'ailleurs 


=  1  —  e  cos  9 cob  ay  —  -j|-  w  e  cos  (af  —  9) , 


d'où  l'on  conclut 

/     35      35  io5\         ,    ,        ,  „ 

roV=^     -8--^ïg=      -jg-j  «''  «' cos(a|  -  aP  -  9') 


et  par  suite 


— j —  —  -y  i»«  e1  e'  sm  (aÇ  —  a?  —  9') 
—  1-    m"  e1  e'  sin  (a|  —  29  -+-  9'); 
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on  tire  encore  des  valeurs  précédentes 

dràr       /      35  99     .\     .  • #     •    /    * 

ir  =  (  iêm+  f  m)  *  e  9in(a*  ~  a*  ~  *  > 

En  retranchant  ces  deux  expressions  l'une  de  l'autre , 
on  trouve 

*d.r*r-dr*r       /      35  ,\     »    ,    •    ,   , 
^ =  ^-jgm-h^m'J  e»  e'  sm  (a|  -  2?  -  y') 

d'où ,  en  différentiant ,  on  conclut 

dJzd.rfr  —  drir)        /    io5     .        2697     ,\     ,     ,  ,    „  ' 
d? i=  (   16  W  -    *TW)  e    e   C08<a*  -  a?  *  '  > 

"*"  V    Tô"1'"*"   îS  m')  **  e'  ^ (a*  -  a?  -+•  ?')• 

Le  développement  des  fonctions  R  et    /  (  —  )  dt , 
n08  16  çt  18,  donne 

r= (  ^w,"h  S m') c>  * cos  (a*  - a*  -  *') 

■+■  (       -g-  m1—  5?  m')  e*V  co§(2£  -  ap  +  y'). 

On  peut  supposer  d'ailleurs ,  relativement  aux  inéga- 
lités que  nous  considérons , 

<*R  <*R       i5     t    t    .    ,  „ 
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On  aura  donc 

,dVL    ...        <*R    ,  ,       /io5    ,      i35    A    ,   ,  .    ,  v 

'   dPe  m?  +  *2P  e'co»ç>'=  ^m'-h-g7-w«je"e'8iD(2f-2P-P') 

Pour  intégrer  cette  formule,  il  faudra  multiplier 
dans  le  second  membre,  le  coefficient  correspondant 

à  la  première  inégalité  par  -L-(i-t-£/n),  et  le  coef- 
ficient correspondant  à  la  seconde  par  —  (i  +  f  m);  on 
trouvera  ainsi 

-mJ  y  âPe  *la*  +*&*«**  ) 

=  (- S*.-  l£mM)  *  e' coa ;&  ~  **  -  V 

"*"(""  ïSm'"1'  64  TO')  e%  *' co6(**  ~~  2?  ■*"  9')j 

ajoutant  cette  valeur  à  celle  de  m  f  l  —  j  dt  donnée 
plus  haut,  on  aura,  n°  19, 

-  /*<*"«  =  (--^m1-  ^  m«\  ^  e'  co8(a*  -  a?  -  ?') 

"*■  (       Ï6  m,—  "S"1"1)  '*  *'  C°8  ^*  ~~  2?  "*"  9''" 

On  a  d'ailleurs,  n°  i4> 

/rf'R  =  R  —  /V/"R; 

en  substituant  pour  R  et  fd"JL  leurs  valeurs,  on 
trouve 

JVb- 


KrtHHW-^H'»,]eVco'(9'-a^ 


d'où  Ton  voit  que  les  termes  en  ma  et  en  m3  dispa- 

• 
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raissent  de  la  fonction  fd'R  relativement  aux  inéga- 
lités précédentes ,  dont  les  argumens  sont  indépendans 
du  moyen  mouvement  de  la  Lune ,  ce  qui  est  conforme 
au  théorème  général  énoncé  n°  9. 

Comme  nous  n'aurons  égard  qu'aux  quantités  de 
l'ordre  m9  dans  l'expression  de  la  longitude ,  il  nous 
suffira  de  supposer  ici 

—  =  —  -g-  m  etf  cob  (9  —  9  )  ■+-  -£•  m  ee'  eos  (9  ■+■  9'} 

fît  4*9 

—  -sm^e'coBfay  —  9')  H-  -g  me* e' 008(29  —  9'} 

35  i5 

—  -g-mec'cos(a£  — 9  — 9')     -+-  -g-  mee'cosfrZ  —  9+çA>) 

35  i5 

-h-gmeVcos(aÇ— 39  — 9') g  m*» e'coi (a Ç  — a 9+ 9'}, 

-r  j- =  -  —  H-m*cco89  - -micoiaÇ-4-|m»cco8(a|-9), 

d9$*>  ai  ai 

-t—  =  —  3m*«,co«9'-|— -r-mtftf'co8(9  — 9')  — -r-mee'cot(9-h9') 

g-  m  ef  «'  cos  (af  -H  9')  4-  -g-  m  e*  e*  cog(a£  —  9'} 

35  i5 

-+-  -j  mtfe/oo8(a(— 9  —  ç>')—  -7-  me<?'cos(a£— ©-+-9'), 

f\d7)di==   4  mtco»af-|m*cco»(af-9)-^mc*cos(aÇ-a9). 

En  combinant  entre  elles  ces  valeurs ,  on  trouve 

/  Îi5  180  45    6ai\  ...   .  , 
/  3i5  180  45    a6i\  ,  ,  ,   , 


1 
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Au  moyen  des  valeurs  précédentes ,  en  observant  que 

l'on  a  ù.r—  =  ac?R,  on  formera  la  suivante  : 

En  substituant  cette  valeur  et  celle  de  la  fonction 

r d*~  T      ^ans  'a  f°rinu^e  (*6)>  e*  supposant 
h  =  i ,  on  trouve 

[/   io5      io5         3i5\    ,  "1 

*(-*-s-*)-J"-w-H-" 

mais  en  ne  considérant  que  les  deux  inégalités  dont 
nous  nous  occupons,  l'expression  de  la  longitude  t>, 
n°  29 ,  donne ,  en  la  différentiant , 

—     w{  i m)  &4i  **  ?'  cos  (a£  —  a?  -H  ?')• 

En  comparant  cette  valeur  à  la  précédente ,  on  trouve 


io5  577    , 


Tome  IV. 


j3 
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33.  La  même  formule  (16)  va  nous  servir  à  calculer 
les  coefficiens  des  inégalités  dépendantes  de  la  paral- 
laxe solaire  qui  ont  pour  argument  Ç  —  9/  et  |  —  y  —  ç% 
et  qui  se  trouvent,  comme  les  précédentes,  comprises 
dans  le  cas  d'exception  énoncé  n°  9.  Commençons  par 
la  première. 

Nous  supposerons  ici  que  la  caractéristique  &  se 
rapporte  aux  quantités  relatives  à  la  parallaxe  so- 
laire, ou  qui  sont  multipliées  par  le  facteur  très  petite, 

dans  l'expression  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude. 
Comme  on  néglige  le  carré  de  cette  parallaxe,  on 

peut  faire  âr  =  —  r2  â  - ,  et  par  suite 


r3r  =  -—  r1^  - ,     drSr  =  —  rWrà  -.  (m) 

r  r  v    ' 


Au  moyen  de  la  valeur  de  -  obtenue  précédemment 
n°*  1 5  et  a6 ,  on  forme  aisément  la  suivante  : 

r'=i  +  (  — 3-^--mt^---2^m•)  e  cos  * 
\  a  120      / 

-  ^w'4-  ^m«)  co»2* 

/     A5         36o    ,      iooa5    ,\  , 

3 

~~  76  m'  e  "*W  "*"  F>ï 


>*-?) 


d'où,  en  différentiant,  on  tire 


r*dr  =  M  — -m"—  ~ jT1»')  e  »*n  9  "+"  (am'~+"Tm,)  8ÎnaÉ 
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On  a  d'ailleurs ,  par  les  nM  cités , 

's 

.1       /     i5         5t    .       5817    ,      117755    A« 

+  (-T"- W",,)?'M,(l"h?) 
+  64m\?  ••• 5 f  -  ^m  ?  co* (,f  -  ?)- 

En  combinant  ces  valeurs,  on  forme  les  suivantes  :  . 

,,i       /A5         3339,     9*657    . \« 

(rTr)*?-(È-S^-9-*3(f-)?  — ('-rt. 

En  différentiant  ces  valeurs  on  en  conclut ,  en  vertu 
des  équations  (m) , 

UKrtr  »(grf  +  ^*+ »«*)*.  ï.  .  «o.<|  -  ?), 

En  retranchant  la  seconde  valeur  de  la  première,  on 
trouve 

(i5   ,     387    ,     »8a7    A 
^-  r~ (  ,iW 

le  développement  des  fonctions  R  et  -r-  a  donné ,  n06 1 6 
et  17, 

»     /     i5    t      765    ,      i3i37    .      io38333    ,\  «  ,„         , 

\      16  7â8  5ia  819a        /  a'  v  r/' 

dR      /     i5     ,      675    ,      755i      4  ,   4<>3955      \a 

</*•       \     16  ia8  r)ii  819a        /  a'  v*        r/ 

i3. . 
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En  multipliant  cette  dernière  valeur  par  le  facteur 

m  /        3  i43     t       5475    A 

1—  m  —  e  \        4  3a  ia8      /' 

on  aura,  n°  18, 

r(d&\.      /*5    ,     765    ,      i3aai    .      1151117    An  "  x 

En  substituant  cette  valeur  et  celle  de  R  dans  la 
formule 


/*«-«+-/(*)*• 


on  trouve 


///     i5     i5       \    .      /     765     ;65       \    iN 
i(-^T6=0)m,^(-^fa8=0)W) 
j#»       /  /      *3»57      i3aai       ai  \     .        f  *  ,„      .  ,lv 

I  /     io38333       ii5iii7      704a  \     ,1 

Les  termes  en  /n1  et  en  m%  disparaissent  de  cette 
expression ,  ce  qui  est  conforme  au  théorème  gé- 
néral relatif  aux  inégalités  dont  les  argumens  sont 
indépendans  du  moyen  mouvement  t  de  la  Lune. 

En  calculant  séparément  les  deux  fonctions  que 
nous  avons  désignées  par  R'et  R",  n°  16,  j'ai  trouvé 

n,       /      i35     ,       6S43     .       149371      \a 

\      3a  a56  k»4       /  a'  v*        r" 

_„   /   i5  t      aa5  ,   549  4   i5G635  A  «     ,r    , 
\   16     ia8     5ia      819a   /  «'     v    r/ 

d'où,  en  vertu  de  l'équation 
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j'ai  conclu,  n°  16, 

rfR       /     45    ,      1755    .      a57*5    .      ioaoo3i    A«  ,„        s     ,_ 

«r        \      16  128  5ia  819a         /a'  vv       ./     \  / 

En  observant  que  l'équation    rdr=  —  r*&  -  donne 

—  =  —  râ  -,  j'ai  trouvé,  d'après  la  valeur  de  &  -, 
n°*  1 5  et  26 , 

oV      /      i5  81     ,  5657Aa 

r       \      16  16  a56       /  q! 

(i5  i5o3  .      17760    A  «             ,.           x 

3a  a56  1024      /  « 

/     a5    ,       55     A  a  .  „ 

On  a,  d'ailleurs,  n°  16, 

dR     m1      17g  4   /    ,   i35  ,   5oo3  A 

<*r    2    4&      \       10      19a   /     r 

"*"(  ï"',"+"T6m4)  €C0§(a*  ■+■  ?) 
-^^'«,  «  coa(4*  -  9). 

En  combinant  ces  valeurs,  on  tronvera 

t(*M-3--*H3-)5-«- >•  "» 

La  valeur  de  dvy  nm  29  et  3o,  en  la  diftérentiant , 
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donne 

d.Sv       /   i5    3q  ,   53go  A  a 

/   75    861  _   61627  A  a 

/  *535  s  66655  A  a     ...    , 

On  a  d'ailleurs ,  n°  1 8 . 

/(£)H-ï--^-)<~HM-~?)<"' 

-h(— -h   yj   eOOi(a*  -h  p) 

i5 
~h^  m1  <?  co*(4Ç  -  ?). 

En  combinant  ces  valeurs  on  trouvera 

w(?)-et'+s?-*î9f-)j-«-*  <" 

En  substituant  les  valeurs  (a),  (fc),(c),  (rf),  (e),  dans 
la  formule  (16),  n°3i,  on  aura 

/     i5      45      i65\    , 

/M7     i255_M5_^5_»a2\     , 
r\a56"^  64       ia8     ii8~  a56  7  m 
/    rajfag        63       ffiaS       ioojS5 
<*.*•     1/     /       «<»4        «as"4"   «56         ioa4 

'^-^-^ 

47845       a46y)3^570567 

1024       2048        il     " 
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On  a  d'ailleurs,  d'après  l'expression  de  la  longitude, 

n°a9,-^-=(i  —  in~-c) bnh  -je  cos(Ç  —  y);  en  com- 
parant ces  deux  formules  et  en  observant  qu'on  peut 
faire  ici  t  =  1  +  -=- ,  et  que ,  d'après  la  valeur  donnée 
plus  haut  du  facteur  — ,  on  a 

on  trouvera  enfin,  toute  réduction  faite, 

*--   ^m""isrm    T^rm     16M4  m 

Déterminons,  gaitun  calcul  semblable,  le  coeffi- 
cient de  l'inégalité  dépendante  de  l'angle  £  —  <p  —  9'. 

La  caractéristique  £  étant  toujours  supposée  se  rap- 
porter aux  termes  multipliés  par  le  très  petit  coeffi- 
cient—,, d'après  les  résultats  obtenus  n°  26,  soient 
simplement 


*r  =  -  IjyV   eo»(|  ~  F')  -  \j*  «»(l  +  ?'), 
dr  =  dt  I  <?  sin  ç>  -h  -£•  m  <?  sin  (a  £  —  ?)  I  » 

on  en  conclura 

*'r  =  (-I-ï  +  ss=-©"?#fl*,l,l(r">"f,)î 

d'où ,  en  différentiant , 

-  d.{drir)  =  -  ^m»  ï,  ee>  dt*  cos  (*  -  f  -  ?'). 
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Le  terme  id*.rdr  de  la  formule  (16)  ne  donne 
aucun  terme  de  Tordre  m2  ;  on  peut  donc  ici  en  faire 
abstraction. 

D'après  la  valeur  de  -,  nw  1 5  et  26,  on  peut  sup- 
poser encore 

oV  =  —  -  *-  e'  cos  (£  -+-  ç>')  -  j  J  et'  cos  (Ç  -H  ç>  -+-  ?'). 

On  a  d'ailleurs,  par  les  formules  du  mouvement  dans 
l'ellipse  r  =  i  +  e  cos  <p  ;  en  combinant  ces  valeurs  on 
trouve 

-  =  -  ^  -,  e1  cos  (£  h-  ?')  -  -  -  ee'  cos  (Ç  -H  ?  +-  ?')• 

En  vertu  du  n°  16 ,  on  a  •    % 

r-j—  =  aR  =  -  m'  cosa£  —  -  m"  e  cos  (a£  —  p)  ; 
dr  a.  il 

d'où  l'on  conclut 

?(^)-(-£*S-i)-J—«-'-^ 

La  valeur  de  v,  n°*  29  et  3o ,  donne  en  la  différen- 
tiant  les  termes  suivans  : 

T  =  i?      ^'^^tf  a"'       cos  (*  "*"  ?  ■*■  ?  ^ 
On  a  d'ailleurs,  n°  18, 

I  (  T-  )  <*'  =  7  "■'  cot* a  £  —  -  m'  *  cos  (a  £  —  f  )  J 

d'où  l'on  tire 

¥[/(#H-(S-*--S)-î— «-'-'■'• 
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dr 


D'après  la  valeur  de  r  — ,  n°  16,  on  a 


*r  —  =  -g-m1  ^  ee'  cos  (Ç  -  lç>  -  ©')• 

Enfin  la  fonction  yV/'R  ne  renferme  aucun  ternie  de 
Tordre  m*  relativement  à  l'inégalité  que  nous  consi- 
dérons, d'après  le  théorème  général  énoncé  n°  9, 
qui  comprend  toutes  les  inégalités  indépendantes  du 
moyen  mouvement  de  la  Lune. 

En  substituant  donc  dans  la  formule  (16)  les  va- 
leurs précédentes ,  et  supposant ,  ce  qui  suffit  ici ,  h  =  1 , 
on  aura 

On  a  d'ailleurs ,  d'après  l'expression  de  i>,  n°  29, 
-^—  =  -ami7T-?ee/  cos  (Ç  —  ç  —  ç' ) ;  en  compa- 
rant ces  deux  valeurs ,  on  trouve 

34.  Passons  au  calcul  des  inégalités  dépendantes 
des  deux  angles  a  f'  et  a§  —  ay.  Ces  inégalités,  lors- 
qu'on y  substitue  pour  aç>'  et  a|  —  2  y  leurs  valeurs, 
ne  renferment  pas  dans  leurs  argumens  le  moyen 
mouvement  de  la  Lune ,  elles  tombent  donc  dans  le 
même  cas  d'exception  que  les  précédentes.  Mais  il 
n'est  plus  possible  d'employer  à  leur  détermination  la 
formule  (16),  n°  3i,  parce  que  cette  formule  suppose 
qu'on  peut  n'avoir  égard  qu'à  la  première  puissance 
de  la  très  petite  quantité  à  laquelle  se  rapporte  la 
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caractéristique  à7  tandis  que  dans  les  calculs  dont 
nous  allons  nous  occuper,  on  doit  tenir  compte  du 
carré  de  cette  quantité. 

Il  faut  alors ,  lorsqu'on  veut  éviter  l'emploi  de  la 
formule  (i5),  n°  27,  pour  la  détermination  de  la  lon- 
gitude ,  recourir  aux  formules  primitives  (3) ,  n° 1 ,  qui 
s'appliquent  à  toutes  les  puissances  des  excentricités 
et  de  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  sur  l'écliptique. 

La  première  des  équations  (3),  n°  1 ,  en  négligeant 
les  termes  dépendans  de  la  latitude ,  devient 

dt*         dt7        r  ' 

On  a  d'ailleurs,  par  la  formule  (1 5),  n°  27, 

(S-î)"=*[/(*W- 

* 
En  éliminant  —j-2  entre  ces  deux  équations ,  et  omet- 
tant le  terme  tout  constant  qui  nous  est  inutile  f  on 
trouve 

S-i|£*S-W»-iK/(S)*]T  "" 

1 

Cette  formule ,  qui  ne  renferme  que  le  carré  de  la 

fonction   l  l  -?-  j  dt ,  n'est  pas  sujette  aux  inconvé- 

niens  de  la  formule  (i5),  et  c'est  celle  que  nous  em- 
ploierons dans  les  recherches  suivantes. 

Considérons  d'abord  l'inégalité  qui  dépend  de 
l'angle  a  ç/  ou  du  double  de  l'argument  de  l'équation 
annuelle.  Comme  nous  pouvons  négliger  ici  l'excea- 
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tricité  de  l'orbe  lunaire ,  il  nous  suffira  de  supposer 
r  =  i  —  <?  -,  et,  en  se  bornant  aux  termes  qui  nous 
seront  utiles ,  on  aura  ainsi ,  n°*  1 5  et  26 ,  . 

r  =  —  (m*-t-^mA  cosaf  -  (hn* 4-  ^  nA  c'  eoi(aÇ  — ?') 
^|rfe~eoi(tiH-V)- 

Si  l'on  élève  aiî  carré  la  différentielle  de  cette  quan- 
tité ,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  dépendans  de 
l'angle  aç%  on  trouvera 

dr%       /  5n      \ 

D'après  la  valeur  de  -,  numéros  cités,  et  la  valeur 
de  (&  -J  ,  n°  ai,  on  a  d'ailleurs, 

,  1       /     9    ,      Î585    4      1067    A    „ 

r     \    4         <>4  ■•*      /  r 

en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 
on  en  conclut  : 

1        /     9    ,      38i3    4      34io    A     „ 

H  suffit  de  supposer  ici  h  =  i ,  et  par  suite 
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h2  =  i  —  |  w2,  ce  qui  donne     ' 

r*      \     a  3a  3        / 

Nous  avons  trouvé,  n°  i4,  /7/'R  =  R— /7/"R; 
d'où  il  est  facile  de  conclure ,  d'après  les  valeurs  de  R 
etde/V/"R,  n09  i5  et  19, 


/„.[(Hf^(-**M?)--] 


e*  cosa^ 


expression  dans  laquelle  il  n'existe  point  de  termes 
de  Tordre  m'  ou  de  Tordre  m3,  conformément  au 
théorème  énoncé  n°  9,  relativement  aux  inégalités 
qui  ne  renferment  pas  le  moyen  mouvement  de  la 
Lune  dans  leurs  argumens. 

Enfin ,  en  combinant  entre  elles  les  expressions  de 

""/(?)^et^/(?)^  dévdoPPéesn°il8cta8» 
on  trouve 


*[/(?H-«f-f-)" 


COS  2p 


En  substituant  dans  la  formule  (17)  i-  à  la  place 

de  -,  et  ensuite  pour  —,  d-t   —,  etc. ,   les  valeurs 
précédentes ,  on  aura 

\    4     4        3/  i 

«/.'       1   ?         /3qo9     3585     27     i3a3     *43     5847  \     ,  (    ,. 
*=M     ^V"Sr^"6T""^"TaT-la8=-64-  j  m   >e   ""^  " 
/i7o5     1067     a86     1067     91_i38ti\       1 
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On  peut  supposer  ici  h  =  i  —  y ,  et  par  conséquent 
^  =  i-+- y;  on  a  d'ailleurs,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
termes  que  nous  considérons,  j  =  zmb^cosiy'  ; 
en  comparant  cette  valeur  à  la  précédente,  on  trouve 

,  9      â  5751     ,      13871     4 

35.  Calcuionspar  lamêmeformule(  1 7),  n°  34,  le  coef- 
ficient de  l'inégalité  dépendante  de  l'angle  a|  —  a<p; 
c'est,  de  tous  les  coefficiens  des  inégalités  lunaires, 
celui  dont  la  détermination  présente  peut-être  le  plus 
de  difficultés,  tant  à  cause  du  grand  nombre  de 
combinaisons  qu'il  faut  considérer  dans  sa  formation , 
que  par  l'étendue  qu'on  est  obligé  de  donner  aux 
approximations ,  vu  le  peu  de  convergence  de  la  série 
qui  l'exprime. 

La  formule  r  =  (  —  -H  &- )  donne,  en  la  dévelop- 
pant, 

d'où ,  en  substituant  pour  r] ,  r* ,  etc. ,  leurs  valeurs 
elliptiques,  et  pour  <^-,  (#-)  ,  (^~)  *  etc-  >  leurs 
valeurs ,  n08  1 5 ,  26  et  a  1 ,  j'ai  conclu 

/  m'      885    ,     203153    .     1654449    ,     2054*36901    A 

\     3      12  64  i3o4  1:1288       / 
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/  m'       ig    .      5ao    ,      i4o33    ,\ 

'        5  ,   i55  ,   3ou  ,   1645060  ,\ 

.=.363,5557  ,  I— (»»-f) 

~  66355»  m  ' 

/  17  .   i5i  4   8899  A    ,  „    , 

+  {~âm ,--4T^-TT5îm)eco^a|-,-') 

+(-^m,-iiïm,)e,co'(af-t-a?) 

■t-Hm;-^m,)co*41 
+(-3*-S--^-©*)*-ui-.,>. 

Si  Ton  élève  au  carré  cette  quantité  après  l'avoir 
différentiée ,  en  ne  conservant  que  les  termes  dépen- 
dans  de  l'angle  1 1  —  a  y ,  et  en  ayant  soin  de  substi- 
tuer à  la  place  de  azo  et  aZ{  leurs  valeurs,  n°  *6,  à 
'mesure  que  ces  quantités  se  présenteront  multipliées 
par  les  facteurs  ma,  m1,  etc.,  on  trouvera,  toute  ré- 
duction faite , 

H84736  io6i683i  / 

On  a  d'ailleurs 
en  supposant 

'  *-  =  «..cosaÉ-h*,,  <?cos(a£  —  ?)  +  *.,  *' cos(af  —  a?), 


et 

1 


=  1  -h  *  cos  p  -h  e*  coi  a  & . 
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On  en  conclut 

r-^;=K  +  «n  +  «..)  «■  cos(aÇ-3,>). 

La  valeur  de  la  fonction  (  ù  -  \    a  été  développée 

n°  ai;  en  ne  considérant  que  le  terme  de  cette  valeur 
dépendant  de  l'argument  a  £  —  a  ç ,  et  l'ajoutant  à  la 
quantité  qui  précède ,  on  trouve 

(o  ^  _>_  x       5         .  ^S       4  l8l477       A 

i,4735»45m.      f»643„975&mT  l'—<**     *,,. 

a^foi*   m  5898*40  / 

On  a  d'ailleurs,  n°  a3, 

3  72  2  1096 

d'où,  en  substituant  pour  aii}a%0,  <z8l,  leurs  valeurs, 
n°  a6 ,  dans  les  termes  où  ces  quantités  se  trouvent 
multipliées  par  m*,  m4,  etc.,  on  conclut 

i02388:45mt      3aiP8495357mI  I  •  aot(a|-9f). 

3^912   m  17694720    m  / 

En  n'ayant  égard  qu'à  l'inégalité  que  nous  calculons , 
on  a ,  n°  1 5 , 

Des  valeurs  précédentes  il  est  facile  de  conclure 

/  i5    •       'S7    .      3op53    4\ 


19361504941^ 
1654^080 
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nous  avons  trouvé ,  n°  1 5  , 

'  l5«»   M5m»   i84o3.   a4o6i5  \ 

4      16      256      1024    1  c«cos(2*  -  2c>); 
22187645 m.   478i8i537      J  C  *°S(a*     ?; 

24576  m    294912  / 

en  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  précé- 
dente ,  on  aura 

/   45  .   7'3  .   189883   , 
l  ~  Tm  -•52-m~~~Ï536 
*f  *  **"   ;  7652783  .  738730319  A    .  _  ,r      n  . 

2r"   r   2  dt*        \  i8432        44^o8     / 


f   667ll> 
\    2654 


aîzîs,.! 


26542080 

Nous  pouvons  supposer  ici,  n°  14, 

JVr  =  »  +  ./(£)*, 

et  d'après  les  valeurs  de  R  et  de  /  (  —  ]  dfc,  n°*  16  et  18, 

en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  dépendans  de  l'argu- 
ment a  £  — -  2  cp ,  on  trouve 

/333  .6327  «7935953    A 

\  »4:4^  / 

On  voit  que  les  termes  en  m2  et  m8  ont  disparu  de 
cette  expression,  ce  qui  est  conforme  au  théorème 
général  énoncé  n°  9 ,  relativement  aux  inégalités  qui 
ne  renferment  pas  le  moyen  mouvement  t  de  la  Lune 
dans  leur  argument. 

En    combinant   les    valeurs   de     —  /  (  -j-  )  d*  et 


Digitized  by  LjOOQIC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  209 

~  J  l^j- \dt7  données  n0s  18  et  a8,  et  en  ne  tenant 

compte  que  des  termes  dépendans  de  l'angle  a£  —  aç  , 
on  trouve 

*[/(?H-(S-*îS-:*!SÊ--)'-«-v»' 

enfin  la  valeur  de  i>,  n°  29,  en  n'ayant  égard  qu'au 
terme  qui  nous  occupe ,  donne 

dv 

—  =  (2  —  am  —  ac)  *i8  e  cos  (a£  —  aç>). 

Si  l'on  substitue  ces  diverses  valeurs  dans  la  for- 
mule (1 7  ) ,  on  aura ,  après  les  réductions , 

,/        nl     45  1   7l3  ■   '81891  .   G658i3q  . 

557487663  ,   ai5833ao86g  f 
44^368  m    a654*o8o  m  " 

D'après  les  valeurs  de  h  et  de  (a  —  a  m  -ac)"', 
n05  18  et  a3,  on  trouve 

3  m  ,    '6V   .   55°V  ,  445i85i      N 


A(a-am-a<0  ami       >  33349797^ 

\  «4576 

en  multipliant  par  ce  facteur  les  deux  membres  de 
l'équation  précédente,  on  obtient  enfin 

45         53    .      a7foi<)    .      8005G93     .      aii765ai3i     5 

i5o83{oa58ii  , 
13271040 

Les  trois  premiers  termes  de  cette  valeur  s'accor- 
dent avec  ceux  que  nous  avons  obtenus  par  une  autre 
Tome  IV.  i4 
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voie  dans  le  n°  3o ,  ce  qui  prouve  l'exactitude  de  nos 

calculs. 

36.  Calculons  encore,  de  la  même  manière, 
le  coefficient  de  l'inégalité  dépendante  de  l'angle 
a|  —  i<f  —  if'. 

Dans  l'ordre  d'approximation  auquel  nous  nous 
arrêtons ,  en  observant  que  la  fonction  fd'R  ne  ren- 
ferme dans  l'ordre  m2  et  m9  aucune  inégalité  du  genre 
de  celles  que  nous  considérons  n°  9,,  on  peut  supposer 
simplement 

dv 1  1         dr* 

7t~TT*^~r~~~ïdtï'  (lb) 

La  formule 

en  substituant  pour  rl9  r]9  r]  leurs  valeurs  ellipti- 
ques ,  et  pour  ( ^  - )  ?  ( $  -)  leurs  valeurs  n°*  26  et  2 1 , 
donne  aisément  la  suivante  : 

e*  ai 

r  =  1  —  e  cos  ? cos  1?  ■+-  -g-  m  ee'  cos  (  ?  -h  ç>  ) 

63         «       /  /n  i5 

+  gw  «?"coi,(p  -+-  aç>')       —  —  m  <?  cos(a£  —  p) 

~"  T  m  "'  coê(*S  —  ?—?')—  —  m*  cM  cos  (a£  —  a/) 
"*  (^mH_  ^mt)  ''"  C°8  <2*  -  9  -  V)i 

d'où,  en  différentiant :,  on  tire 

*fr'  2t  63 

^  =  e8iii?-+-et8ina?--g.m^'8in(?-H?')  -  ^m  «.«.'»  ejn  (?  -+-aç/) 

15  35 

-h-g-wc8in(af— î>)-h~mee'sin(aÇ-?_Ç}')^-I7ro*<?'*sin(2ç_3f»; 


/a55  1G75      \      ,. 

\37m"t~  "ïÉ"mV       stn  (a*  -  ?  -  **') 
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En  élevant  cette  valeur  au  carré  et  en  n'ayant  égard 
qu'aux  termes  dépendansde  l'argument  2 £—29— 2<p', 
on  trouve 

a55        /    a56^17     a56     64    \ 

33'm~h\       -1221  I     r*''008^*-2?-2?'). 

On  a  généralement 

Soient ,  d'après  la  valeur  de  - ,  n°*  5 ,  1 5  et  26 , 

1     i*7  /a55         lao  11     \ 

^-  =  -^m»e/»co8(af— ap')  +  ^_w-h— •  m«J  «?'»  coB(aÇ-?-a/) 

a55 

—  -g-  m*  J*  cos(af  —  aç,  —  a/), 

a 

-  =  a  -+-  a*  cos  p  -+-  2 c*  co»  ap  ; 

on  en  conclura 


[/taon     27 î55\      H 


«'  cos(  7  Ç  —  a  ç?  —  a  p') . 


En  n'ayant  égard  qu'aux  termes  que  nous  considé- 
rons ,  on  peut  supposer 

('■)  =  (".."..  H"  ".«.7)  «*  *"  cos(a£  -  a?  -  a?')j 

d'où  en  substituant  pour  a,3,  ag0,  a9,  <z37  leurs  va- 

r4.. 
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leurs,  n°  26,  on  tire 

(«ly-HS-Ç-S)-"— <*-"—"• 

On  aura  donc ,  en  réunissant  ces  valeurs , 

i   Ta55    /  ai33   3885     3oo9\  /l   .   ,  „ 

dr7  1 

En  substituant  enfin  à  la  place  de  -^  et  de  — ,  les 
valeurs  que  nous  venons  de  trouver  dans  la  for- 
mule (18),  et  en  remplaçant  -  par  le  terme  qui  cor- 
respond dans  son  expression ,  n°  a6,  à  l'inégalité  que 
nous  considérons ,  on  aura 

[/xS5     rf5       \  "1 

(•64--C=0Jm 
-(-S-ï-ar-SM 

On  a  d'ailleurs,  n°  29, 

en  comparant  ces  deux  valeurs  on  trouve 

Inégalités  du  mouvement  en  latitude. 

37.  Occupons-nous  maintenant  des  inégalités  pé- 
riodiques de  la  latitude. 

Pour  les  déterminer  nous  emploierons ,  conformé- 
ment à  ce  qui  se  pratique  dans  la  théorie  des  planètes, 


e*  «'"  cos  (i£ — açj— ap'). 
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n#  3a ,  livre  VIe,  la  troisième  des  équations  différen- 
tielles du  mouvement  troublé , 

d*z       z       dK 

dP  +  7>  =  *"  (,9) 

Cette  équation ,  dont  la  forme  est  aussi  simple  qu'où 
puisse  le  désirer,  fera  connaître  la  valeur  de  z,  et 
Ton  en  conclura  ensuite  la  valeur  de  la  tangente  s  de 
la  latitude  au  moyen  de  l'équation 


s  = .  (20) 


En  négligeant  dans  cette  approximation  les  quantités 
dépendantes  de  l'inclinaison  du  plan  de  l'orbe  lu- 
naire sur  Técliptique  d'un  ordre  supérieur  au  carré, 
on  aura ,  n°  1 , 


dK  _  l(dR\       s./  dK\ 
dz    —  r\ds  )^r\dr)' 


d'où,  en  substituant  pour  -7-  et  r -7—  leurs  valeurs, 

n°  3,  et  faisant  abstraction  des  termes  qui  seraient 
du  même  ordre  que  les  quantités  que  nous  négli- 
geons ,  on  tire 

4R  m'rs       3m'rs        ,         ,. 

*   =-— pr  cos("- '>• 

L'équation  (19)  devient  ainsi 

d7z       z        m'rs        3  m'rs 


dt> 


cos(v  —  (>')  —  o  (21) 
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Le  dernier  terme  de  cette  équation  ne  produisant , 
dans  l'expression  de  la  latitude,  que  des  inégalités 
dépendantes  de  la  parallaxe  solaire  ou  multipliées  par 

le  très  petit  facteur  — ,  nous  en  ferons  d'abord  ab- 
straction; en  substituant  pour  rs  sa  valeur  *,  l'é- 
quation qui  détermine  cette  dernière  quantité  devien- 
dra simplement  ainsi 

ou  bien ,  en  faisant 

z        m'z 

n  étant  une  fonction  périodique  qu'on  doit  regarder 
comme  une  quantité  toute  connue  dans  chacune  des 
approximations  successives,  puisqu'en  effet  sa  valeur, 
comme  on  le  verra,  dépend  de  quantités  déterminées 
par  les  approximations  précédentes,  on  aura 

d*z 

—  +  *  +  *  =  <>.  v*3; 

Les  inégalités  du  mouvement  en  latitude  se  trou- 
vent ainsi  dépendre  de  l'intégration  d'une  équation 
linéaire  de  même  forme  que  celle  qui  détermine  les 
inégalités  du  rayon  vecteur,  naio,  et  qui  s'intégrera 
par  conséquent  de  la  même  manière,  dès  qu'on  aura 
effectué  le  développement  de  la  fonction  n. 

Or  en  supposant,  comme  nous  le  faisons,  le  demi- 
grand  axe  n  de  l'orbe  lunaire  égal  à  l'unité,  on  a, 


Digitized  by  LjOOQIC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  2i5 

n°  8 ,  m!  =  m2a'*  ;  on  aura  donc 

/  i        mW3\ 

*  =  »(h  +  — }' 

expression  dans  laquelle  on  substituera  pour  ^  sa 

valeur,  n°  5 ,  et  pour-^  sa  valeur  résultante  de  l'ex- 
pression du  rayon  vecteur  dans  l'orbite  troublée 
de  la  Lune,  trouvée  précédemment,  la  seule  va- 
leur —  =  i  étant  exceptée.  Quant  à  la  quantité  z  qui 
entre  dans  l'expression  de  n ,  on  substituera  d'abord 
à  sa  place ,  dans  la  première  approximation ,  sa  va- 
leur elliptique,  et  Ton  déterminera  jrinsi  toutes  les 
inégalités  de  z  dépendantes  de  la  première  puissance 
de  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  à  Yécliplique  vraie, 
qui  éont  d'un  ordre  inférieur  à  m8.  On  substituera 
ensuite  dans  la  fonction  ?r,  à  la  place  de  z ,  sa  valeur 
résultante  de  la  première  approximation ,  et  en  in- 
tégrant l'équation  résultante,  on  aura  une  seconde 
valeur  de  z  exacte  aux  quantités  de  l'ordre  m4  in- 
clusivement, et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  soit 
arrivé  au  degré  d'approximation  que  l'on  veut  at- 
teindre. 

D'après  cela ,  en  faisant  abstraction  des  quantités 
dépendantes  de  l'excentricité  de  l'orbe  lunaire ,  on  a 


3  ,1  _+,(,i)V  (.i)'. 


si  l'on   ne  considère  que  la  partie  non   périodique 
de  cette  expression ,   et  qu'on  substitue  pour  &  - , 
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(&  H  ,  (&  ij   les  termes  tout  constans  que  renfer- 

ment  les  valeurs  de  ces  quantités,  nm  i5,  a6  et  ai, 
on  trouve 

On  a  d'ailleurs ,  en  faisant  abstraction  des  termes  dé- 
pendans  de  l'excentricité  de  l'orbe  solaire,  ^  =  i;  en 
supposant  donc 

ou  simplement 

3  — 

v  =  -  /w7  «  -+-  Q , 

en  faisant,  pour  abréger, 

~i  «  ^       .        55      .         3l5û     â         I0O7      . 

16  a>4  144  36 


l'équation  (a3)  deviendra 

■-Mh+-»^4-Q==o,  («4) 


la  quantité  Q  qui  entre  dans  cette  équation  devant 
être  déterminée  par  la  formule 


/ 1       jïiV»\ 

Q  =  *(r3  +  —  ). 


dans  laquelle  on  substituera  pour  z  les  valeurs  don- 
nées par  les  approximations  successives,  et  pour  — 
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et  —  les  termes  simplement  périodiques  que  renfer- 
ment les  expressions  de  ces  deux  fonctions. 

Considérons  maintenant  les  termes  de  l'expression 
de  z  dépendans  de  la  parallaxe  solaire ,  ou  qui  sont 

multipliés  par  le  très  petit  facteur  %.  Si  dans  l'équa- 
tion différentielle  (ai)  on  substitue  pour  m!  sa  va- 
leur maa'8,  n°  8,  et  pour  rs  sa  valeur  z ,  on  trouve 

d'z  fi        m'ai3      SmWt/a\  1 

formule  qu'on  peut,  comme  précédemment,  mettre 
sous  la  forme 

^  +  z(lHJ-^-+-Q=o,  (a5) 

la  fonction  Q  devant  être  déterminée,  dans  ce  cas, 
par  l'équation 

dans  laquelle  on  substituera  pour  — ,  ^,etc. ,  leurs 
valeurs ,  abstraction  faite  de  la  partie  non  périodique 
de  la  fonction  —  H ^-,  qui  est  déjà  supposée  com- 
prise dans  l'équation  différentielle  (25). 

38.  Cela  posé ,  concevons  la  fonction  Q  développée 
en 'une  suite  de  sinus  d'anglçs  proportionnels  au 
temps  t  et  dépendans  des  mêmes  argumens  que  ceux 
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qui  forment  l'expression  de  la  latitude  dans  le  mou- 
vement elliptique ,  et  d'argumens  nouveaux  résultant 
de  la  combinaison  des  termes  périodiques  de  la  va- 
leur de  z  avec  les  termes  de  même  nature  qui  entrent 

dans  l'expression  des  fonctions  -^,  ^  et^f-,  j  cos(*  — r'). 

Représentons  parQ,le  coefficient  du  terme  qui  dépend 
de  l'argument  portant  le  n°  i ,  en  sorte  qu'on  ait 

Q  =  Q»«  /  «n»  +  Q...  /8ln  (?-*-«)■+-  Q.o.  •/  «n  (ç,  -  «)  h-  etc. 

<io«)  (»o«)  (i»9) 

Chacun  des  termes  de  cette  suite  produira  un 
terme  correspondant  dans  l'expression  de  la  fonc- 
tion 2,  et  par  conséquent  dans  l'expression  de  la 
tangente  s  de  la  latitude ,  on  pourra  donc  prévoir 
h  priori  la  forme  des  séries  qui  représenteront  ces 
différentes  quantités.  D'après  cela ,  soit 

*  =  em  y 8in  * 

-4-  cIM  e  y  ain(ç>  -  „f 
+  ct„  e  y  «in(p  -+-  *) 
-f-  clX9  e'  y  sin  (/  -  ,) 

-*-  «m  *'  >  »in  (?'  -+-  *) 
-f-  cllf  e»  y  sin(a?  -  ,) 
-h  cu,  *•  y  sin  (a?  -h  >,) 
-f-  c114  ee'  y  «111(9  -  p'  -  „  ) 

-+-  *n»  ee'  y  8ln(?  —  ?'  -*-  1) 
-+-  *•»•  **'  y  "n(?  ■+■  f'  —  *) 
■+■  cht  **'  y  8in  (?  ■+•  /  ■+-  ^ 

-h  cu,  e'*  y  sin  (ap'  —  n) 
-*-  rn#  *"  */  *«*(*/  -h  ïj) 
-4-  clt,  e»  y  sin  (3?  -  q) 

-h  cMl  e*  y  sin  (3?  -h  »î) 

■+■'  cm  €*  e'  V  8ÎD  (aP  "*  9*  —  •») 

-+-  ^t«  **  *'  y  8»n  (2?  —  ?'-+-*?) 

-h  rlt4  *»•  r'  y  sin  (3f  +  /  -  l) 
-+-  r,,,  r1  r'  y  sin  (a f  -h  9'  -h  17) 
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cIM  ee"  y  sin  (ç>  -  a?'  —  n) 
cI1T  ce"  y  sin  (?  -  a?'   t    *) 

«m  ""  y  »"»  (p  -+-  a/  -f-  ig ) 

clM  y  sin  (a{  -  «) 

cl8l  y  sin  (af  -+-  >,) 

cIM  e  y  sin(aÇ  -  ?  —  „) 

«m  «  y  sin(a£  —  f  -+-  *) 

clu  e  y  sin(af  -+-  ?  —  rt) 

«m  «  y  »ÎD  (»?-*-?■+-  »?) 

r,M  e'  y  sin  (a*  -  ?'  -  „) 
c„,  e'  y  sin(a£  -  ?'  -h  *) 

*•■•  *'  y 8in  (a*  ■+■  f'  -  1) 

«m  «'  y  8»n  (af  -H  ?'  H-  n) 

c,„  c*  y  sin  (af  —  a?  —  *j) 

cul  c*  y  sin(a£  —  aç>  h-  >j) 

cu,  c»  y  sin  (af  -h  a?  -  *) 

ct4J  c'  y  sin(aÇ  -h  a?  H-  1») 

eU4  ee'  y  sin  (a£  -  p  —  ?'  -  *) 

cu,  ee'  y  sin  (af  --  ?  —  9'  -h  17) 

cui  ee'  y  sin  (a£  —  ç>  -+■  9'  —  *) 

el4T  ee'  y  sin  (a*  —  ?  -4-  9'  -h  ») 

cu,  ee'  y  sin  (aÇ  -+-  9  -  ?'  -  *) 

cut  ee'  y  sin  (af  -f-  ?  -  /  -+-  n) 

c180  ee'  y  sin  (aÇ  -+-  ç>  -+-  /  —  .7) 

cl81  ee'  y  sin  (af  -h  f  -+-  9'  -4-  ») 

cl8t  e"  y  sin(aÇ  -  a?'  -  ,) 

cIM  e"  y  sin  (af  —  a?'  -h  >») 

e1M  e"  y  sin  (a$  +  a/  -  ^) 

c,„  e"  y  sin  (aÇ  —  3ç>  —  >?) 

c„,  e»  y  sin  (a*  —  3p  -h  u) 

elsr  e1  y  sin(af  -+-  3ç>  —  ,,) 

cl$l  e»  e'  y  sin  (aÇ  —  a?  —  /  ^  0) 

elM  e«  e'  y  sin  (aÇ  —  a?  —  9'  -+-  9) 

«itf  «*  *'  y  sin  (**  -n  +  p'-t) 

clêl  e'  e'  y  sin  (af  -  2f  +  f'  +  «) 
c„,  «*  «'  y  «in  (a|  +î?-9'->i) 
c,„  cf  e'  y  sin  (aÇ  +  a?  +  /  -  a») 
eli4  c*'«  y  sin  (a£  —  ?  —  a?'  —  „) 
c,„  ee'1  y  sin  (af  -  ?  -h  2/  -  ,) 
clM  ee"  y  sin  (a*  -  ?  -+-  a?'  -f-  9) 
rliT  cr"  y  sin  (a£  -h  f  —  as'  —  »?  • 
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■+■  fi«^y  sin(*  -  >i) 

-+-ci7c^y  «n(f  -h  >î) 

+  e»ije  y  *in(*  ~  9  —  *) 

■+■  citi~/e  7  8in(*  —  P  -+"») 
-+-<\ï.-|,*  7  «»(f  -H  p  —  n) 
-+-  c»*^e  7  "»(Ç  +  f  +  u) 
-+-cm^«'  7  ««(S  ~  p'  -  n) 
+  ^.t.^«'  7  «n(f  —  *'■+-*) 
-+-  cifT^re'  7  Bin(Ç  -+-  9'  —  *) 
+  «.1.^  7  s»n(*  +  p'  -+-  >») 
-H  *t»jj>y  6in(3£  -  rj) 
-*-^iio^7  «in(3i  -f-  19) 

■+■  ct»»3>c  y  8in(3*  -  9  ~  *) 
-^^...^'  7  aiû(3^  -h  9'  -  ») 
-*-  c»..  7  «n  (4*  -  *) 

-+-  cui<  7  8in(4f  —  ?  —  „) 
-hc1Me  y  sin(4Ç  —  ?  h-  „) 
-h  cltle  y  Bin(4Ç  -h  9  —  >j) 
-*-<?,„«'  y  sin(4|  —  ?»  —  ,) 
H-  c„,  e'   y  Sin  (4f  H-  ç>'  —  *7) 
-4-clt0<?f  y   «in(4f  -  2p   -  „) 

■+•  c>n  **  7  «n  (4£  —  ap  ■+■  »î) 

•+■  cm  <*'  7  «"  (4*  —  P  —  p'  ~  *) 
+  >««'  7  «n(4f  —  .9  H-  9'  —  *). 

Nous  exprimerons  la  fonction  z  par  une  série  sem- 
blable, dans  laquelle  on   changera  simplement  les 


Digitized  by  VjOOQlC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  221 

coefficiens  indéterminés  cl05,  c408,  clo0,  etc.,  eii9l05, 
^io8>  Çio9»  e*c.  ;  de  là  on  conclura  la  valeur  de  la 

fonction  —  -j-; ,  en  multipliant  chacun  des  termes  de 

l'expression  de  z  par  le  carré  du  coefficient  qui  mul- 
tiplie le  temps  t,  sous  le  signe  sinus  qui  lui  ap- 
partient. 

39.  D'après  cela,  si  Ton  substitue  pour  — ,  z  etQ 

leurs  valeurs  dans  les  équations  différentielles  (24) 
et  (a5) ,  qu'on  égale  séparément  à  zéro  les  termes  af- 
fectés des  mêmes  sinus >  on  formera  la  suite  d'équations 
suivante. 

La  comparaison  des  termes  dépendans  de  l'argu- 
ment r?  ou  gt  —  0  ,  donnera  d'abord 

La  comparaison  des  termes  qui  dépendent  des  au- 
tres argumens  compris  dans  l'expression  de  z ,  don- 
nera ensuite 

fm'f1-*-^-  (c  -*)■]  +Q...  =  °» 

7.t  [i-H-m*-^  -htf)'J  -hQltf  =  o, 
*»••  lu--™1— (m  —  /f)«J  -h^Qu.  =  o, 

Vu»  [»  +  -™i-('n -+-*)']  -+-Q.1,  =  o, 
fi»  [■-*-à'"'"~(ac"~*) j  +  <?»■  =  °f 

*"»  f1-*--"1'-  (2C+^),J   "*-  Qui   =  O» 

*».*  [i-h-m*-  (c  -  m  -  ff/J  -h  Qm  =  o, 
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9u« 

Ï.IT 
9.M 


3    , 

iH--mf 

Q 

3    , 
H-  -m* 
a 

3    , 
a 

3    , 

a 

3    . 


?.!!    U  —  (3C 

y»i  n  -  (a* 

9..*  (i-  (a<?  - 

y.«  [i—  (a*  - 

7.M  H—  («  — 

7.i,  ['  —  («  - 

Vu.  [i—  (c  -+- 

V itt  l1  —  (c  ■+- 


3    . 
i-f-  -m" 

a 


Vu. 

y.» 
y... 
yiM 
y.» 
y... 


a 


3    , 

a 

3    , 

a 

3    , 
a 

3    , 
a 

3    , 
a 
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-(c-  m  H-*)']  -h  Q|J5  =  o, 

-  (c  -h  m  -  *)']  -f-  Q1I§  =  o, 
-(c-hm  +  *)•]  -t-Q,,,  =  o, 

-  (2W*  -  s)']  ■+■  Qu.  =  o, 
-(am  H-g/j  +Q,,,  =  o, 

-  *)*]  -+-  Q.i.  =  o, 

-*-  O'J-hQ,,,  =  o, 

-  m  -g)*)  -h  Q1M  =  o, 

■+•*  "»-«r)*l  "H  Qii.  =  o, 

2m  +  *)1!-»-  Qlt7  =  o, 

a»  H- $)•]•+■  QlM  =  o, 
-(a  -  am  -  ^«J  -h  Q110  =  o, 

-(a  -  am  -+-$)»]  -h  Qtll  =  o, 

-  (a  -  2m  -  c  -  *)*]  ■+-  Q.„  =  o, 

_  (a  _  Jm  -  c  h-  g)*]  +.  Qim  =  o, 

-  (a  -  a»n-  r  -  g)*]  +  Q1>4  =  0, 

-  (a  -  am  -f-  c  -+-  e)«J  -+.  Q,„  =  0, 
-(»-3«"-|),]+QlM  =  o, 
-(a-  3m +■*)»]  H-Q18I  =  o, 
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a 


^ 


»8-(a  - 


-m«-(a 


-m»-  (a  . 

a  v 


a 


(»■ 


'  —  (a  —  a/j 


-  -  m"  —  (a 

a  v 


21» 

3m 


-m«- 


(a  —  3m 


vu.  n 

-7.47    II' 

Vu.  C"' 
Vu.  [I- 

Vui    [' 


„..[, 

Vu.    Cl 

,,[, 

V.SS    II" 

Vu.  [1 
Vu,  [I- 
Vu.   [I  ' 
Vu.   [I  ' 

v...  fi  - 

Vl.l    !»   " 

V..,  (i  ■ 

VlM    U- 


a 
-  (a  —  m  — 
(a  —  m  — 
(a  —  3m  -h 
(a  —  3m  -*- 

■  (a  —     m  -h 

■  (a  —     m  -h 

+  ?m'-(a- 

—  (a  —  4m  ■+- 

3 

a  v 

(a  —  am 

(a  —  am 

(a  —  am  • 

(a  -  3m 

-(a  —  3m 

(a  —     m 

(a  —     m 

(a  —  3m  - 

(a  —     m 


4m 

gy] 

3c  - 
-  3c  - 
3c  - 
•  ac  - 
ac  h 
ac  - 
ac  - 
ac  - 
ac  - 


-g)1]  +Q.M  =  o,' 

*-*)']  +0u.  =  o, 

-  **    -*)']    -+-Quo    =    O, 

-  ac  H-^)«J  -h  QUI   =  o, 
-t-ac  -4j)«Jh-Qmi  =  o, 

- c  -  gr]  ■+-  q„*  =  o, 

-  *-*-*)•]  +Q«S  =  o, 

"tfl  +  Qw  =  o, 
*)«]-*-  Oui   =o, 

■    #)']■+-    0.4.     =     0, 

^'H-Ou.  =  0, 

■âryn-O...  =  », 
«r)M-r-Ou,  =o, 

-  *)']   ■+■  Ou.  =  O, 
-+"  Ou.    =   O, 

+  Ou*   =  O, 

■*)-Jh-Qim  =  o, 

-*)*n-Qu.  =  o, 

■*)■]■+-  Qui  =  O, 
"*)*]  "H  Ou.   =0, 

•«J'u-Q.»  =  o, 
■  *)"n-  O»..  =  o, 
-*)•]-«- Q...  =  o, 
■rfi  +  Q.»  =  o, 
■ér)fJ-+-Qlfi  -  o, 
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*U4    ("' 
?  HT    [I   ' 


(a 
(a 

(*■ 
■(a 
(a- 
3 


-'m' 
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-  4«"  -  «  -*)*]-+-  Q.M  =  o, 

-  4m  -h  c  —  f)«]  -4-  Qur  =  o, 


(i  —  m 


-(i 


f.7.  Cl 
9.T1  (i 
fui  f» 

f«T4  !» 
7.7.  H 
f.f.    [I 

V.If   II 

flfl    I1 

fut   [«  ' 

?..0  {»  " 
7...  («■ 
f  lit    H 

?..•    [« 

flM    [* 
flM    ["■ 
flM    I«- 
f«.7    H" 
flll    C»   « 
7...   (i 
9lM    H   " 
Vit.    H 
flM    [«" 
f.i,    f» 


-  ( 
.-( 

-( 

-(I 

-(I 

-  ( 


(3 
(3 
(3 
(3 

?m 

2 

(4 
(4 
(4 
(4 
(4 
(4 
.(4 
(4 
(4 
(4 


—  am 

—  2m 

—  3m 

—  3m 

—  3m 

—  am 

-(4 

—  4m 

—  4m 

—  4m 

—  4m 

—  5m 

—  3m 

—  4m 

—  4"« 

—  5m 

—  3m 


-  *)■]   H"  0...  =  O, 

-  m  -t-  c)«j  -h  QlI0  =  o, 

-  c  -fH-t-Qlfl  =o, 

-  e  +  jJ'l  +  Q,,,  =  o, 
-«  -^l  +  O.fi  =  o, 

-c  -*-^r),n-  QII4  =  o, 
-*-*)']-+-Qlf.  =  o, 

-+-  Q.„  =  o, 

-+•  Q.T.  =  o, 

-  *H  "H  Om  =  O, 

-*-*)*H-Qu.  =  0, 

-  c  -ri»]  +  QM1  =  o, 

-f),)  +  Q,„  =  o, 

-  4m  -  ^)«J  -h  Q|lf  =  0, 
-*  -*)']  H-0..s  =  o, 

-  *-+-tf)']-+-QIM  =  o. 

-*)']+-<?.«  =o, 
-tf)fl-r-Qu.  =  o, 

-  ac  -#)'] -+-<?,„  =  o, 

-  2C  +^]  +  Qlfl  =  0> 

-  «-*)■]  +  0...  =  o, 

-  '  -*)']  +  Q,„  =  o. 
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4o.  Développons  la  valeur  de  la  fonction  Q  qui 

entre  dans  les  équations  précédentes. 
En  faisant  abstraction  des  termes  dépendans  de  la 

parallaxe  solaire,  nous  avons  supposé,  n°  37, 

La  valeur  de  la  fonction  —  est  facile  à  déduire  de 

l'expression  de  la  fonction  -  déterminée  précédem- 
ment; en  effet,  on  a 

r{  désignant  la  partie  elliptique  de  l'expression  du 
rayon  vecteur,  et  tf- l'accroissement  de  la  fonction  - 
résultant  de  l'action  des  forces  perturbatrices.  Les 
valeurs  des  fonctions  (t-\  ?  l&-\  ont  été  dévelop- 
pées n°  21 ,  celle  de  la  fonction  (  S-\  se  trouve  nos  i5 
et  26  ;  on  pourra  donc,  par  des  opérations  faciles,  for- 
mer le  développement  de  la  fonction  — .  On  a  d'ail- 
leurs ,  n°  5 , 

a'1  O 

775  =  3  e'  cos  /  -h  ±e'%  cos  a?'  ; 

en  multipliant  par  m2  cette  quantité ,  on  aura  la  va- 
leur de  la  fonction  —^ ,  qu'on  réunira  à  celle  de  la 

fonction  -?•  J'ai  trouvé  ainsi 

r3 

Tome  IV,  i5* 
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i   mV»   /,  3  ,   iai5  .   3o45o  ,   aiao45r  A 
r3    r"    \   a     128      5ia      819a    /     r 

^(?-#-")e,co,3? 

/     63         3o5i    _       5a65     A      , 
"►"V     tt"m~i-ng4"m  ■*■  "ÏÏT  m  )  ee  cos  (?  ~~  *) 

(63         2700    ,      aoao5    A 
"  8m--§2w  "-T58-W)  "   C0,(p  +  *> 

-+-(  —  ^m— 2_m«j  <»•  e'  cos  (a?  -+-  y') 

H-  Y^m  «?'•  cos  (  ç>  —  a  f  '  )  —  -^S/n  ee'*  cos  (  p  -h  a  f'  ) 

+  $»%*+*»*+&*) '"«->> 

/45         3ai    t      17113    A    ,        ,   „ 
-+- ^ VmH"  "3â"m  "*~ "lïTm7  e  cos  (a*  "" 2p) 

(3517    ,      loox    A    t       ,  .  . 

"*■(""  8  m~~7tt     y  *?'co,  (a*  ~~  ?-+-?') 
+  (î?-,+îS«')-'-Ci*  +  f-rt 

_  HZ  TO*  *é'  cos  (a  f  h-  ?  -t-  ?' ) 

/^mM-Z^m»)  e"cos(aÇ-a?') 


3a 
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H"(iFm"*"^Zmt)  e*  e'cos(a*  - a?  -  ?'> 

aao5 

-h—m'ecos^-p) 

En  combinant  entre  eux  les  différons  termes  de  l'ex- 
pression précédente  et  ceux  de  l'expression  de  z 
donnée  par  les  approximations  successives,  et  qui 
sera  rapportée  n°  43  ?  on  a  trouvé ,  pour  la  valeur  de 
la  fonction  Q ,  l'expression  suivante  : 

^v  /  9  «   *l9~4   '3653  .   5ioo35  â  33ia366i  A 

v  \  16    64      1004     kiaa88     29491a  J  '     (l*f) 

/  3   71  .   333  ,   63oo35  4   i686i5i  A 
/  3  m*     1107  t   43835  4   1137307  A 

i5\. 
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-f-  (3-+- -m")  c*  y  sin  {*?  -h  >j) 
\        *      /  (us) 

-(  ?-+S"+%!'-')-''-('-rir') 

/       o         1587    ,      3a6i3    ,\     ,       .    ,  ,        . 

+  (     ïm+  ~W m+  Tœ-^j  "  '  ï,n  (?  -/„■•-  *> 

1     V)  333     ,      58o47    A      ,       .    .  ,         , 

+(i~,+WM')e"y'i,,(a?'<;;.;,) 
-(i^jHe',',în(a^,,,') 

/     i3      4o5    \    ,       .    ,,  , 


—  5è*  y  sin(3ç>  -h  >?) 
(m) 

-^m«e«e'y8în(af  -,'-,) 
™  (ii») 

-4___m  e*  e'  y  sin  (29  —  p'-h  »j) 
0  (iaî> 


128 


(••4) 


.i|Ëm  *•  e'  y  8in(*p  +  •/;+-  *) 


(.•5) 


81 


_  -_  m  <?«"  y  sin  (y  —  2/  —  >?) 


32 


(ti6) 


—  •^m  ee'1  y  iin  (y  —  2p'  -+■  ri) 


8 


<•»?) 


-h  k-  m  een  y  sin  (*  H-  a/  —  17) 

-+-  ^  m  e<?"  y  sin  (y  -+-  'ip'-f-  >?) 
9  (I,9> 


Digitized  by  VjOOQlC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 

/o  oqi     ,  .   8467     .      fi63i87    *\      "     î    /   *- 

(fm+l-m,+w^^wwr>8l,,(^7,r,r,?) 

/45        53f    ,     3io65    ,     41^17    A  .    ,   ^  . 

■\T6m+-gïm  m-f-i555"m + w"  )  <*' 8in  *'  7,r  +  "' 
V16       64        1024  4096     /    '     v      („r4) 

/45    _     573    ,     5^6i    A  .   ,   „ 

\tf  .»  ,aH  /  (•!$) 

/  3    .      i55    .     aao3    4     a368o    A     ,       .    ,  »         .         x 

■(-S-,+âH-S-,)"-w-(l-r') 

~\~Î6"  3â"     )       7  8in(a*  -+-  ay  -f-  iç) 

/  9  3     .     *33i5     \      f       .    ,   „  , 


«9 


Digitized  by  VjOOQlC 


33©  THÉORIE  ANALYTIQUE 

~(lgm  ^ tom*)  **  y  ainW  ""  *  +  ?'  -*-  ^ 

7gm  +ïm  "*"  ï^m7  ee  "'  8in(a*  +  ^  ~  ?'  -  ^ 

3i5 
rr  m*  ee'  y  sin(2f  -+-  ?  —  ç'  -+-  „) 

10  («49) 

"~(^w"+'Tm*'+"^îm,)  "'  y  8in(a*  +  p  +  ?'-i) 

*  ▼       '  (»5o) 

45 

+  75  m*  ee'  y  «in (a*  -h  ?  -h  f'  -+.  n) 

,b  0*0 

-(T"i+^)^y,lB(a|-c^;-^ 

5i 
_  -_  m«  e'1  y  sin(a£  —  a?'  -h  i?) 

4  (.53) 

—  ^S  m  e"  y  sin  (a£  —  3?  —  y,) 

M  (.55) 

—  f-  m  e»  y  sin(af  —  3?  -+-  17) 

32  (.  56) 

,5 
-h  -5-  «  e1  y  sin(a£  H-  3?  —  »>) 

+T^m* c,-«'  > *in(*t  -  2f  -  f'  -  ,) 

iao  (i5«) 

3,5 

—  --s  m«  e1  e'  y  sin(aÇ  -  a?  -  p'  +-  ,) 
lflB  0*9) 

-+"T?5  m*  **  *'  >  sin(2*  -  »f  +  f'  -  >î) 
ia5  (l6e) 

—  22g  m*  e*  e'  y  8ia(aÇ  -  a?  -h  f'  -+-  ») 

™  (.61) 

H-  -=-   m   e1  e'  y  sin(a$  H-  ap  —  p'  —  17) 

»  (.6.) 

—  |    m    e*  e'  y  sin(a?  -f-  a?  -4-  /  —  »») 
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10  («64) 

-h  2  w  ce"  y  sin  (aÇ  —  p  H-  a?'  —  îj) 

10  (i65) 

i35 

—  -^m  ee'x  y  sin  (aÇ  —  f  4-  ao'  -H  17) 
64  r   (,«6) 


i53 

m  ee"  y  sin  çaç  -h  f 

<'«ï> 


-gy-ni  ee"  y  sin  (iÇ  h-  p  —  a?'  —  >?) 


—  ^  m  ee'*  y  sin  (2Ç  +  9  +  2f'  -  v) 

"4  <iC8) 

\i6  ty  oiao      /  v^   ((8J) 

—  i-m*  y  sin  (4?  -h  n) 
J!2  («S4) 

-(à5™^l"")e',in(4?i..r  ^ 

-h-j^T-m»  <r  y  sin  (4£  —  f  -h  n) 
«4  (186) 

-H_m»  c  y  su,  (4|  -h  ?  —  >j) 

°*      -  <««7> 

+._.»,«  c'  y  sin  (4$  —  ?'—>?) 
**  (188) 

~2m-  e'y  sin  (4*  -+-?'-*) 


^-m«  e1  y  sin  (4?  —  2»  —  »?} 


(190) 

-+•■&- m*  «*  /  "n(4*  —  2P  4-  »?) 
<4  (.9.) 

3,5 

°4  (.9») 

,35 

—  — m1  ce'  y  sin  (4$  —  f  -h  ?'  —   v)+ 
°*  («S») 
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Considérons  maintenant  l'expression  de  la  fonc- 
tion Q  qui  dépend  de  la  parallaxe  solaire.  Dans  l'ordre 
d'approximation  auquel  nous  nous  arrêtons,  il  suffira 
de  supposer,  nD  37, 

Q  =  *[tï +  *"»■(;>)  cos  (*-,/)]• 

En  ne  tenant  compte  que  des  ternies  multipliés  par 
le  facteur  — ,>  on  a,  nos  i5,  26  et  ai , 

r   \   16     16     a56  J  a' 

H-  2-  m»  _  e  cos  (  £  —  o  ) 
16   a'  v     r' 

-t-(-Tm-^m,)^C08(^?-' 

-h^m-c  cos^  -  f) 


<»'  cos  (  £  -H  y'  ) 


/5   45  \  « 
-4-  ^7  m*  -  cos  3  i 

-H  -»  m1-,  i-  cos  (3$  •+-  p), 

IO     A 


IJ8    a' 

On  peut  supposer  ici 


ï3«'?.eo.(t-P)-î3»*-,eco.(Jt-f). 


1       3.1      3  / ,  1  \ 


r3      r*-    r       r,  \   r/ 

d'où ,  en  substituant  pour  £  et  ^  leurs  valeurs  ellip- 
tiques, et  pourtf^  h^)    leurs  valeurs,  nos  i5,  26 
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et  ai ,    et  en  ajoutant  à  l'expression  résultante  la 
fonction 

î/it^coa^  — p')  =  3/m'  ^cos£  —  3*n,-,*cos(£  —  p)H- 3m*-,  ccos  (£-+•?)> 

on  a  conclu 

;1+3„.>(,-,)=(-^-|».-iSiB.)>,f     * 

/     i35  363     A  a 

'h("""^"m""  T  m  )  a>  eCOft  (l  "*"  *> 


/i5       i35    \  a     , 


64 

En  n'ayant  égard  qu'aux  ternies  indépendant;  de  la  pa- 
rallaxe solaire,  on  trouve,  comme  on  le  verra  n°  43> 

-h  ^  m  <»  y  sin  (i  £  —  s  —  t>)  -h  -p  wt  e  y  sin  (a  £  —  p  -h  rç) 
H- -j^m  e  y  sin  (af  h-  9  —  >»). 

La  combinaison  de  ces  deux  valeurs  donnera 

,[l+3<,co.(,-,)]  =  (   g.-S-'H.^)^-»-,) 

\   3a     3a     1034  J  a"      v* 

/  i35    93  ,\«    .  /y 

/   45     i5p  A  a  .     /y 
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/i35      ,  653i    A  a         .    ,„ 

3l5     «  •    t> 

/i5       i35    \a     ,       .  , 

(i5      i35    \  « 
T ~ "75"  "V  «'  e' y  8in  (*  "+" *'  +  *> 

"  556  m*  I' y  8in  (3 *  "~  ^ ■*■  ^g  m%  ?  /  8in  ( 3 ?  ■+•  *) 
2355       a  £5      a 

Une  première  approximation  donne 

a      /     45  i4a5    An       .    ,„       ,      /     i5        85    A«       .    tt 

On  a  d'ailleurs ,  n°  4o , 

1  45 

-  =  3  m1  cos  a  £  H-  3  e  cos p  -h  -—-  m  ecos  (2$  —  ?)• 

La  combinaison  de  ces  valeurs  donnera 

*        45     ,  «        .    ,„         s        i35        a  . 

h  =  64  m  J' y  "n ( *  ~ ^ "•"  6f  m  «T'  >""n ( f + ^ 

(i35  m5    ,\«         ...  . 

-  64  "—  TT"7^'3',w(|-'-,|) 

+  (~  Hm-5jm,)î'e>"in^-î'  +  ') 

/       135  4275    ,\a  .    ,,  , 

-+-{-  T§4"m_^T",7ï'  •>•«(«-»-?- 1) 

-  g7  *  -,  e  y  Bin  (f  -+-  ?  -+-  *)  —  -g-  m"  -  e  y  sin  (3  £  —  j;  —  „). 

Cette  valeur  doit  être  ajoutée  à  celle  de  la  fonction 
z  -^  -+-  3ma  ^7  cos(*>  —  *>')  I,  trouvée  plus  haut,  pour 
former  la  valeur  complète  de  la  fonction  Q.  On  ob- 
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tient  ainsi 


00) 


v      \Z*  a56  io»4      /  «'  '  \xtt 

32     a  (•?»> 


»  *  («7») 

i-m-,  e  y  8in(£  -h  p  -h  ,) 


07  4) 


45      a 

M      a  («7  6) 

/i5  i35     \  a     ,        .     ,„ 

/i5  i35    \  a    ,       .    .,  ,         , 

a:x>  a  (.79) 


45 

("•0 


§7    »  -,*'/  sin  (3f  +  ?'  —  ■»)■ 


En  comparant  les  valeurs  précédentes  de  la  fonc- 
tion Q  à  celle  que  nous  lui  avons  supposée  n°  38 ,  il 
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sera  facile  d'en  conclure  les  valeurs  des  quantités  QI0J> 
Ql08,  Ql09>  etc.,  qui  entrent  dans  les  équations  de  con- 
dition du  même  numéro. 

4i.  Cela  posé,  si  dans  l'équation  (26)  on  substi- 
tue pour  m2  sa  valeur,  n°  37, 

*    — ;         ,       3      ,       55     ,       2i5a     .       1007    , 

et  qu'on  remplace  Ql05  par  la  quantité  que  cetle  lettre 
représente ,  on  trouvera  d'abord 


a     32     16     96      aj     B  / 
c>  ,   219  .      i3G53  .   5ioo35  .   33i23G6i  , 
16     04     1024      12280      291912 


(^7) 


Le  coefficient  çl05,  dans  cette  équation,  pouvant  être 
choisi  arbitrairement ,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit 
n°  1  a,  ce  qui  paraîtrait  le  plus  simple  serait  de  disposer 
de  cette  constante  de  manière  à  ce  que  le  terme  dépen- 
dant de  l'angle  y?  fût  le  même  dans  les  formules  du  mou- 
vement troublé  et  dans  les  formules  du  mouvement 
elliptique,  c'est-à-dire  de  la  déterminer  par  la  condition 
que  les  termes  dépendans  de  cet  argument ,  introduits 
par  l'action  des  forces  perturbatrices ,  se  réduisissent 
d'eux-mêmes  à  zéro;  mais  les  géomètres  qui  se  sont 
les  premiers  occupés  de  la  théorie  de  la  Lune,  ayant 
exprimé  sa  latitude  en  série  de  sinus  d'angles  pro- 
portionnels à  son  mouvement  vrai ,  c'est  relativement 
aux  formules  développées  dans  cette  hypothèse ,  qu'ils 
se  sont  imposé  la  condition  que  le  coefficient  du  terme 
dépendant  de  Y  argument  de  la  latitude  fut  identique- 
ment le  même  dans  l'orbite  elliptique  et  dans  l'orbite 
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troublée  ;  cette  condition,  une  fois  satisfaite,  détermine 
la  valeur  de  la  constante  qSOi,  qu'on  obtient  en  con- 
vertissant les  formules  relatives  à  la  longitude  vraie 
de  la  Lune  en  formules  développées  par  rapport  à  sa 
longitude  moyenne;  on  trouve,  dans  cette  hypothèse, 

m%       5n      .      ioAi?     A      73o33     . 

Gomme  cette  valeur  influe  ensuite  sur  l'expression 
analytique  des  coefficiens  de  toutes  les  autres  inéga- 
lités du  mouvement  en  latitude ,  ce  sera  celle  que 
nous  adopterons  ici ,  par  les  mêmes  raisons  qui  nous 
ont  déterminé  dans  le  choix  des  constantes  arbitraires 
qu'introduit  l'intégration  des  équations  différentielles 
du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude ,  et  pour  rendre 
plus  facile  la  comparaison  de  nos  formules  à  celles 
qui  ont  été  obtenues  par  d'autres  méthodes.  Il  est 
essentiel ,  au  reste ,  d'observer,  comme  dans  le  n°  12, 
que  la  valeur  arbitraire  que  l'on  donne  au  coeffi- 
cient 04O5  ne  fait  simplement  qu'altérer  la  valeur 
numérique  de  la  constante  y,  qu'on  doit  substituer 
dans  les  formules  du  mouvement  troublé,  et  qui  se 
déduit  directement  des  observations  ;  il  sera  donc  éga- 
lement facile,  d'après  ce  qui  a  été  dit  numéro  cité, 
de  convertir  les  formules  obtenues  dans  une  certaine 
hypothèse  faite  sur  la  valeur  de  la  constante  qh061  en 
formules  relatives  à  toute  autre  valeur  assignée  à  la 
même  constante. 

Cela  posé,  la  valeur  précédente  de  yl05  donne 

1  m*        57      _       io'i8û     . 

=  »  "*■    r"  —  T^s.  m         -7âz£  m  • 

<1x«s  6        128  4fv>8 
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Si  Ton  multiplie  par  ce  facteur  les  deux  membres 
de  l'équation  (27),  on  trouvera 

-  9  m,  ,  «9    ^74q    5i3g6S    32959213 
,  16     64     1024     12288     29491  2   ' 

d'où  l'on  conclut 

.    ,  3  ,   9  s   x*7  4   10229  s   237613  ,   8420077  . 
5      a     16     64      1024      12288     394912 

et  par  suite 

0  4  32  128  2048  24576  589824 

Cette  valeur  détermine  le  mouvement  moyen  des 
nœuds  de  l'orbe  lunaire. 

4?.  Si  l'on  substitue  maintenant  pour  c9  g  et  m*  leurs 
valeurs,  et  qu'on  remplace  les  quantités  Q408>  Q<ot> 
Qi  109 Qmi  etc>  Par  'es  fonctions  que  ces  lettres  re- 
présentent dans  les  autres  équations  de  condition  du 
n°  39,  on  formera  les  équations  suivantes  : 


/   3  t   81  4   269  A   3  â  71   ,   333  ,  6! 


63oo35 
2288  ' 


i686i5t  . 


3   m1   1107  , 


/  •»   3  .  117  .  4335  ,  i385a5_A 

43835    1223^^-0 

I  .     33    ,      i83    A      3    ,     45    ,      4339    4 

'•••(       2m-mH-l6ra+-64mjH-4m+3in,-li8m 


53893; 
1548-  m  ~0' 
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/  1     «S    »     *55   A 

^'(-aw-m-l6m4-64w7 


•—m* =!»•-+-  -=—  m*  I  —  t  m*  —  =-  m* -4-  ^*-_.m« 

1  32  128 


6144    m-( 


^(^^^^TgZ^-S^-l^^.^o, 


»u.(-8-l-6#ii*)-<-3-(- -  m' =  o, 


/       m«\      aj  36û    ,      8g3oi     . 

l     ,     1        «'X      9         ,587    1      3a6lî    • 

fut  (4*  —  4"»*)  -+-§  "»*-»-  ■çrm,  =  0» 
*.,.(-4™-4™,)-§ro,-gjwlt  =  °> 

a  i3      Ao5 


^^m— 758TO*  =  °» 


~    fym 

i35 

= 

o, 

-^.M 

128 

t-_ 

0, 

**.*. 

i35 

= 

0, 

fui 

81 
-5W 

= 

0, 

3^.17 

27 

= 

0, 

9m 

81 

= 

0, 

3<7i»-+--|  m  =  o, 
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3  , 

âm  "  f"  ~6 


3a5o  .   60001 3  . 

rr  m 5^-r  m*  =  o, 

i44      i38a4 


9  .   67  .   5o6o5  , 


/       5    A  9         agi     ,      8467    ,     663187    4 

M'-^V  4m-17m  ~l^rm  -"6Ï4Tm     °' 

/     »      o  «7    ,            ,\       45         53i     ,      3io65    , 
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a7 
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i35 
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i5       i35 
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c  1875 
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43.  En  résolvant  les  équations  précédentes,  on  en 
tire 
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44-  A  l'aide  des  valeurs  précédentes,  il  est  facile  de 
former  celle  de  la  tangente  s  de  la  latitude.  En  effet , 
si  dans  l'équation 


on  substitue  pour  s  l'expression  que  nous  lui  avons 
supposée  n°  36 ,  pour  z  la  valeur  qui  résulte  des  cal- 
culs précédens,  et  pour  la  fonction  -  la  valeur  donnée 

n0s  i5et  26,  et  qu'ensuite  on  combine  entre  eux  les 
différons  termes  de  ces  deux  dernières  expressions ,  la 
comparaison  des  coefficiens  des  sinus  dépendans  des 
mêmes  argumens  donnera 
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CHAPITRE  111. 

Termes  dépendons  du  carré  et  des  puissances  supé- 
rieures des  excentricités  >  et  de  V inclinaison  mu- 
tuelle des  orbites  de  la  Lune  et  du  Soleil,  servant 
à  compléter  les  expressions  des  coefficiens  des 
inégalités  lunaires  développées  dans  le  chapitre 
précédent. 

45.  Nous  adopterons,  pour  déterminer  les  termes 
dont  il  s'agit,  la  même  marche  que  celle  que  nous 
avons  suivie  pour  déterminer  les  termes  indépendans 
des  excentricités  et  de  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  à 
l'écliptique. 

Inégalités  du  rayon  vecteur. 

En  développant  la  fonction  R  d'après  les  formules 
du  n°  i3,  nous  avons  trouvé 

*G-H?---îi?-)'- 
r  (5-"S-*î3!-~!9P-H 

H-  (  —r  -f-  -r  m1  e"  )  e*  cos  a  ? 
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le"      \«« 
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l-(S-*¥-*9-)-J 


e  cos  (2  Ç  -f-  9) 
no 


-  [(  S  -- $  --,§M-  U  -  -  S  -)-H«i^ 

"5 

~~  ^fi  ",*  *** *'*  cos  (7  £  ~" 2  ?) 
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"*"  (^5^w,,  e%^~Wm9/  ee'  co8(2*  —  p  —  ?') 

\4  3*  /  «       (70) 

^(-;«,*T4  +  7«,^)j,e'«»«  +  f#)--^-^««,cos(|^.?-»-/) 

V        2  4  /«  (74)  a    *  (79) 

-+-  45  m»  e*  co«4Ç  -  (~  m»  ef  H-  ^  m'  e'A  «?  cos(4*  -  ç>) 

*&  <B6)  \   3a  62  /  <«7) 

H- "5— m*  e*  e'  cos(4C  —  ?')  —  -5—  m*  e*  e*  cos(4|  ■+■  y'). 
ia  (»9)  *2  (90) 

Si  Ton  fait  abstraction  des  termes  dépendans  de  la 
parallaxe  solaire,  on  aura,  en  doublant  l'expression 

précédente,   celle  de  la  fonction   r—  ;  quant  aux 

termes  qui  dépendent  de  cette  même  parallaxe,  en 
calculant  séparément,  d'après  ce  qui  a  été  dit  n°  16, 
les  termes  qui  résultent  de  la  première  et  de  la  seconde 
partie  de  la  fonction  R ,  n°  3,  nous  avons  trouvé 

r  rr  =  (  7  m  e  -+-  -?*  m  e    )  ~  COê  ? 
dr        \4  "6  /  «'     (70) 

-+-  (  —  m*  au  -+-    ^  m1  e*  -H  -s  m1  e"  )  '   «'  cos  (  Ç •  -t-  y»'  ) 
\  4  10  /  a  ^  ^ 

~  Tfi  m'  I'  ee'  cos(*  "^  ?  "*"  *#)" 
ID       a  (79) 

Enfin ,  en  quadruplant  les  termes  de  la  fonction  R 
multipliés  par  la  très  petite  quantité  — >  on  aura  les 

termes  correspondans  de  la  fonction  r  —  • 

46,  En  développant  par  un  procédé  semblable  la 


Digitized  by  LjOOQIC 


a56  THÉORIE  ANALYTIQUE 

dç 


valeur  de  la  fonction  —  »  n°  3 ,  on  a  formé  l'expres- 


sion suivante  : 


dv 


-[(-S--ï?-M*-~*-'M-(5 

+  1  Vin '  -f-  -s—  m*  I  <?•  e'  sin©'  -f-  -r—  m*  e*  en  sinao' 

\  *  3*         /  (6)  3a  (7) 

/5    .        1035     ,\  a' 


sinif 

(10) 


c  sin(2£  —  ç?) 
00 


L-(f-*^T-)'J 


p) 


+[-Vw(?",-fw0eie,,in(af<7oa?) 


l5         a 

10  rt  (7») 


-  #  m»  e»  »in4{  +  (i*>  »,'  e*  +  ££  m«  *'»)  *  sin(4f  -  f) 

0  (86)  \    !t>  ID  /  («7) 

_2^!  m.  <.*  e'  tin (4f  -?')-+-  j  m»  <■•  r'  sio(4f -r-  f'). 


Digitized  by  VjOOQlC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  ^ 

Si,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  n°  18,  on 
multiplie  respectivement  les  différens  termes  de  cette 
expression  par  les  facteurs  suivants  : 


Ar*am«nt. 
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a/ 
af 

*f-p 

■aî-4-p 

a?-p' 
af-t-P' 
af— »p 

*-p-»-?' 

4« 

4f-p 
4*-f 

4f-i-p' 


Fwtaor  poor  l'IatécrtUon. 


J       _      I 

c'    ~  m' 
l  I 
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a_am_c  =  ,+a",-t-?'»,+r»,',-f'»,«'\ 


—3m       a  \        a         4     / 


i  i  /        m       m"\ 


i—e        3m" 
i  i 


4-4m~4' 

I        __  I 
3' 
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3-4»n 


4— 5m  "~  4' 

i  i  m 

f=3^.~~4' 


on  trouvera 


/75  8a5    ,\    ,    ,         ,      5a5 

(  ^-m*  -f-  -3^-roM  «§  •'  cos  ?'+  —  „*  e*  ^ 


C0S2ç?' 
(7) 
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i-(^*^)'-(S-+^)'-(~; 

L-(î**f-!ç-)'J    -' 

r  (3-*a,'*iSP-,)'l 

+1    \.     , ..  .  "*•  '    I  '«»(«-,') 


e  co»  (a  $  H-  f) 
<>0 


-h   7  -,  et1  cos(|  —  ?  -H  ?') 
4  *  (78) 


64  («9)  °*  (90) 

Si  l'on  considère  séparément  les  termes  de  cette 
expression  qui  dépendent  de  l'excentricité  é  de  l'orbe 
solaire,  et  qu'on  les  substitue  dans  la  formule  n°  19 

fd'K^-m     (j-U+m     E    \        JZ)  !  (Ut, 

J  L"^(ac'co8^,co8^)J 
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qu'on  remplace  ensuite  — ,,  r'  —  par  leurs  valeurs 
déduites  de  l'expression  de  R,  au  moyen  des  formules 
~  =—  ^  et  r'^  =  -  3R,  pour  les  termes  indé- 


dïl 


dK 


pendans  de  la  parallaxe  solaire ,  ou  ^p  =  —  —  et 


r4R 


r'  —,  =  —  4  R  >  pour  les  termes  qui  dépendent  de  cette 


parallaxe,  on  formera  l'expression  suivante: 

"*"  (Tgm<'t"+"8m,tf't)  <î',c0,  a?' 

-[(  S^S^SH^w-^ 

+  [(-  S  wi-  S§  w4)e'-  Î3  mV']  '  ^  <aÇ  +  f') 

10 


47.  En  faisant  abstraction  des  termes  dépendans 
de  la  parallaxe  solaire,  nous  avons  trouvé,  pour  la 

m 

dr 


valeur  de  la  fonction  a/rf'R  +  r—,  n°ao, 

=  4R  -  *fd"K, 


ou  bien 


£R 


la  première  formule  se  rapportant  aux  termes  in- 


/  • 
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dépendans  de  l'excentricité  de  l'orbe  solaire,  et  la 
seconde  aux  termes  qui  ont  pour  facteur  cette  excen- 
tricité. 

Au  moyen  de  la  valeur  de  R ,  n°  45 ,  et  des  valeurs 

précédentes  de  I 1  -=-  W/etde/W"R,  substituées  dans 
ces  deux  formules ,  on  a  formé  l'expression  suivante  : 


m'       aao5    .       iCyâoôt 


4    "W^^-jsr" 


-g — '-m' 
5ia 


m„- 


io 101 53    . 


-  I  -y  e%  —  7  m*  e'*  )  e'  cos  2  o 
\  6  4  /  (,) 

(%m*  e'+ïm1  *A  en  cos  aP' 
\  o  4  /  (7) 

(  9  m'  *'  ~  ïm'  '")  "'  coi  {p  ~  ?f) 
(  g  w' •*  -  ^m'  *")  "'  "^  (?  -»-  ?') 

-($*•*•-  2m'e'«)^cos(?-a?) 

\      a  8  ia8  5ia       / 


cosa?    ' 
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.(i5m.  +  i^m._  *£„,_  «SfcA  e„  l^Cf-rt 

5'7     1  ^       "7     .    u       i5    ,a'  I 


-  [(t--+?"-^"-)  '  -  (à-Hif -M  '  ~My> 

—  $  m«  e*  e« 


e  cos  (aÇ  -f-  ç>) 


cos  (aÇ  -  /) 
(«> 


OS) 


4  <I6) 


(- iTm'ef  ~~  *Tm' e")  e  M  (4*  s~  rt 


(•7> 

.*wi5  i35 

Quant  aux  termes  qui  dépendent  de  la  parallaxe 
solaire  ou  qui  sont  multipliés  par  le  très-petit  fac- 
teur —, ,  dans  Tordre  d'approximation  auquel  nous 
nous  arrêtons,  il  suffira  de  supposer  ici  /îi'R  =  R  7  et 
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par  conséquent , 

2     (/'R  +  r-  =  2R  4-r— . 
J  dr  dr 

Èh  substituant  dans  cette  formule  pour  R  et  râ- 
leurs valeurs ,  n°45  et  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes 
dépendans  de  la  parallaxe  solaire  »  nous  avons  trouvé 

\  4  •  10         /«  (M> 

35     ,  a       ,  , to  .  % 

-  TgW*  J,  «•'  C08  ({+f|+   f')- 

48.  Au  moyen  de  la  valeur  de  &-  ,  n-  id  et  *6r 

augmentée  des  différens  termes  résultant  des  ap- 
proximations successives  qui  servent  à  la  compléter, 
et  qu'on  trouvera  développés  dans  le  n°  53 ,  on  a 
formé  les  valeurs  suivantes  : 

(•;)-(3-*5-**SP~!S!-)' 
*(W-,+f-)- 


35?  5a5 


ecoè  9 
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(S- 


7558 


m4  h- 


SM'-O 


H-^^-^rf  +  i^rf)*. 


4096 


A-s-' 


ia8 


> 


m1^ 


263 


»  cotaÇ 


.n°t*^.§&j\* 


\5.»     3048     3949»   /   |eCo.(a{_,) 


5a5 
-*-"3r  wi'cV'cosfaf— a?) 

3885 


-[(-f^-W)]->< 

'(Ta»^W",,e,-e-gm,€',]^e'co,(e  +  p')- 

-S--^«;4r+[(Srf+§-')-'-^^].-i(4i-f) 

-i^5»' «•  «» eot  (41  -  ,')  - ^", «*  «*  «>•  (4«  +  f ')  ! 


aiS 


m**" 


*[(îMSW'-3M' 


e  toêf 


r(3f**sç-*TSF-,)*l 
1     -^-"         J 


6  cos  (a*  —  f  ) 


43875 
"2048 


m4  e'  cos  (a  £  -+■  ç>) 
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.+.  ^  ro«  e*  e'  cos  (aÇ  -  9' )  -+- |^| m*  e*  «'cos(aH-  p'J 

VVJs*lS4m  ecosî?-+-Toi4m *«'*<>•(**-?)• 
49.  Nous  avons  supposé,  n°  )3, 

En  substituant  dans  cette  expression  pour  rj,  r*, 
r* ,  r\ ,  leurs  valeurs  elliptiques  données  n°  1 5 ,  la 

seule  valeur  r\  =1  étant  exceptée,  pour  ((?  M  ,  sa 
valeur,    n™  26  et  53,  puis  en  remplaçant  (^-)  ' 

(^  -)  ,  (J  -)  ,  par  leurs  valeurs,  n°  ai,  augmen- 
tées des  termes  que  nous  venons  de  déterminer  dans 
le  numéro  précédent,  et  en  n'ayant  égard  qu'aux 
quantités  de  l'ordre  de  celles  que  nous  considérons 
en  ce  moment ,  on  a  formé  l'expression  suivante  : 

/     a35    ,  ,      a355    ,    „\    , 

+  18  m*  e*  e'  co*  ç>' 
<«) 


-(-g»'«'-|».««")«'C0S(PH-/) 


Digitized  by  LjOOQIC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  id5 


( 


co*3£ 
Oo) 

\  1034     2u48     138      108    /  an 
/3o  .   181  ,   386763  ,  ,  i7o46533  A  t 

V*      ^       3°72         737^8     /     WcO.(3*-?) 

OO 


/ 15  .   33i  t   i655<)  ,   3937263  A  ., 


l-(f-ï-^)"-§t-'    J 
■  r  (-s-s-*^-^?-)'! 

"*"■    3015    .  ^  45    ,  „   335   a» 

L   356       138         138   a"        J 


*COs(3£-»-p) 
(3  0 


e'cos(3Ç  —  ç>') 

(31) 


tf'C08(3Ç-Hç>') 
(»0 


75 

-h  -5-  m  c4  cos  (3  Ç  4-  3  y) 

»  (36) 
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H  1? m%  e%  -  ^ml  «")  «'  «■  <a*  -  ?  -  *') 

-*-(-  f m' e*  -  s  •"■  •")  «,  -  <»*  -?. + f*> 


-H  ^s-  m  c»  ^  cos  (af  -f-  ?  —  f')  «.  Ç  m  e"  c'  cos  (af  -♦-  9  4-  ?') 


"*"  M  m  **  c/,co,  (a*  ""  a*'>  -  -U-  m  *'  e»  cos  (af  -4-  a?') 
-+■  j?-  m  *•  e"  cos  (aÇ  +  af  +  a/) 

31*  (56; 


<?o> 


■*(S-"-T"")>i 

+  ^m,e'CMcU+(Wm,e,+w'»,'*-f",^)^(«7*> 

Les  quantités  que  nous  venons  de  développer  dans, 
ce  numéro  et  les  précédens,  'fournissent  tout  ce  qui 
est  nécessaire  pour  la  détermination  complète  des 
termes  du  rayon  vecteur  que  nous  avons  à  calculer. 
En  effet,  en  comparant  les  valeurs  des  fonctions 

rf'R  ■+-  r  —  et  P  aux  expressions  que  nous  avons 

supposées  à  ces  quantités  dans  le  n°  i4?  on  aura 
les  valeurs  des  quantités  que  nous  avons  désignées 
par  P,,  Pa,  etc.,  Rn  R2,  P3,  R,,  etc.,  et  en  les 
substituant  dans  les  équations  de  condition  du  n°  1 5 , 
il  en  résultera  autant  de  formules  qui  serviront  à 
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déterminer,  dans  Tordre  de  termes  que  nous  consi- 
dérons en  ce  moment ,  les  valeurs  des  coefficiens  ar- 
bitraires a0,  an  a„  aty  etc. ,  introduits  dans  l'expres- 
sion du  rayon  vecteur  <J-,  n°  i5. 

5o.  Occupons-nous  d'abord  du  coefficient  a0 ,  c'est- 
à-dire  de  la  partie  non  périodique  de  cette  expression. 
Nous  avons  vu  que  la  valeur  de  l'indéterminée  a0 
pouvait  être  complètement  fixée  au  moyen  de  l'équa- 
tion (11),  nQ  a3,  lorsqu'on  s'impose,  comme  nous 
sommes  convenu  de  le  faire  n°  5 ,  la  condition  que  le 
moyen  mouvement  soit  le  même  dans  l'orbite  ellip- 
tique de  la  Lune  et  dans  son  orbite  troublée.  Cela 
posé,  reprenons  l'équation  (i4)  du  n°  2  3  : 


h%      rd*r 
r*~  dt 


-H(£)-£/(£KM/(£H'  <-> 

On  a  généralement ,  n°  35  , 

r  =  r,  -  r\tl-  +  r]  (t  i)  '_  r\  (*!)'+  etc. 

En  substituant  dans  cette  expression  pour  r,,  r|, 
rj,  etc.,  leurs  valeurs  elliptiques,  et  pour  (^-)> 

Vj  7  (^    /  J  etc"  '  'eurs  va'eurs>  a0*  ^ï)  ^6,  4# 
et  53  9  nous  avons  trouvé 

/   m»  886  .   aoii5^  4   1654449  A 

[,   10  .   ia5  .   /i5    173  .   365o5  A  .1 
/i5    i55  .   o5849  ,   io5859i  A  , 

~  (;6m,H"  i?m7 e  cos  ('J*  ■*■ ?)  > 
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d'où  9  en  différent iant,  on  a  conclu 

En  combinant  ces  valeurs  et  en  négligeant  les  termes 
périodiques  et  les  termes  indépendans  de  l'excentri- 
cité c,  on  trouve 

rd*r  /i      3*3    t      na5    ,      8577o5    4      438i3i     A    ,  ,. 

Si  l'on  observe  qu'on  peut  supposer  ici  r  —  =  2  R , 

en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  non  périodiques  du 
développement  de  la  fonction  R,  n°  45,  multipliés 
par  e2,  on  trouve 


rfR       /3    ,      w5    ,      i675i    4      a58o83    A   , 
<fr        \4  16  a56  1014       / 


(*) 


D'après  la  valeur  de  t>,  n°*  3o  et  57 ,  on  forme  aisé- 
ment  la  suivante  : 

du  Tu    t      85    ,      /?5        801    .      53855    A    ,1 

"M  "8      "*" ~8~     )  e  C0S  ^*  "*"  ^' 

On  a  d'ailleurs,  n05  i8et  46, 
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[3    ,      3    ,      m4       /i5    ,       i5    A    ,1 

En  combinant  ces  valeurs  et  n'ayant  égard  qu'aux 
termes  du  même  ordre  que  ceux  dont  nous  nous 
occupons  en  ce  moment,  on  trouve 

a  A-  r/dn\.        /855    _      17013    4      1075595    A    , 

Par  les  nos  28  et  55 ,  on  a 

vT       T    /  e  "*(**  —  ?) 

Cette  valeur,  combinée  avec  la  valeur  précédente 
de  la  fonction  —  /  (  -j-  J  dt ,  donne 

*[/(£)*]■-«-*¥■')'■ 

Si  Ton  substitue  les  différentes  valeurs  (a) ,  (è),  (*?), 
(d)  dans  la  formule  (m),  et  que  de  plus  on  suppose 

-  =  a0  ea,  on  trouvera,  toute  réduction  faite, 

y  _/     .     6,»  4365  35659»3  1,43477 w.  .      \   ,     ... 

Considérons  maintenant  les  termes  dépeudans  de 
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l'excentricité  ef  de  l'orbe  solaire  qui  entrent  dans 
l'expression  de  cette  même  quantité. 
On  peut  supposer,  dans  ce  cas , 

'=. -';+(*;)'- (*;)V  etc.; 

et,  en  substituant  pour  à-,  (&  -j  ,  (^H  >   etc., 
leurs  valeurs,  n08  ai,  26,  48  et  53,  on  trouve 

"(am,-|-Irm,)c'C0,{af-?') 

-h(?-HSw,)tf'cos(îiç-i-^)i 

d'où,  par  la  différentiation ,  on  conclut 

-  /  am*+  ®nA  4  cos  (a*  -h  9'). 

La  combinaison  de  cette  valeur  avec  la  précédente 
donne 

D'après  l'expression  développée  de  R ,  n°  45 ,  en 
observant  quer^-=aR,  on  a 

D'après  la  valeur  de  c  obtenue  par  des  approxi- 
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Mations  successives,  nM  3o  et  57 ,  on  trouve 

du      Pu  85    ,       /55    t       1117    ,\    ,/l 

On  a  d'ailleurs,  n0*  18  et  46, 

"(ïw,+^m')e'co8(aç"?') 

d'où,  en  combinant  ces  valeurs  et  rejetant  les  termes 
périodiques,  on  conclut 

On  a  trouvé,  noi  28  et  55 , 

*/(S)-[î-*4— (îf-***)']-« 

En  combinant  cette  valeur  avec  la  valeur  précé- 
dente de  —  /  (-jû-)  dty  et  en  n'ayant  égard  qu'aux 

termes  du  même  ordre  que  ceux  dont  nous  nous  oc- 
cupons ,  on  en  conclut 
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En  substituant  les  différentes  valeurs  (a'),  (£'), 
(cr),  (df)  dans  la  formule  (m) ,  et  en  supposant  de  plus 

-  =  a0  e",  on  aura 

Nous  avons  trouvé,  n°  a3,  pour  la  partie  non  pé- 
riodique  de  la  fonction  —  indépendante  des  excen- 
tricités e  et  efj 

En  réunissant  les  trois  parties  (i),  (a)  et  (3)  de  cette 
même  fonction ,  on  aura  donc 

*•     «'   97  m<   43 m. 

/i   6u  t  4365  ,   3565913  4   1143477  ,    \  . 

La  fonction  -  est  déterminée  par  l'équation 

Si  Ton  suppose,  comme  précédemment,  à  -  =  a0e2 
-+-  aé  e",  et  qu'on  développe  cette  expression  d'après 
les  valeurs  de  4  ?  ~-  ?  <J-  >  (^  -)  >  n°*  ai,  53  et  48 , 
en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  non  périodiques,  on 
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trouvera 

i  m*       io3    .      7     . 

En  divisant  par  cette  valeur  l'expression  précédente 
de  la  fonction  — ,  on  forme  la  suivante  : 

/1611   ,     4365         3565916    ,      1143477     .    ■    \ 


*>=< 


m*      io3    4       7     , 


Pour  faire  usage  de  cette  équation ,  nous  observe- 
rons qu'une  première  approximation  a  donné 

m* 

«.  =  (0)  m*  -4-  (o)  m«,     «;=  --  -f-  (o)  m*  ; 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  termes  où  a  0  et  a  [ 
seraient  déjà  multipliés  par  m2,  soit  qu'on  opère  la 
division  indiquée ,  soit  qu'on  traite  la  formule  précé- 
dente par  la  méthode  des  coefficiens  indéterminés,  on 
trouvera 

n—,      2Mt.    '9m4      9_5 

V      19a       128        ittys*         6144  V 

\4  tg-i  ^a  V 

Tome  IV.  18 
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d'où  Ton  a  conclu 

h  —  ï!  "  4  9       j 

En  multipliant  cette  quantité  par  la  valeur  de  — 
trouvée  plus  haut,  on  formera  la  suivante  : 

h  3    4      a5    s 

/855    ,      18449    4      3614177    .      3     \    , 

La  valeur  de  la  fonction-^  /  (t-)^>  nos  *8  et  55, 
en  faisant  abstraction  des  termes  périodiques ,  donne 

Si  Ton  substitue  maintenant  dans  F  équation 

pour  —  et  pour  \  j  (  —  )  dt  les  valeurs  précédentes, 

et  qu'on  observe  que,  le  premier  membre  devant  se 
réduire  à  l'unité  lorsqu'on  ne  considère,  comme  nous 
le  faisons  ici,  que  les  termes  non  périodiques,  on  peut 
égaler  séparément  à  zéro  les  coefficiensdes  termes  raul- 


Digitized  by  VjOOQlC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  275 

fcipliés  par  e*  et  par  ef%,  on  trouvera,  pour  fixer  les 
valeurs  des  coefficiens  indéterminés  a0  et  a0',  les  équa- 
tions de  condition  suivantes  : 


i«.+ 


/855   855    \     / 18449   18440    \ 
/36i4|77  36i4i77   \ 

*"•      8m  +  V.28^8-T^;m^\--x64-+-lS-  =  '64  jw==°i 

d'où  l'on  conclut 

«#  =  (0)  m*  -h  (o)  m4 -h  (o)  m» , 

«:  =  £_  2a«._ss„,. 

4        192  3a 

Nous  avons  supposé  J-  =  a0  ea  -+-  a^  e'*  ;  on  aura 

donc  pour  complétera  valeur  du  coefficient  arbi- 
traire ao,n0  a3, 

\  4        19a  3a      /     ' 

en  substituant  de^même  pour  a0  et  a0  leurs  valeurs 
dans  rexpression^(7i)'de  h ,  on  aura  : 

m*        11      .       o    , 

*=,--3-,-ï44m-<r 

/1.611  §45    ,      895433  995aSi     \ 

/m*      i85    ,      a43    ,\    „      e' 

5i.  Déterminons  actuellement  les  termes  dépen- 
dans  du  carré  des  excentricités  e  et  e'  qui  entrent  dans 
l'expression  de  la  constante  c,  et  qu'il  est  nécessaire 

18.. 
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de  connaître  pour  pouvoir  effectuer  le  développement 

complet  des  équations  de  condition  du  n°  1 5. 

La  comparaison  des  termes  qui  dépendent  de  l'ar- 
gument y  dans  la  formule  (5),  n°  i3,  donne  l'équa- 
tion suivante  :  ' 

(c--i)(i-^àl)=c«pl^R1.  .(,; 

Nous  avons  vu,  n?  12,  que  le  coefficient  indéter- 
miné aK  qui  entre  dans  cette  équation  pouvait  être 
choisi  arbitrairement;  nous  supposerons  ici,  par  les 
raisons  exposées  n°  24  ? 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (p)9  et 
en  remplaçant  P4,  R<  par  les  coefficiens  qui  multi- 
plient cos  <p  dans  le  développement  des  fonctions  P  et 

rf'R  +  rT-,  ona  formé  l'équation  suivante  : 
/>*  +  "-&*  +  -&*  +  -&+-**** 

,  ,   N  /    8   6   96       8       128     5ia 

a    16     Vl6     Ia8      i536      8192    /    I 

Pour  satisfaire  à  cette  équation ,  soit 

4o35                                                q5A6o3 
-  -6-p  '»4  +  /  m*  **  "+-  */'  «4  *" jjjjp  m'  -h  J  m5  e«  4-  ovms  c'». 
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Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  pré* 

cédente ,  et  que  dans  les  termes  multipliés  par  e2  et  e*2, 

on  égale  respectivement  les  coefficiens  des  mêmes  puis* 

sances  de  m  dans  les  deux  membres ,  on  trouvera 

3  M  675        3 17A0        28o5555 

*  *  =  V     6=%  *•  7=      "3F'  *=      W* 
v_   9   «_   W   .,_   60963        1739^9 


4'    °  =  "'16»    V==-*"T3"'    d=— T 


12 


L'expression  deca—  1,  en  y  substituant  ces  valeurs, 
donne 


,  3    t      2*5    ,       4o35     4       a546ji3    . 

c«  =!—  ro* g-  m»—  -îjrr-  m4 2-¥-w5, 

a     16      64       1024 

/  3  t   675  .   31749  *   *8o5555  A  . 
\  4     16      128       5i2    / 

Soit  c2==  1  -+-  H ,  on  en  conclura,  par  l'extraction  des 
racines, 

c  =  1  -+-  -  H-  5  H' -h  i  H'-  de. 

Au  moyen  de  cette  formule  et  de  la  valeur  précé- 
dente de  c3,  on  trouve  aisément 

/  0  Ifa5  fr'79^  .    '7^«49    A  .„ 

5a.  Connaissant  ainsi  toutes  les  quantités  qui  en- 
trent dans  les  équations  de  condition  du  n°  1 5 ,  rien 
n'est  plus  facile  que  d'opérer  le  développement  de  ces 
équations. 
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L'équation  qui  détermine  le  coefficient  de  cos  a  <p 
dans  l'expression  du  rayon  vecteur,  en  vertu  des  for- 
mules du  mouvement  elliptique,  et  en  ayant  égard 
aux  termes  que  nous  avons  négligés  dans  le  n°  1 5 , 
devient 

at(4c*-,)+(,-J)(c«-i)  =  4c-P,-+-R,, 

formule  qui,  en  remplaçant  c%  P,  et  R,  par  les  va- 
leurs que  ces  lettres  représentent ,  donne 

3*„-+--ro  c.__m  ^=c:4^—  m  e  __m  e' j  -H-g ?m  e# 

En  substituant  de  même  pour  c,  P0,  R6 ,  P7,  etc. , 
leurs  valeurs  dans  les  autres  formules  du  n°  1 5 ,  on  a 
formé  les  équations  suivantes  : 

-am«,  =  (-^m*  e"  -|lm*  ^)  H-|m»  e'  -  ^  m»  e", 

*,.(3  —  Sm-h$m*)  =  (4— 8m-+-4m*) 
\i6  64  1024  4og6  29491a       / 

65*5  .    ,t      585  4  t  ,.  2247       . 

a56  a56  5i? 

/foS  _       i1455  .      3i5  t      aa5       f%\  *l 

\10a4           2048  128             128         /  «'• 
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\  a  8  iati  5ia        / 

(,5    i       »5o_.      /o    *      3nS    A    „ 

*(ï-*ï-)'*(S—ï-)'-*(î-*5'*)". 

=[-4-T»'-l-»,-(r*-^'-)"-(?'»*-f-)e"] 


**7 
SB 


w*e4-+-|Sm»  ^-4- 


«m(3  —  iam  •+-  9m*)  =  (4  ""  iam  ~*~  9W*) 
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*M(3  —  4m +  m*)  =  (4  —  4m  +  m1) 


3oi5       4       45        t   ,t       2*5     a*  | 


. 22  ■»•  »» 


10 


0  çj.io5 

8  «„  =      — jp-  m  e* , 

,  4. i35       , 

3fl4,  =  "^4"m     ' 


t  16.45       t 

-  *»»*t.  =       (^  m»  e«  -  ^  m«  e")  +  ^m*  S  +  ^  m*  c" , 

(m'  i5     ,    ,        i5     _   „\ 


'5    ,  ,       i5    ,  ,, 


/f»      r»    *\      //      •>    .x/*5       i35  14291    A       35    â 

a„(3-3m')  =  (4-3m')(g-1FmH-    Jj^m'j-^mS 

.  i6.i485    ,    ,      45    ,   , 

,5«..=    -l^-™  '  •*■  4™  e> 

«„ (8  -  ^m)  =  (9 -  *«)  (^m«e«+  2gm'  «« -  ^«'  ••) 
_^5m.e._435m,e„ 

— sr      —  hep       ' 

.  16.17325    .    t      525    .    t 

.                  16.4455     .    ,       ii5     .    . 
i5*i90  = ^g-  m*  c' g-m»  e'. 
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53.  En  résolvant  les  équations  précédentes,  on  en 
a  conclu  : 

*  7a  3a  ' 

•.-  6r,e,-754w> 

\a  ta  9  27       / 

/■S-,   56a  5a363     \ 

'95     _,   .<      749      ■     65a5      ,   _ 
64  iao  aso 

/385   ,      86a5    ,      io5       ,      ?5      ,.\  a« 
*  (»"'  +  5T7W  +  la"  m  '  +  3am  '  )  ?  ' 

„    _      /     463  .645o3ro,      3.49^.7 A   , 

*»-      1,     758™       laW"         147456  mr 

/     75        385   ,^4ti64f   ,     35a3a322    \   „ 

.._      (^m+5^mt  +  33^M.^54»^a,mA    , 
•'  \  64  a56  4096  345760      / 

/     ,65  995  5gfao5     \  4i^ 
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/35        790  ,      loafiSi    ,     3368663    A   , 

(m*      701     A    „       i<x)5  i5       ,    .       ?5     «* 


8m  e   , 
«mœ      10  me», 

3i5       t      6i5        fi 

î)45      .      ,5      ,. 


4o5       t 

*»4t— —  ^glW  c    , 

io5        .      i5        lt 

*'4        16e  ^4*  ' 

io5    ,    . 

«..=    -y-        • 

•'  \  5ia  io'i4      /  tatf  * 

im5  3i5     ,    t 
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Inégalités  du  mouvement  en  longitude. 

54-  Déterminons,  au  moyen  de  la  formule  (i$), 
n°  27,  les  inégalités  de  la  longitude  correspondantes 
aux  précédentes. 

On  a ,  n°  cité ,  - 

ra       r\        r,     r        \   r) 

En  substituant  dans  cette  formule  pour  —  et  — 
leurs  valeurs  elliptiques,  n°  5 ,  pour  J-  les  valeurs 

qui  résultent  des  calculs  précédens,  et  pour  (  J-j 

celles  qu'on  trouve  n08  21  et  48,  nous  avons  formé 
l'expression  suivante  : 


e  cofl  f 


-2«'  e'»  coi  f' 

°  (6) 


\      a  *4  *  /  <7) 

/  ai  i35       ,       180       „\      f 
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*  9     54 

'75    1009  ,   186845  .   6610687  « 

3555oao53  § 
"*"  44a368  m 

■(s-a-+^F")' 

.M  „,■•.+ «•;„«.,..  _:£.,,. 

138  130  356 

/1765    ,      38q85    ,      535      ,      3?5       „\  <■• 
/i5  177     .      "5g4t     .      6865743    A    , 

-(4ra+fm+W^-Ww)e  .       ,      , 

/     75        435    ,     390457.     354o8333    A    ,.  /  c  «oi(af-f) 

toi        .      io5        ..       105      a* 
5ia  It4  3a      <t" 


00 


-= — ■  me* 
5ia 


,      1*7    .      334i     . 
4  a4 


0») 


,      01    ,      i385    é 
ia  7a 


/7$         «067^.      i68au    .      434ni83    A    .  \     , 

/m»     701     A  ,s     4i85       4     75      t  ,,  375    «'  1 
(  «  -km  )C  +la8meM"S4mCV    V*) 


O*) 
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goi  (aÇ  —  a?) 
0«) 


5i5 
--^-m  c*  cos  (a{  -H  a  y) 

Ib        cm 


/  35    35      6i5   „\   , 

\     J"-  to""*-tome  )ee  CO*W  -£-  *) 

■  (  —  X  m"*~  7£ï"  m  e*  "*■  5â  m  *'*  )  **'  CaS  ^^  ""  *  ~*~  ?) 


i365 

m  6"  v   cos  iaç  -» 

09) 


-jj-m  e*  e'  cos  (a*  -h  9   —  ç>') 


—  -=-  m  e»  e'  cos  (af  -+-  ?  -H  /) 

M  («•) 

-+-^«  c*  c'f  cos(a$  -  a?')  —  4p.ro  *«  e"  cos(a|  -f-  V) 
52  <4«)  ia  (4t) 


l-~-m  e*  4%  cos(ag  -*-ap  -f  a?') 

5,a  (56) 

/      i5  i35       t       i5       „\  a 

(-8m-l6me-8WC)pco*4) 

--?r-  wr  e*  cos  4£ 

<4  (S6) 


^"•'^  "cos(4*-P') 

,!W  (»9) 


55.  En  combinant  les  différens  termes  de  l' ex  près - 
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sion  de  — ,  nos  27  et  54 ,  avec  ceux  de  la  fonction 

—  /  \-j-)dt,  n°*  18  et 46,  on  a  formé  la  valeur 


suivante  : 


*(f-*S-)' 
-KW"'*S-')'-SH— j-, 

\3a  ia8  307a      / 

i-(f'",+if",)',en  (~~™ 

'i5         35 


oocaÇ 


_m+_m.+  _ 


,  4'935im< 

i-(ï"'-*-T"-îSr-,)',/         ^ 


,fl.«e« 
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Ht  ~s-)-     J 

-[(S-+ê-)'-(S~2*M'~<'«-"> 


e'cos(af-  ?') 


'        I  <?'  cos(2?  -+-  9') 
0*> 


35 

-  —m  <?•  <?*  cos  (a|  —  ?  —  ?') 

-+-  ^  m  «•  e'  cos  (af  —  9  -+-  9') 

**  (7«) 


+  ^m-  e»  e>  cos  (41  -  ?')  -  ^m-  e«  e'  cos  (4*  4-  f'). 

56.  Cela  posé,  si  Ton  substitue  à  la  place  de  —  et 

de  —  /(-t—  )dt,  leurs  valeurs  dans  l'équation  (i5), 
n°  317,  qu'on  remplace  h  par  sa  valeur,  n°  5o,  et  qu'à 
la  place  de  j  on  substitue  sa  valeur  eri  série  obtenue 
comme  il  a  été  dit  n°  29,  en  ayant  égard  à  la  valeur 
de  c ,  n°  5 1 ,  la  comparaison  des  termes  affectés  des 
mêmes  cosinus  donnera  les  équations  suivantes  : 

'.[-  !*-#--  (i--3W-(Mr  -)•'•] 
-[-Ï-G*8i--S-)'-"] 

L-të-*2?-)-  J 
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r       m«       /i      611    ,\    ,      m'e"l 


•ni. 


—5. 


,       /       e'\  /     ai  i35       .      180       „\ 

*-(-ï)(3-S-'*iMi 

1— >•*-[-*-**-  (;*Si-'-S-)'-ï  -"] 

anr-f-  -rirH ^'h — =~  m" 

3  9  54 


( 


75m  1   I0°V  ■   l86845m-  1  66'968? 


355503953   , 


/i3    ,      653    ,\   „ 

(8m --48^)^ 

ia8  ij8  a56 


■?65  38g85 

a  1024 


■m 
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"  L*(h*s-)*  J 

-[-t-G-SH-SM'-^-ï] 
-(  ?-*s-*3f--  gjp-)* 

-(S-*3-*!aF-*«KP-) 

Tome  IV.  19" 
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I  7m+_m4-_TO 


12  7a 


«-ÎBI  &. 


+(t-*tF— SF-)'*(ft--S-')^ 

[Tm-Sm'+(Tm-Sm')e,~| 


/JL        5i5      , 


a         /.      «,\  /     35  35       .     6l5      «\      35       . 

ft"  =  (I-^)(-TB,-h?Tm^Emc'i)"hT,,,et> 


-.         i365       , 

*i  S85        . 

3ft4,  =  --35.mr»J 


a*.,  = 


1275 

TT' 


4  *«•  =  —  37  m  e> 
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4».  — #-*. 

,  /        e'\  1      i5  i35       ,       i5        „\ 

/       <-\  /5      65  ,      5  „\       5   , 

4*,.=       -^.^e'^m-e', 

38*5    s   ,      795    .   „ 
138  3a 

57.  Si  l'on  développe  ces  équations  en  ayant  égard 
aux  parties  des  valeurs  de  bn  b29  etc.,  déterminées 
n°  3o ,  et  qu'on  y  satisfasse  ensuite  par  la  méthode  des 
coefficiens  indéterminés ,  on  trouvera ,  abstraction  faite 
des  termes  indépendans  des  excentricités  des  orbites 
de  la  Lune  et  du  Soleil , 

19.. 
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»-      5  -*-£"" 


i5ai        _      4q        ,. 
a56  16 


h    -       /^.m^t^.,  893^15  143^4619      \ 

-d-f-*^-)- 

-(¥-*ç-*!a?-)'- 

-(lS--f-')- 


uoa5   .  „   075   ,  ..   555   . 

H rj-m  e*  en  -f-  «i-m  e"  e'*  —  ï—  m  c# 

a56        a56       5ia 


^(iëm,-H^m,-hSm',4-T§me")^- 

'        \  64        3048         819a     / 

\8    ^    TST1"    9216  m  ; c 
387   .   195   „   io5  «» 
5i2     64       3a   a'1' 

*    -        (%&m  .    a655m'   .    l8o5SV   ,    6o4<>589     A 

*»-   Vla"w^laTm+-a^Srm^-^6"mr 

(85  ,   785  .   957907  A  „   aao5 
16     ia      a3o4   /     5ia    ' 

-(5-*!3?-)--3-'-3""-- 

.  /75     ,  iii3    ,      59161    ,      4791435    A    , 

^V'»  3*4/      +  aS6 

75        ,   „       375     «' 


i5       .     aa5 
6?me  ~3T 


&«  =       ^t»«c" — s— me'1 
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29J 


*.♦=      ~gÇme> 

.  3i5       ,      6i5       „ 


*..= 


455 
3a 


*"  =  -  3TWC 


*,.= 


1275 

■ar' 


,  m5 

64t  =  -  -g^-m* 

A    __       «749 m,t 

1.  '4*-15     1     « 

*••=  .  Ia8m   *• 

,  «     /V5        4M95    \  e,_î4Ëw.  e,. 


iG6a5    ,    , 


58.  Il  nous  reste  à  déterminer  les  termes  de  IV- 
quation  annuelle  ou  de  l'inégalité  dépendante  de 
l'angle  9'  dans  l'expression  de  la  longitude,  multi- 
pliés par  le  facteur  e*  e',  et  qui  correspondent  à  ceux 
que  nous  avons  obtenus  n°  53 ,  dans  l'expression  du 
rayon  vecteur.  Nous  emploierons ,  pour  faciliter  le 
calcul  de  ces  termes ,  la  formule  dont  nous  avons  fait 
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usage  n*  3i, 


dt    ~  kdt' 


"'(      ^[/(£)4 

la  caractéristique  tf  étant  supposée  ici ,  comme  dans 
le  n°  3i,  se  rapporter  à  l'excentricité  e'  de  l'orbe  so- 
laire. Développons  les  différentes  parties  de  cette 
formule. 

En  désignant  par  â  un  accroissement  quelconque 

donné  à  la  fonction  -  dans  le  mouvement  elliptique , 
on  a,  n°  35, 

Au  moyen  des  valeurs  de  &-,  (à  -  J  ,  (  &  - 1  ,  etc. , 

calculées  précédemment,  n°*  ai,  a6,  48  et  53,  com- 
binées avec  les  valeurs  elliptiques  de  r]n  r%  r\,  etc. , 
n°  5 ,  on  a  formé  l'expression  suivante  : 


'ai         74"    ,      1*9'    i 
_m  -+-  ——m"  -i — >» 


35i8oa3 


5^66455,  |"<eo.(„-H?) 


cos  (aÇ  —  ?'} 
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C08(2f   -h   f') 


2       24  144 


/35         1045   t      3523o   ,      1180489    A      ,        ,    „ 
}i5        65   t      53533   ,      26076037     \       ,        ,    „ 

"  ($",  +  1§M  ee'  C0B(2f  +  ?-^ 

"^  (  ^  m,"i_  1Î4 m  ;  **' cos  (af  ■*■ ?  ■*■ ?,)- 

On  a  d'ailleurs ,  n°  5o , 

/   m1   8&6  ,   ao3i53  A 
-\l-6  -TSm--46oFro)6C0^ 

/i5    i55  t   a584o  .   io585gr  A     ,  „ 
"  ("8  WH--3lW  +-^'n  ^-F8p7"m7  '  80,(a|  ~  ?) 

~(ï6m,H"^m,)eC06(aÇ  +  ?)- 

En  différentiant  cette  valeur  et  en  substituant  à  la 
place  des  angles  £  et  y  les  quantités  qu'ils  représentent 
n"  5  et  6 ,  on  a  trouvé 

àr       (         il  ,   i785  .   349133  A 

[,   i3  .   68  4   /i5    n3  ,   18001  A  1  ,   „ 
/i5    35  .   i3i2û  .   748175  A   .  ,    >         , 

"^(s"1'"*"!?*)  e  8in  (a*  "*"  9)m 

La  combinaison  de  ces  différentes  valeurs  donne 

\   ifi      128      4°^    / 
A-oV   /  21    675  ,  55807  .  2870647  .  28og6585   \  t  ,   .   , 


Digitized  by  LjOOQIC 


2g6  THÉORIE  ANALYTIQUE 

d'où  il  est  aisé  de  conclure 


***r*r      (     ^9    4      a6595    .       7874*41     A     ,     , 


A» 


et  par  suite 

d.frd.rir  —  drir) 

En  portant  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  m6  ea  le 
développement  de  la  fonction  R ,  n°  45 ,  j'ai  trouvé 

'8  m*  +.  975m. +  lo5357  m*   .  25S49^9m. N 

.B  .  Sm+l^w"+-3^-m^"^48~m  . 

'R=l       35oo34927  ,  I  ''  <'«>•?'•    (a) 


491 5a 

rnnnlnt  ppIIp  Hp  ^    r 

dr 


De  cette  valeur  on  conclut  celle  de  d .  r  -r-  au  moyen 
de  l'équation  $  .r  —  =  ac^R. 

En  développant  jusqu'au  même  ordre  de  quantités 
la  fonction  &.  — ,  n°  46,  j'ai  trouvé 

,  <*R   /7&  .   8*5  .   67439  .   8162197  A  ,  ,  .   , 
âv        \  8      32      5i2      6144    / 

d'où  l'on  a  conclu 

-/•■($*--(ï-*s-*»~,-sr-)-'-'- 

On  a  généralement,  relativement  aux  termes  que 
nous  considérons ,  r'  —,  =  —  3  R  ;  d'où ,  en  n'ayant 
égard ,  dans  l'expression  de  R ,  n°  45 ,  qu'aux  termes 
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non  périodiques  multipliés  par  e%  on  conclut 

et  par  suite 

m/(r'^)''8in?' 

En  substituant  dans  l'équation  (17),  n°  3i,  pour 
m  l&.(  —  \dt  et  m  !  (r*  —,  je'  sin<p'  leurs  valeurs, 
on  a  trouvé 

fd"iR 

\8  3a  5ia  2048  49i5a         /  r 

On  a  d'ailleurs ,  n°  14, 

fd'.&R  =  dR-fd".#R. 

En  substituant  pour  JR  et  fd".$R  leurs  valeurs 
précédentes  dans  cette  équation  ,  on  trouve 

/*'.«  =  (^-W  *?*-  «gjZ-)  e>  ,  co.  ,.        W 

Les  termes  multipliés  par  tk2  et  par  m3  disparais- 
sent de  cette  expression ,  ce  qui  est  conforme  au  théo- 
rème général  énoncé  n°  9. 

En  supposant  ici  r  —  =  aR,  on  a, d'après  la  valeur 

de  la  fonction  R  rapportée  nos  16  et  45, 
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<*R      m»       179    4       /3    ,      aa5    ,      i^ôi     A     t 

/   .      i35    ,      5003^      ma43    ,\ 

\  16  19a  ioa4       /  r 

[3    .      3    *      '9    .      /l5    •      '5    ,      6n5    A    ,1 

_+"(im,"hT6m4)  tfC08(a*  ■*"  rt 
"*"  16  m>  *  cos  (^*  ~~  ri' 

La  valeur  précédente  des*,  combinée  avec  la  valeur 
de  à  -  donnée  nOB  26  et  53 ,  produit  la  suivante  : 

.  »   r  3  ,   Aao  .   /i5  ,   i53aaai  A  ,1  , 
/ai    1161  ,   3a43  ,   aa4584i  A   , 

-*■  v"s  m^*§r  +"^     1^"  /    C08  (?  " ? } 


7m,  ,   '57m,  ,    "»9m4 


aa85    .      191061    ,\ 

"6Tm  +  ^$-m  \  .  > <'  COB(a*  -  ?'> 

3473383 

4<X)6 

a       a4  144 

^45         6o5  t^5ftQ9n|,      x       v     ,         ,  * 

36864  / 

/i75    ,     43o3    ,      i5a653    A      ,        .    . 
/a5     ,     38at)    .     389849    A      ,        ,    , 
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"*"    *T  m%  ee  cos  ^*  —  ?  —  ?') 

*"~  W  m*  '*'  c08  (**  ~~  p  "*"  *'*  ' 

d'où  l'on  a  conclu 

D'après  la  valeur  de  i>,  n08  3o  et  56,  il  est  facile  de 
former  la  suivante  : 

d.Sv  fit  io65  ,  ia447  A  . 
/ai  ^885  ,  igo3  ,\  , 
/35    961  ,   11657  .   '638o3  ,\     ,        ,  i  ,s 

/5i  .2565     86ig5  A   ,    ,  „        ,* 
'i»5    3401  .   a837q5  A   , 


2048 


11  ,  481  .  5795 


iy>3  t   68o65  . 

-—  m* = m' 

61  5ia 

4673io3  4 

^  y  ,  ,  m4 
2048 
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On  a  d'ailleurs,  nos  18  et  46  ? 


e  cos  ? 


cos2£ 


jl»,+  7lll,+  -  +  -  I 

4  4  a         a 

-(W-S")"J 

(m1       m1       67     A  /    „    .       \ 

i5 

+  -gra*  «  cos  (4f  —  y)  ; 

d'où  l'on  conclut 


(<*) 


Au  moyen  des  valeurs  (a) ,  (6) ,  (c) ,  (rf) ,  on  a  formé 
la  suivante  : 

'/'— ?*K)  ['"]*¥[/(?)-] 

/g  _   aa5  .   125859    21 1921     14371171  A  .  , 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  et  celle  de  la  fonction 

- — '■ — .  ; dans  la  formule  (16),  on  trouvera, 

toute  réduction  faite, 

/_  l!m._  ^5  4«475  4o37i3o5     \ 

Pour  faire  usage  de  cette  équation,  soit,  n°  ,39, 


Digitized  by  LjOOQIÇ 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  3oi 

âv  =  bt  e'sinç',  et  par  suite  d.&v  =  mdtbte'cos<p', 
les  termes  du  coefficient  b%  indépendans  de  l'excen- 
tricité e  de  l'orbe  lunaire  ont  été  déterminés  dans  le 
-n°  3o;  supposons,  par  suite, 

,  735    .      ia6r     .       40817     . 

16  4  96 

—  (orro  -+-  601' -t-  y  m'  -+-  <îm4-+-  Jim8)  ef. 

On  a  d'ailleurs ,  n°  5o , 

t      T       »*        11     4      /1      611    .     oi5    .      8o5433    A    tl 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (e)7  elle 
devient 

[m*        11      4       /i       611     .       945     t      895433     A    .1 
|-T"hT44m  -(^384 w  'Wim '"«f  ro)'  J 

—  («m-+-  6mfH-  ym»+  tfm4-»-  Jim*)  e1  J 
\       8  32  5ia  6144  49*5?  / 

Si  l'on  développe  cette  équation  et  qu'on  compare 
les  termes  multipliés  par  e*  et  dépendans  des  mêmes 
puissances  de  m  dans  les  deux  membres ,  on  trouvera 

27  39*5  454735       ,      3952:1017  638335o67 

d'où  l'on  conclura ,  enfin , 

h  -   /^m  ,  ^5m,  .  454?35    39522017    638335o67  A 
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Inégalités  du  mouvement  en  latitude. 
59.  Reprenons  la  formule  (a5),  n°  37, 

dans  laquelle ,  pour  abréger,  on  suppose 

Les  valeurs  trouvées  par  les  approximations  pré- 
cédentes ,  relatives  au  rayon  vecteur,  fournissent  tout 
ce  qui  est  nécessaire  au  développement  de  la  fonc- 
tion — ,  qui  se  calculera  comme  il  a  été  dit  n°  4°* 
au  moyen  de  l'équation 

On  a  de  plus ,  n°  5  , 

En  multipliant  par  m2  cette  quantité  et  en  la  réu- 
nissant à  la  valeur  de  la  fonction  —,  on   a  formé, 

abstraction  faite  des  termes  qui  ont  déjà  été  rapportés 
n°  4o ,  l'expression  suivante  : 
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+[(VS-)'-tM-~' 

+L-(?~*~¥-)*      _r 

*K3~£-)*-(3-**,'H— <■«-"  • 


e'  cos(a£  —  9') 


e'  coa  (aÇ  -h  ?') 


f  (¥-**-- «-H 
L;(4*-Sf-)'         J 

-j-/i.m-+-^j.mMtf*cos(aÇ— a^-f-SL-m  tf4Co§(aÇ-f-a?) 

En  réunissant  la  valeur  précédente  à  celle  qui  est 
rapportée  n°  4<>>  on  aura  la  valeur  complète  de  la 

fonction  —  H £-,  nécessaire  à  la  détermination  des 

termes  que  nous  nous  proposons  de  calculer  dans 
l'expression  de  la  latitude. 

En  effet,  en  combinant  les  différens  termes  de  l'ex- 
pression complète  de  la  fonction  —  H ^-  avec  ceux 

de  la  fonction  z  qu'une  première  approximation  a  fait 
connaître ,  j'ai  trouvé  pour  les  ternies  qui  doivent  être 
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ajoutés  à  la  valeur  de  Q ,  n°  4o  >  l'expression  suivante  : 

*[(3-S-SS-)'*SH-'*<^ 

HtI"'-^) '>  +  «  +  * 

ao4  («t.)  °  (ti»> 

*[(Mf-**-')*-(f'*J?-'M'*«î5« 

r  a --#-)' 1 
t-(3-s-)*  1 
+[(â"-S"')'-(i"•l?■')'■]•'*■(•«*v', 


e  y  sin  (af  —  9  —  17) 

(Itl) 


e  y  sin  (af  —  9  -+-  n) 
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■,■[(â-'-^"')''•,•(ê"•-Sm')'']«'"l"l»•+;;)-^, 

/n55      ,      i845      ,A        ,       .    , 

(261        .       45  \  a 

-64""e-^me")j'''sia«1%^ 

60.  L'équation  (26),  n°  39,  après  avoir  remplacé 
m2  par  sa  valeur,  n°  37,  a  donné  d'abord 

"f'i3m"+"17m"HTS"roH"^68"mJ  é        /    M 
/9   •      33    a      3oo3    A      ioi35    A    ,,  \ 

le  coefficient  indéterminé  çl05  dans  cette  équation 
pouvant  être  choisi  arbitrairement,  n°  ra;  conformé- 
ment aux  principes  énoncés  n°  4i ,  nous  ferons  ici 

Tome  IV.  ao* 
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En  supposant  de  plus ,  n°  4 1  ? 

6  W        16  64  ioîu} 

-h  ^(a  m"  -+-  6  m*  -h  y  m*  -+-  J  m*) 
-h  e'*(a'm'  H-  6' m3  -+-  y'm4  4-  J'm8), 

l'équation  (/),  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  de- 
viendra 

L  —  «"  (<*'*«  -+-  6'm*  -*-  /m*  +  J'm'J 

*'•(?■- §"-s--^")- 

En  développant  cette  équation  et  en  comparant  les 
coefficiens  de  ea  et  de  e'a  dépendant  des  mêmes  puis- 
sances de  m ,  on  trouvera 

«-3,      6-      ^g-,      ,=       -g^-,      o-      ^gg-» 
a,_9       g'—33         ./-      3MÊ,      r-       8o860. 

et  par  conséquent 

B      a     îb     64     1024 

t  /»  .   »8o  »   3l7"  *   qii558i  A 

\4     16     ia8      5ia   /  * 

d'où ,  en  supposant  g2=  i  -+-P  au  moyen  de  la  formule 
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on  conclut 

„  _  ,    .     3  -t  9    m»  -  225  m«  -  9797  m, 

*  =  I+4m  -£w       T5Sm       5548m 

.  /3  i   l89  ,  ^*»7  4  §  885a9a5  A 

\8     3a     a56      1024   / 

61.  En  substituant  la  valeur  précédente  de  g  ainsi 
que  celle  de  c,  n°  *4>  dans  les  équations  de  condi- 
tion du  n°  39,  et  en  remplaçant  Q,08 ,  QI0Q ,  etc.,  par 
les  quantités  que  ces  lettres  représentent  n°  59,  on  a 
formé  les  équations  suivantes  : 

-(■*s-)*s-a-s-)' 

^758 m  *    =  °' 
/,        3     ,       i5     ,   A        /û       i58a5     A    , 

^5    ,   ,, 

i83     ,   ,       M     ,    „ 
a*,,a  ~"  17  H~  3»  =  °' 

i83    .   .       37     .    ,. 
-  3^.1»  =«-  -55- »*  e •  —  g  «f  *"  =  o, 


f.„  (6rf  +  |^)-^ 


IW"  «?*  =  o, 


»f...  -H  y  «"  =  o» 


,lll(_«+.,»-,»')+(|«+5«'+^»')t' 


ao  . . 


Digitized  byLjOOSlC 


3o8  THÉORIE  ANALYTIQUE 

,     »      »    *       /"35  i3653     ,\    , 

(m5  i3o5     A     „ 

fin  (—  ,5  •+■  ,6m)  ■+■  (  "g"  m  •+■  9°m*  )   *'  ~  16"  "*'  '"  =  °' 

,,..  (6m  -  6m'  +  J»V+|»'  e")  +  (-  ^  m«  -  ^  m')  e« 
/36o    ,      i5o65     A    „ 

,     «        «   x       /n>5  5o55     ,\    s      36g    .    n 

f  liT  (_  8  -h  i8m)  +  ^_  m  +  _  m' j  e«  -  -^  m«  «»  =  o, 

/3      ,       853    A    „ 

3465        s       36g        „ 
n55        t       i845       /s 

45         .    .    i35 

-37it.-   ^  m  tf*  -   §4  m  c"  =  °' 

,,.(-8^a4m)^(fm^^m')e»-^n,-^=o. 

6a.  En  ayant  égard  à  la  partie  des  valeurs  des  quan- 
tités çl0§,  q<o9i  etc->  indépendante  des  excentricités  e 
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et  ef  des  orbites  du  Soleil  et  de  la  Lune ,  déterminée 
n°  43,  et  en  satisfaisant  ensuite  aux  équations  précé- 
dentes par  la  méthode  des  coeffîciens  indéterminés , 
comme  on  en  a  vu  un  exemple  n°  60 ,  on  trouve 

/     i5      4o5         8365    A    t      585    t  ,, 
YlM  \     16      128         1004     /  »a8         ' 

'»•=      64" me       64me' 

f...=     ëf"»'  "e7,  "»«*> 

3o85    ,       . 

*"«  -      5S4  '  ' 

Y,M  \3a  128  49Ii32       / 

-.-  (É—S---3F-) -(£-**-)' 

/45  55n     A    ,       /75  835     ,\    „ 

--  (â-*S5-')-,-(s-*-a-)-' 

1»,=      (  j  »-+-  8m'J  e'  —  igm*  e", 

/io5         8835     A    ,       369     ,    „ 
♦'»=     (lïmH-  5ÏTm)e -35Sm  e' 

f.«=    (-sm-H^",,)e,  +  (|m-57;m,)e"' 

/45  iG65     A    ,         3      .    „ 

'•»=-  (s  m  +  "6T  * 7  c  +  Ï5§  m  '  ' 


Digitized  by  LjOOQIC 


3 io  THÉORIE  ANALYTIQUE 

3465        f       389        „ 


?l«. 

= 

385 

5l2 

m 

c* 

— 

6i5 

— z  m 
ia8 

*", 

9lM 

=- 

45 

3a 

m 

e> 

- 

i35 
64"m 

'", 

y.ro 

=- 

»7 
64 

m 

c' 

- 

i5 

64m 

•", 

fltt"      \a56  m    +Tàm)  e        ïrtm   e  ' 

63.  En  joignant  les  valeurs  précédentes  à  celles  qui 
ont  été  déterminées  n°  43,  on  formera  l'expression 
complète  de  la  fonction  z.  Si  dans  l'équation 


on   substitue  ensuite  pour    z  cette  valeur,   pour  - 

celle  qui  résulte  des  calculs  effectués ,  n08  26  et  53  > 
et  qu'on  remplace  s  par  l'expression  en  série  que 
nous  avons  supposée  à  cette  quantité  n°  38 ,  en  com- 
parant après  les  réductions  les  sinus  semblables  dans 
les  deux  membres,  et  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes 
que  nous  considérons,  on  trouvera,  pour  fixer  la 
valeur  des  coefficiens  indéterminés  introduits  dans 
l'expression  de  la  tangente  s  de  la  latitude,  les  équa- 
tions suivantes  : 

c»« =  l  +  â  w"  -  (l  ^  ih  m') e* +  8  w' e"' 

/      5       i35  455i     A     _        lin     ,    ,, 

c-  =  (-  8  +  154  w  +  W  m  )  e  '  64  m  '> 

/     5     85ai     A     t      ut         ft 

c-=     ("4— 5ïT"Ve— KTm  *' 

iq5       t     27 
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■  95       , 

27 

-8| 

4l3e, 

io3  . 

'        /   '5  m  j.    "99  m'-.-  5^25  -A    .'• 
.       -       /',35mJ-,9a9m^ia68'5m',\  «• 

*.~(mm'-(t-s"')* 

/ia3  1921    A    ,       /i5 .  agg    ,\  ... 

/  >5  397    A    ,  55    ,    ,, 

/63  a8o55    A    ,      /ia3  m  .  753g   A      , 

/3i5  27711    A    ,      i353    s    fi 

/  i5  67383    Ai       /3          ^7  «A  „,. 


i35  1849    A    -       M 


/i35  1849    A 

n83        .      ia3 

335        ,      Gi5 
«■».=      5i5mffi--5fmri' 

',..  =-i6m<î       35me% 


256 


,»  /.'» 


m"  c 


!-S"e-55"e  ' 


52 
3a 

/4o5    .      4545    A    ,      3i9 


— ^  niJ  r". 
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Termes  de  l'expression  du  rayon  vecteur  qui  dépendent  de 
l'inclinaison  de  Vorbc  lunaire  à  Vècliptique. 

64.  Pour  déterminer  les  termes  de  cette  espèce  qui 
entrent  dans  l'expression  du  rayon  vecteur,  reprenons 
l'équation  ordinaire 


d 

id? 


— 1 2'iflf'R—  r  —  =0.  (A) 

idt*       r       a         J  dr  K    ' 

Pour  satisfaire  à  cette  équation ,  nous  supposerons , 
comme  dans  le  n°  1  o , 


1       *       « l 
-  =  -  +*-? 

r         ;\  r 


en  désignant  par  r,  la  partie  du  rayon  vecteur  dé- 
pendante du  mouvement  elliptique,  et  par  â  -  l'ac- 
croissement de  la  fonction  -  dû  aux  forces  perturba- 
trices; mais  9  pour  comprendre  dans  l'expression  du 
rayon  vecteur  les  termes  dépendans  des  nouveaux 
argumens  introduits  dans  le  développement  de  la 
fonction  R,  n°  6,  par  la  considération  de  l'angle 
que  forment  entre  elles  les  orbites  de  la  Lune  et 

du  Soleil ,  à  l'expression  de  &  - ,  donnée  n°  1 5 ,  nous 
ajouterons  les  termes  suivans  : 


-=  «11  r  cosîo 

-h  clt  C  /  cos(ç>  —  a,) 
-h  at0  e  /  cos(?  -+-  2J7; 

■+•    "il    ^    /    COS(©'    —    2ij) 

-*-  atl  e'  /  cos(ç/  -f-  -lr,) 

-+     «,4    <?'    /    COS  {*>.?    -h    2»j) 

-+■  fl1t  Cf'  /   ros(»  ▼    Ji'-  2»j» 
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-+-  a„  ee'  •/  cos(©  -+-  ^'  —  a>j) 
-h  flST  •/  cos  (a|  —  2>?) 
-t-  *„  c  /  cos(a|  —  y  —  'in) 
-h  ai0  <?  /  cos  (a£  —  ©  -h  2>j) 
-h  a9l  e  /  cos  (aÇ  ■+-  ç?  —  ai?) 
-H  au  e'  y*  COS  (aÇ  —  ©'  —  a>?) 
-h  û„  c'  •/  cos  (2Ç  -+-  ©'  —  2»?) 
-h  «iT  e*  •/  cos  (a£  —  ay  —  a>j  ) 
-h  aM  e*  y*  cos  (al  —  a©  -h  2>j) 
-t-  «„  c*  /  cos(af  -+-  a©  —  2*7) 
•+-  «,00*/  cos  (41  -  an) 
-+■  «,01e  */'  cos(4?  -  ?  —  2»j). 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (A), 
en  conservant,  du  reste,  toutes  les  notations  établies 
n°  14,  et  égalant  à  zéro  les  coefficiens  qui  multiplient 
les  cosinus  dépendans  des  mêmes  argumens ,  on  for- 
mera les  équations  suivantes  : 

*..  (te"-0=4ér,i,u-+.Rllf 

"»  [(«  -h  *£)'  - 1  ]  =  (c + a^)«  P,  0  h-  Rso , 

",»  [(m— af)f-ij  =  (ni— a^yP^-f-R,,, 

«»  f('»-H2g)i-lj  =  (w-+-ag),Pfl-+-R„, 

a%i  ((ac-t-a^)1  — iJsCac+a^PM-HB,,, 

•m  [(*-'"- agr)s-i]=(c-m~2gr),Pss4-Rts, 

",7  [(c-hw— 2gr)4  — i]=(c-hm-agr),P„-HRtT, 

*tI  [(c+m  +  2^- i]  =  (c-H»H-2g)1P„-HRll, 

«s7  [(3-am-a^)t-i]  =  (2-2w-aâr),P8T-f-R57. 

««,  [(a-am  —  <r-2$)'  —  i]  =  (a-am  —  c  — 2^),PM-+-Ritl 

fl,0  [(a-am-c-h2g)»-i]  =  (2— 2w-c-+-2^)*Pi0-hPS0. 

afl  [(a-îm-Hc-2^-i]=(a-aw+c-Qjf),P,l+Rll, 

*M  [(a-3/n-ag)»-i]  =  (a-3m-ag)»PM-hRea, 

««  Ka-'«-aér),-i]=(2-m-ag)'Pl6-HRi5, 

at1  [(2— am  — ac-2gr)'  — i]  =  (a  — am— 2c-aft)»PiT-HRiT, 

*„  [(2  — am— ac-na^)'— 1]  =  (2  — am  — ac-f-2^)sP|sH-R„, 

<*„  [(a— 2y«-+-2c  — a^)1  — i]  =  (a— 2m-hac  — a^VPjjH-R,,, 

«„J(4-4"0,-n=(4-4'«)^.op+R.o9> 

ff,«[(4-i«-ff-^),->]=(4-4'«  — ^-^^..i+Rfi- 
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Ces  équations  serviront  à  calculer  les  valeurs  des 
coeffîciens  indéterminés  ai9,  aIQ,  a20J  etc.,  que  nous 
avons  introduits  dans  l'expression  du  rayon  vecteur; 
quant  aux  termes  multipliés  par  le  carré  y2  de  la  tan- 
gente de  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  à  l'écliptique , 
qui  doivent  servir  à  compléter  les  valeurs  des  coeffî- 
ciens a0,  aK,  a2,  etc.,  les  équations  de  condition  du 
n°  1 5  suffiront  encore  pour  les  déterminer. 

65.  Il  ne  s'agit  donc  que  de  développer  les  diverses 
quantités  qui  entrent  dans  ces  formules.  Occupons- 
nous  d'abord  de  la  fonction  perturbatrice  R  ;  en  fai- 
sant abstraction  des  termes  dépendans  de  la  parallaxe 
solaire ,  on  a ,  n°  3, 

/w'ra 

H  =  Ç7i[H-3(i-#s)cosa(p-0-3#»]. 

En  désignant  donc  par  la  caractéristique  à  les  quan- 
tités multipliées  par  le  facteur  y2,  on  aura 

»~('£)*Mî)-+i(2)'- 

On  substituera  dans  cette  formule,  à  la  place  de  r&  - 

et  de  (JV,  les  termes  de  leurs  valeurs  affectés  du  coef- 
ficient y2,  et  qui  seront  donnés  par  les  approximations 
successives;  la  valeur  de  s2  se  formera  en  élevant  au 
carré  la  valeur  de  s,  n**  36  et  44  \  on  la  trouvera  d'ail- 
leurs développée,  avec  toute  l'étendue  nécessaire,  dans 
le  n°  73.  Quant  aux  quantités  entourées  de  parenthèses, 
elles  sont  indépendantes  de  l'inclinaison  de  l'orbe 
lunaire  à  l'écliptique ,  et  pourront  se  former  aisément 

JWk 

d'après   le   développement   des   fonctions   R    et  — 
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effectué  n0s  16,  17,  45  et  46,  en  observant  que  Ton  a 

(*)—  *®=-["+7§} 

Quant  aux  termes  dépendans  de  la  parallaxe  solaire, 
comme  nous  négligerons  les  quantités  de  cette  espèce 
qui  seraient  de  l'ordre  ra*^  il  suffira  de  supposer  ici 

3mv  (-Y 

»  = 7^t(j,)[«'cos(,-p')  +  5cos3(^P')]. 

,6U) 

Le  développement  de  cette  fonction  n'offrira  au- 
cune difficulté  dans  l'ordre  d'approximation  auquel 
nous  nous  arrêtons. 

En  exécutant  les  opérations  que  nous  venons  d'in- 
diquer, nous  avons  formé  l'expression  suivante  : 

— (-«-+*-'*IS-,+S-,)6 

(3  .   117    aoi5  .   aa8863  A  , 
4     3a     ia8     2048   ;       £ 

- à»ve'co«P-H(-|«.-H|».-K^5B,«)  ^^-g-**-* 

-H?  m*  •/  ee'   cos  (p  —  9')  -H  5  m*  y»  ee'   cos(ç>  -h  ?') 


(»)     °  (0) 


-h  -2  m%y*ee"  cos  (9»  —  2j>')  -f-  (  s  m1  —  -2;  m'  -h  -im*  )  y'  cos  2*7 


•  5  W*  C  y*  C03  (  p  +  a  >?) 
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_    9TO,  ec,  y,  cos  ^  __  ?,  _  2>?j  __  J}m,  ^,  y,  co>  (9  ^_  9r  _  2^ 
32  (.5)  M  (,) 


cos  a£ 

(lo) 


[3    ,       g     .      585    4      n653    ,  "I 

-8m+SwM-5l5m+^44m 

8  3a  4  iga         I  y»  c  C08  (a|  __  ?) 

-8",v-3b"iV  J 

(i5    ,      iîi5    A    ,    ,         .  „  v 

■+■  7âmt  /  ««'  cos(aÇ-  ?-?')  -  ^m»  y»  ee'  cos  (af  -  9  -h  ?') 
10  (3:)  lo  (3«) 

+ (S  m,~  ê  ra'-  stH  '*  ^  (a«  -,*») 

-+-  (  —  b«"*— r "»*  J  «  /  cos(j|— ?  — 2>j)—  ^-  m' e  /  cos  (af  —  ?  -(-  a,) 
V      8         a      '  Us)  M  («•) 

+(^,-^m,)e'y'coï(aï-X7a'')"(âm,+iro,)e'5',cos(3^ra,') 

M         *  (70)         °*  *  (7  3) 

-6-«-hK),",?ytÉfeo,(lcti)f) 

-^  m3  /  c  cos(4f  -  f) 

°*  (87) 

+  (I  "■■-  575 m4)  *' cos  <«  -y)  -  îSj  "•• <  >"• cos  <**  -  j-  a* 
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66.  Développons  de  la  même  manière  la  fonc- 

tion  -j-.  En  faisant  abstraction  des  termes  qui  dé- 
pendent de  la  parallaxe  solaire ,  on  a ,  n°  3 , 

do  ar'3   v  '  v  ' 

En  affectant,  comme  précédemment,  la  caractéris- 
tique £au  coefficient  y a  et  aux  quantités  qui  en  dé- 
pendent ,  on  aura 

On  substituera  dans  cette  formule  pour  r&  -  et  dV, 

les  parties  de  leurs  valeurs  qui  sont  affectées  du  fac- 
teur y2  :  l'expression  de  s2  se  trouvera  développée 
n°  73;  quant  aux  quantités  entourées  de  parenthèses, 
elles  sont  indépendantes  de  l'inclinaison  des  orbites 
de  la  Lune  et  du  Soleil ,  elles  seront  donc  faciles  à 
former  d'après  ce  qui  précède  en  observant  qu'on  a 

/'  W-Jg\        1  d'  W  „       fdB\ 
dr  V*/'      a       sds  \dv) 

On  a  trouvé,  de  cette  manière, 

4dR  /i35    ,      6o33    A    , 

+  (**      *«-*&«)?,*>* 
21    ,    ,    „    .        ,        /Q    ,      aoi    A    ,    . 


(7>  \°  »-»        /  (.») 

l6 


-^m»  y*  e'  sin(ç>'  -  a>») 


(•») 
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[~5m,  +  (lm'+^m4)  »']  e  •<»(*  +  f) 
(Tm,"f"Wm*)  "*  "' sin(af  ~  f'> 
(  8  "*' ^"^ m')  *'  *  »>n  <a*  +  ?') 
(îBm'+^m')  »'  **  ,ln(a*  ~  ^ 
Gm,-Sm')3',sln(af(-a') 


-»-  7  m'  «  /  »fn(a{  —  9  —  a>j) 


(ï»> 


i5 


33 


-H -.m»  e  /  «in  (a{  -  ?  •+-  a»)  -  -gin*  e  /  gin  (af  -+-  o  -  a,) 
*  fl>.)  ,e>  (7.) 

-H  g  m'  /  e  .in  (#  _  f)  +  (_  ^m'  +  gm')  /  «in  (ft  _  a,). 

Onconcluradelàlavaleurdelafonction  —  f(-^)dtf 

en  multipliant  respectivement  chaque  terme  de  l'ex- 
pression précédente  par  les  facteurs  suivans  : 


Argument. 

? 

C                 ' 

a*' 

I      —  l 

ac  — â' 

?' 

i   __  i 
e'm      m 

v 

i     __  i 
ac'm~""am 

an 

i     __  i 

«/  

2>? 

i 

i 

p 

c'm—tag~~ 

"à' 

fréteur  pour  HntégrtUon. 
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Argument. 

a£— ? 

aÇ-?' 

af  — aç> 
aÇ  — a», 

aÇ-h?  — a>j 
4*— a* 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 

Facteurs  pour  l'Intégration. 


=  -  (n-iw-hm,-hma), 

a-îm      av 

i  i3    ,      3    ,  _ 

=  x+  am  -+-  -7-111*-+-  -  m*  •/ , 

a  — am— c  4  * 


3ig 


i  i  /       a         a5  i         \ 

i-2Bi+c      3  \       3  36  a      '  / 


ï=s== ;(»-•- 5-)  • 

a— m         a\       a    / 

i  i    /        3  3       A 

= i  +  7w «  y  I  » 

a— am— ac  am  \       4         2        / 

! =  --L( 

2 — am  —  a#  am  \ 


3         a7    ,      i65    , 


■)■ 


a  —  am— c  —  a# 
a— am— cH~a#~~"  3* 


1 


a  —  am-f-c — ag- 
i  1 


4*-f~3' 


4-4m-a/»r      a 

On  aura  ainsi 


=  :(«  +  «»)■ 


*(-i-*S-*^P-)»"-jî 


H-llm»  /  e"  eoiap' 


64 


<») 


ioa4 


/  cosa£ 

(J0> 
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■+■  ( 7  m*+  ?m'-+-  irr™*)  /  '  cos  (**  ~  ?) 

(m*       m*       iio5  A  .     ,    » 

-(r^F^)-''*'™^-/» 
"*" (ï6m*"f" Y"/  ''*  "* cos (a*  "*" ?) 

(i5    iai5  A  .  .    . 
/3    9  «   353  A  ,    .  „     . 


3  5 

-+-  7  m,ey,cos(af  — ç>  — a>j)  —  gm'e/cosfaf  —  f H-a*j) 

*  (59)  *  (6o) 

33 

-f--g*n  ey,cos(aÇ-4-ç?  — a>î) 
,D  (6«) 

_  ifTO.y.eCo.(4e-r)+  (Arf-  £*•)  y' ^(4f-^)- 

67.  En  ne  considérant  que  les  termes  indépendans 
de  l'excentricité  de  l'orbe  solaire,  on  a 

2  fd'K  +  rlTr  =  4R  +  a*/(ï)  A 
An  moyen  des  valeurs   précédentes  de  R  et  de 
/  l-r\dt,  on  formera  l'expression  suivante  : 

4  (0 

\  a  64      /  (l9) 
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3 

2  <•<>) 


+  (î-'+Tp"É,+«««,+$*,-i-,«,-f-'«")»,««o.(.i-.f) 

-  (?«•-  |  «•+  ^Zm'J  y'  .«»(»(  +  f ) 

,5 
""^Rm'  */*  e*  cos(af  —  a?) 

H-  (|n* -  •^mi)  y* «os  (a|  -  an) 

-  (-»*-H?'wi)«ytco8(a|-?-aiï)  -'m^  y»co»(aÇ-oH-a»,) 

v*  a      '  (59)  5  (6o> 

/33    s      8i3    A      t        ,   „ 

1*5"        "55"     /  e  y        (aÉ-*-?  — 2>7) 

45 

10  (§T> 

Au  moyen  de  la  formule 

dans  laquelle  on  substituera  pour  R  et  /  (  —  j  rf*  les 

termes  de  leurs  valeurs  précédentes  multipliés  par 
l'excentricité  e'  de  l'orbe  solaire ,  en  observant  d'ail- 
leurs que  relativement  aux  termes  que  nous  considé- 
Tome  IV.  ai 
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rons,  on  a  [rf  ^j  =  -  3R;  ^  =  -  ^-;  on  a  forme 

l'expression  suivante  :    ' 

fd'R  =  ^  mV  •  coBp'  -h  fm»  y«  «*  cos(p  -  p') 
J  3a  (6)       8  <■) 

H-  §m*  y»  et?  co*(p  -H  p')  -h  ^m1  y»  «?"  cos  (p  —  ap') 
8  (9)  lb  (•») 

\l6        **   /  (..)         Ib  <•■> 

3q  3q 

—  ^m,«,ytco8(p  — /  — a^)  —  gm*»'/  cos(pH-p'  —  a>>) 

W  (•*)  W  <»7> 


"+■  -Zm*  y'^'cosÇaÇ  — p  — p').  —  \ m* y* ee'cot(aÇ  —  ?+?'}. 

!t>  (i7)  lb  (!•> 

En  doublant  cette  valeur  et  en  observant  que  l'on 
a  r  —  =  aR ,  on  obtient  aisément  la  suivante  : 

-h  ^  m*y*ecrcos(p  —  p')  H--m»  <?«V  co»(pH-p') 

^  <•>  *  (h> 

-I-  y.  m*  y*  een  cos  (  p  —  a  p'  ) 

+  (4m'""  lm')  *  y,co8(^-;^)  H-|m^'/co8(p'^-a,) 
—  Sm»^,y,cos(p  —  p'—  a,)  —  3>m'<*yc<M(p  -*-  *'—**) 
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"*"  (  î  #"i"1" T"m')  v%  e'  cos  (**  ~*~  9 ')  * 

-+-  —  m*  y*  ee1  cos  (a  Ç  —  ?  —  9?'  )  —  2  m*  y»  ec»  cos  (a  Ç  —  y  -f-  p'  ) 

4  (î7)  4  (58) 

Considérons  maintenant  les  termes  dépendans  de 
la  parallaxe  solaire.  En  désignant  par  R  ,  les  termes 
de  cette  espèce  qui  résultent  de  la  première  partie  de 
la  fonction  R,  n°  3,  et  par  Ra  ceux  qui  sont  pro- 
duits par  la  seconde  partie  de  la  même  fonction,  on 
aura ,  relativement  à  ces  termes,  n°  16 , 

r— -  =  2R,  +  3Ra. 
dr 

D'après  cette  formule,  en  calculant  séparément  les 
deux  parties  R,  et  R2t  nous  avons  formé  la  valeur 
suivante  : 

Il  suffira  de  supposer  ici  /Y/'R  =  R ,  et ,  d'après  la 
valeur  précédente  de  R ,  on  aura 

On  conclura  de  là 

a   fr'R  +  r  J  =  -^i/cosÇ-|5m.ir/e'co8(|-/> 
J  tfr  3a        a  (70)    3a       a  (yJ> 


3  1 
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68.  Au  moyen  de  la  valeur  de  &  -  résultante  des 
approximations  successives,  on  a  formé  la  suivante  : 

(';),"(S*3-)'-(¥~*'*9-)"-' 

_  9  m*  y«  e'  cos  <?  ' 
4 
n     .   .  /'«*  ia3    A       «        /  ^ 

—  -*-m4  y*  cosa>7  H-  (  -y  «„—  "grw  )  *  y    cofl  (ç?  —  au) 

—  jgjm4  /  e  cos(a£  -+-  ?)-*-  — yf  cos(af  —  a4) 

~ïSm'â'y,e'C0B(*"~9')■4"7l,,4  À'7'  e'C0l^-+«''' 


,5  3 

—  -g-  m'  /  e  cos  "(4$  —  f)  —  7  m*  /  cos  (4*  —  a*) 

33 

-  ^gm*  *  y»  cos  (4£  -  ç>  -  J»7)  ; 

U-J  =  -  ^gm»  y   e  cos  p  -  ^j-  m»  y*  e  cos  (*  -  p). 

Si  Ton  suppose,  pour  abréger,  comme  dans  le 
n°i3, 

qu'on  substitue  dans  cette  expression  pour  (&  -) 

et  (  tf  -)  la  valeur  précédente,  pour  (d  -)  celle  qui 

résulte  des  approximations  successives,  et  enfin, 
pour  rj,  rj,  r\  leurs  valeurs  elliptiques,  la  seule  va- 
leur r*  =  \  exceptée ,  on  aura 
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—  -4§  m*  y*  e*  cos  a? 
a56  (s) 

-+-  ?  m*  y*  «*'  cos  (ç>  -  ?')  -h  ^v»  y*  «'  cos  (9  -+-  T') 

_^?m»  y»  e«e'C0B(ap_j,' )■+.-!,»»  y*  e  e'*  cos  (ç>  —  a?') 
**  l(io)  ID  (fi) 

+  [-  am*  +  (-  S  +  S  m)  •']  '' co'  »  *> 

"+■  (■Tfl»t^-7m,  —  7^5  w')  */  C08(ç>  —  a,)  4- -m1  e  y*  cos  (  ç>  H- a  ij) 

\ a  4         1»    /  <f9)         4  (10) 

-4-  5-  m»  <?«'  y1  cos  (  ç>  —  ©'  —  a>j)  h-  — m*  «e'  y*  cos  (  ?  -+-  ?'  —  a  >»} 

"  (t«)  «  (17) 

f     m4      29    ,      /45     ^  243    t      3563i    ,\    ,1    , 

r  /l^1r^l*«-^A  1 

—  (i^^  +  SH  +  f ""')  >%  e  -<■*  +  rt 

-i-m/e'e'  cos(a|  —  s/)  -h|-  m  /  *•  *'  cos  (a£  -4-  /) 

M  (11)  Ja  (34) 

—  -5-  m*  7*  «<?'  cos (a|  —  y  —  f  ')  •+■  «  m*  y*  ce'  cos  (a?  —  ?  h-  /) 

8  Mil  °  /SB* 


"+"(—«  m,-+-^7-m,)cytcos(af  — ç>— a>7) — ?mc/co8(aÇ  —  pH-a»?) 

\         5  04         /  (59)  10  (6o) 

63  '  aa5 

—  57  me*  y'cos(a|  —  a?-4-a»j)  —  — ^m  <?•  yf'cos(aÇ  —  açn-ia*}) 

—  -^  m  e*  y*  cos(a£  4-  a?  —  a»j) 
125  (69) 

52  fl  (73)  2  a  (74) 
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-  ^  m'y*  e- cot  (4f  -  ?)  ~  o«4  y%  «os  (4Ç  -  a,) 


—  =-  m"  e  •/*  C08  (4  f  —  f  —  2  r; . 


En  substituant  les  valeurs  qui  résultent  des  dévelop- 
pemens  précédens  dans  les  équations  de  condition  des 
n°*  1 5  et  6a,  il  sera  facile  de  calculer,  par  leur  moyen , 
les  termes  dépendans  de  la  quantité  y  %  qui  doivent 
servir  à  compléter  l'expression  du  rayon  vecteur. 

69.  Déterminons  d'abord  les  termes  de  cette  espèce 
qui  entrent  dans  l'expression  du  coefficient  a0.  Nous 
suivrons  ici  la  méthode  que  nous  avons  déjà  employée 
n°*  a3  et  5o;  mais  il  est  nécessaire  d'ajouter  au  se- 
cond membre  de  l'équation  (i4)  dont  nous  avons  fait 
usage  dans  ces  numéros,  les  termes  dépendans  de 
l'inclinaison  des  orbites  de  la  Lune  et  du  Soleil ,  que 
nous  avions  alors  négligés.  La  seconde  des  équa- 
tions (3) ,  n°  1 ,  donne 

r7dv7  rd*r        1  dK       r7ds7 

—  r- 


(i+s7)dt7         dt7         r  dr  dt7  ' 

On  a  d'ailleurs,  même  numéro , 
d'où  l'on  tire,  en  élevant  au  carré, 

r7dv7  h7(i  +  s7)  '   idv  r/dK\^       i-hs7JT  r/dK\    1» 

En  égalant  ces  Heux  valeurs  de 7t~tî>  on  trouve 

r*  ~   dl>    "•"r       Fdr  dt  J   \dv    )    '     ( 
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Développons  cette  équation  en  n'ayant  égard  qu'aux . 
termes  non  périodiques  et  multipliés  par  le  facteur  y2 
que  ses  deux  membres  peuvent  renfermer. 

Si  Y  on  désigne  par  a0  y a  le  terme  dépendant  de  y2 
dans  l'expression  de  aoy  et  que,  d'après  la  valeur 

de  &-  qu'on  trouvera  n°  7 1 ,  on  fasse 

on  en  conclura,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  que 
nous  considérons , 

En  ne  considérant  que  la  partie  non  périodique  du 

développement  de  R  donné  n°  65 ,  et  en  observant 

dK         „ 
que  r—  =  2R,  on  aura 

D^près  la  valeur  de  p,  n08  3o  et  77 ,  en  difFéren- 
tiant  on  trouve 

dv      pi     ,      85    ,       /3         35    ,      2893    A    ,1  . 

On  a  d'ailleurs,  n°*  18  et  66, 
d'où  l'on  a  conclu 

ï/(S)*-(-t-3--*')''- 

De  la  valeur  précédente  de    /(^r)^   on  tire  ais^* 
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ment 

[/(SK-tt-**-*  (-i-4-)4 

I   I    s*  *v* 

On  peut  supposer  ici  — —  =  i  -f-  —  ;  d'où  Ton  con- 
clura 

La  valeur  de  la  fonction  s  a  été  donnée  n°  44  ;  en 
la  différentiant  on  a  formé  la  suivante  : 

ds      /       3    t        3      ,      85i    4      i953o7    A 
<fr      \       4  ia**  5ia  24576      /' 

/3  m»       i*5     §       6661      A  ,'        • 

+  UW+^^      ^^     />C°ê(a*~,?) 

-+-  (-gm*-*-  6l,«*)  /  coe(at  -+-  ,)j 

d'où  l'on  a  conclu 

ds*       /i      io5    .        3      ,      3tS3    4      55891    A    « 

On  a  d'ailleurs 9  en  négligeant  l'excentricité  de  l'orbe 
lunaire  : 

En  substituant  pour  (^  -)  >  (^  ~)  >  (^  /  *eurs 
valeurs ,  n01  26  et  1 1 ,  on  trouvera ,  au  moyen  de  cette 
formule  :  * 

m*      4<>7     m      3a5    . 
—  (W-f  y  m* -h- — m*\  cosa|. 


Digitized  by  LjOOQIC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  3 29 

La  combinaison  de  ces  deux  expressions  donne 

TF"U     58?        336         36É5m      v*M    )'* 

En  substituant  dans  l'équation  (n)  ces  différentes 
valeurs,  on  trouve 

On  a,  n08  73  et  37, 

1  m*       io3    .      7    .      /      ,      19    .      i3A    A 

?=,+T-^-r+r+r+frf)eo,,ti 

d'où  l'on  a  conclu 
On  a  d'ailleurs ,  n°  2  3 , 

ft'  =  i  — £mt-4-i9«'-8jii>; 

3  7a  a      ' 

par  conséquent, 

En  retranchant  cette  valeur  de  celle  de  — K— — - 
trouvée  plus  haut ,  on  aura 

**   /     37  *   9  *   a6»o5  .   3167  .    \  , 
r1   \      iga     108     18433     a56       / 

En  négligeant  l'excentricité  de  l'orbe  lunaire,  on  a 


-.  =  »  +  »'■ 
r2 
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Nousavons  trouvé,  n°  65,  (£-)  =  —  (—  -^--^raMY*, 

et  nous  avons  supposé  d-  =  a0  y2  ;  en  ne  considérant 

donc  que  la  partie  non  périodique  de  la  fonction  —, 


on  aura 


^-(- — ?-3-)-- 


Nous  avons  trouvé ,  n°  a3  ,  en  faisant  abstraction 
des  termes  multipliés  par  y*, 

h%  m*       on     .      13     .         1  m*       io3    .       7     . 

r*  3        144  8  rf  3        144  8 

À3  l 

En  réunissant  ces  valeurs  à  celles  de  —  et  de  -r  trou- 

vées  plus  haut ,  et  divisant  ensuite  la  première  quan- 
tité par  la  seconde,  on  aura 

hi_ l    T"T44m  ~Tm  "Hjg°~IH"T^w     ^8W  +T8p^^^56  *y 

I-^m8-.,03m*        7«»-t^a    ^!  5ZwA„t 

I_H^     T$4m  -gw-hV     °    T     ^4    r 

En  observant  que  les  premières  approximations 
donnent  a0  =  (o)ya  -h  (o)m*y2  +  (o)m8  y*,  on  tire 
de  cette  équation,  en  effectuant  la  division  indiquée, 

3     ji  1 

(*     +  .    ,01m«^.  9  m»    l89°5m^    I099'.Vt. 

\       19a     ia8     i8$3a     768   /  '   ' 

d'où,  par  l'extraction  des  racines,  on  conclut 

m*        11      .      o    _ 

3      144        4 

~U    °^â-384m-hi56m  "36«54',l~7536m;/- 
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En  multipliant  cette  expression  par  la  valeur  précé- 
dente de  — ,  on  forme  la  suivante  : 


h  3    .      a5    § 


-h  (im%-+-  -£m*-+-  —  m*  )  cob  af. 
\  ?  9       / 

On  a  d'ailleurs,  d'après  la  valeur  de  s2  donnée  plus 
haut  : 

-4-(-8m-êraM-5ëm,),',C08:,ïî 

d'où  l'on  conclura 

M!*ja-(,~--*-**-+î3-)'- 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  : 

/(?)*=Grf+îrf*T-(îrf+W/]C0,ar 
On  a  d'ailleurs,  n08  27  et  75  : 

d'où  il  est  aisé  de  conclure  : 

/3    ,     3   .      3    A 
-+-  ï  -7m*-*-7m,H-7m4Jco»!iÇ. 

En  combinant  cette  expression  avec  la  valeur  précé- 
dente de  (1  -h  s2  ) ,  on  trouvera 

is£/(2M-*--ai-a-)''- 
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Si  Ton  substitue  cette  valeur  et  celle  de         ,  *' 

dans  l'équation  (m),  et  qu'on  observe  que ,  d'après  la 
supposition  que  la  longitude  moyenne  est  la  même 
dans  le  mouvement  elliptique  et  dans  le  mouvement 
troublé,  n°  a3,  en  ne  considérant  que  les  termes  non 
périodiques  de  l'expression  de  la  longitude  vraie ,  on 

doit  avoir  —  =  i ,   on  trouvera ,  pour  déterminer  la 

valeur  du  coefficient  a0,  que  nous  considérons,  l'é^ 
quation 

•-i-.*(4-H^(iS-ï--)-4-(ai-îS-^' 

d'où  l'on  conclut 

«0  =  (o)  /+(o)m,/  +  (o)m'  >/  -+-  (o)  m4y»-4-(o)m*  /, 

et  par  suite ,  d'après  l'expression  précédente  de  h  f 

70.  La  substitution  des  valeurs  des  quantités  R< 
et  P, ,  dans  l'équation  de  condition  (ia) ,  n°  i5  ,  don- 
nera d'abord  l'équation  'suivante  : 

(.1+i,(--.w[?+s--(s-'-Ha—^-)/]) 

Le  coefficient  indéterminé  ai  étant  l'une  des  arbi- 
traires de  la  théorie ,  n°  24  >  nous  supposerons  dans  ce 
qui  va  suivre 

et  l'équation  précédente  servira  à  déterminer  la  quan- 
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tité  c  ou  la  vitesse  moyenne  du  périgée  lunaire.  En 
supposant 

c*-ii=-?mt-^mi-h(am»H-6m»^^iii4H-Am*)y*, 
a  iD 

et  en  substituant  ces  différentes  valeurs  dans  l'équa- 
tion (p),  la  comparaison  des  termes  affectés  des  mêmes 
puissances  de  m  donnera 

«-3,   s-Tg-,    *~igf>    '--5Ï3T 
On  aura  donc 

a  16  \  16  64  5ia       )  ' 

et  par  suite 

3   t     îî5    ,      /3    ,      189    ,      3g63    .      a^fr    A    , 

71.  Cette  valeur  de  c,  jointe  à  la  valeur  de  g, 
n°  4o 9  et  à  celles  des  quantités  R2,  R6,  etc.,  P2, 
P6 ,  etc. ,  fournit  tout  ce  qui  est  nécessaire  au  déve- 
loppement des  équations  de  condition,  h0*  i5  et  64, 
et  l'on  a  formé,  par  leur  substitution,  les  équations 
suivantes  : 

- a7  _«  «/« 

—  tf  r  —  —  -g-  m  e   , 

-am«,=      ^m»  /  -h  |m»  /, 
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3...  =-4^2 m  y-, 

—  4m<f„=      7gm*/  +  Jm    *  > 

"••(fra,+^m,)=     (Ta»H-5m,-TSm*) 

/3'    t       i5  A       3    , 

-..  (3  — 4*-)  =  |"^  — §"^. 

3aM  =  |m\ 

8»     .       39    . 

«l0(3  — 8m-h4mf)  =  (4  — 8nn-4m») 

*      ..T    "»'     »9CT.     /45m     »«3         S563i    AI 

-(fm*-i?'"')<î,^(r'+I?'",)e"^ 

..[_4.+ll-+iï-+Ç-.-(s-.+S^^-.)/] 

[/3m.+  2?m.^,o63m.       Ëi^aA      "1 
?m.+  9im._(4m+3a'»  +  ^-,843a"\/ 
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13    •    • 

-a»=-TBm  y> 


f>3 


—  6ma„  =—  -g-  m«  y* ■+-  '-j  m*  / , 
-am«„=       g  m'  /  —    |  m«  •/, 

(4-*-«)-« «»    5 ■'»'-£'"*- S'»4 • 

«..  (4™+  Y™')  =      0+4»)(-§'»,+i|m«)-?m«-2m'1 
„  o.i5   ,      i5    , 

*       33    ,      8i3     , 
îi    ,      i5    .  3    ,      63    ,      .  61 

*  tf«  =  —  -35* m  >    *  *u  =  —  J^  m  > 


—  2  m  A. 


165     .    t  /  75     t    .      45     ,    , 


o  =  —  4rT4-  a»'  a74  -  ^m'  y» 
,,.o(3-6m)  =  -  ^+  (»*- ïïgrf)  , 


Digitized  by  LjOOQIC 


336  THÉORIE  ANALYTIQUE 

72.  En  résolvant  ces  équations,  on  en  tire 

i3i 


«t 

=s  — 

^"•V. 

«. 

= 

(!-i 

«I 

= 

ï-v. 

«• 

=- 

63        , 
Î6  m  "' 

*• 

= 

63 

76my> 

«•• 

=  - 

63 

«Il 

!"~~  "~ 

■9- /. 

m»      3    .      347    4       /     5      1^5    A    , 
a       4  193  V     4       3a      ; 


3,5,  3 

««=     4W  ""T6m  '   *»=4 


*,=  L-(S"t-*^?-)'*a-*s-)"J" 

/  i5    161  ,  67151.  3476833  ,   i5   ,75  A  , 
/  33  ,   3o5  ,   691.   4o5   A  , 

/m*    i3i  A  , 

i5  t  t 


35 
16 

i5 
76 


«„=-^"»y\ 


m  y«, 
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*m .+*>.,.&, 


ai  ni 

i65    , 

33  5o3    f 

^•*  =""  G?  mH"5l5m  '  . 

ai     ,      i5  .  3    ,     (S    ,  ai 

75  _      33 

«>.=-35',,>  "••-~3a"m'  • 

i65       É  i5       ,  i5   , 

a»*=     64"m7'      a"=      TSmy>      aT*=-"Ï6y» 

45     .  t 

Inégalités  de  la  longitude  dépendantes  de  l'inclinaison  de  l 'orbe 
lunaire  à  l'écliptique. 

73.  Déterminons  maintenant  les  termes  dépendans 
de  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  à  l'écliptique  qui 
entrent  dans  l'expression  de  la  longitude. 

Reprenons  la  deuxième  des  équations  (À),n°i, 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  la  carac- 
téristique & ,  on  aura 

Nous  supposerons,  comme  dans  les  numéros  pré- 
Tome  IV.  22 
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cédens ,  que  la  caractéristique  &  se  rapporte  ici  au 
carré  ya  de  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbe  lu- 
naire à  l'écliptique,  en  sorte  que  les  quantités  qui 
en  sont  affectées  doivent  être  multipliées  par  ya,  tandis 
que  les  quantités  entourées  de  parenthèses  sont  in- 
dépendantes de  l'inclinaison  mutuelle  des  orbites  de 
la  Lune  et  du  Soleil. 

Au  moyen  de  la  valeur  de  s  donnée  n°*  44  et  63 
on  a  formé  la  suivante  : 


+  (^m,+iSm,)',eeo7) 

_,_  /  5   i35    3733  ,\  .  . 
/  3  ,   i55  ,   3517  A  . 

—  g* "»  y  « "coaap'  —  —  my* ««  e'cos(aP  —  r ') 

^  (')     ^  (!•) 

/  «   »53  .     \  . 


i5 


-  -g-*'  y1  cos(ap-f-a>,)  -+-  -.m  «,'  /  cos(?  -  /  -  a,,) 

-  ^  mee'y«  co»(f  -f'-f-a,,)  -~  m^/  cos  (pn-  ?'-  a,) 
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. ?2  m  ee'  y* cos(«>  -h  ?' •+-  a»,)  -  £  m  e'»  y»  cos  (a?'  -  a*) 
O  (.8)  *a  C»o) 

(  w+w 


y*  008  a  £ 


y*  <?  COS  (a£  —   f) 
00 


y*  e  cos  (aÇ  -+-  p) 


r(  h^^5^)] 
-L-s-'-*-''  J 

-*-  I  m  y»  e»  cos  (a*  -  a?)  -  §"«  /  **  *>»  (a*  +  i?) 

O  (»5)  **"*  (J*) 

H-  ?  m  yt  «r»  cos(aÇ  -  ?  -  ?')  -  t  m  y'  *  «»  (af  -  ?  -h  f) 

4  o?)  ^  <'•> 

3 

-  2  m  y»  te*  coê(af  -+-  y  -  ?')  -+-  7  »  y*  ee'  cos  (a?  +  ?  +  y') 
4  C»9)  *  <«•> 

-5im  y»  e"cos(a|  -  af')   -+-£m  /  e"cos  (S|  H-  a/) 
3a      '  (4ij  aï  O») 

-(-7g'-,-i"'-f'"e,)y,co,(aï(,t)a,') 


22.. 
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-  2  «!  «'  y*  cob  (a|  —  ç»'  -4-  a»»)  ■+•  5T  m%  *  >%  cos  (a*  "+■  ?'-*"  a*0 

42  («4)  M  (66) 

H-i—  m  e1  y*  cos  (af  —  aç>  —  n>j)  -h  ^7-  m   ef  y*  cos  (a Ç  —  a  y  -haij) 

32  (67)  M  (68) 

i5  33 

-  S7  m1  f '  y1  cos  (a£  -+-  aç>  —  ai?)  —  =7  m1  y'  cos  4  £ 

«♦  (69  >  °*  <«6) 


-(i^t"*)  >''"*<*<-*> 


-22 m*  /  •  co.  (4«  -  P')  +^m'  y*  «'  «o.  (4f  +  ,') 

H- £*»•  e  y1  cob  (4$  —  y  —  2„)_|LTO«  <?  y»  cob(4£  -h  ?  —  a»,). 

°4  (1O1)  °4 

D'après  la  valeur  de  *>  déterminée  par  les  approxi- 
mations précédentes ,  on  a 

[£]=  ■+  (a  -  î  -  ^'",)  •  ^ + (s  +  ïwl)  *  cos  ^ 

+•  (-3w«+  2^ m4 )  e'  cob  e'  —  j2  m1  e'»  cos  a*' 
^  ,6       '  (6)       'a  (T) 

■+■  -7-  m  0  e'  cob  (p  —  /)     —  ?i  m  e  ^  «os  (y  -f-  9') 
*  <•)  4  (9) 

-h-^-m  <?V  coB(aç)  —  *')  -h-^m  e  <?"cos  (©  — "a|ç>') 
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/5i     ,       i35    .      î4g5    4      585      ,\ 

^'\'sm  +~Tm  +  64  m  H"15"ne7  ec0i(a*  ■+■  ri 

+  (^m«+^m«+^m*»W  cob  (a*  -  ?') 

-(jw^wm$-  ï-di)#,co,(aicrof,) 

35  i5 

H-  -7-we  e'  cos  (a£  —  p  —  ç,')  —  -7-  m  e  e'  cos  (a£  -  f  +  p')   . 

4  <37)  4  (Î8) 

l5      a  i5      a      .  ,.  ,. 

—  -^  m  -7  coa  X  ■+■  -^  #w  -,  e'  cos  (|  —  «/) 

8         û  8         *  <7S) 

H ;«'coS(Ç-4-o')  -h  -57-  m*  cob 41    -h^T-m"  e  cos  (4£  —  9). 

3   *  (74)  °4  (86)  04  <87) 

En  combinant  entre  elles  ces  valeurs ,  on  formera 
la  suivante  : 

[J]i,  =  (I^sw^ëim,)/tfC08(!) 
+  (i-4-:§m^^w,)/ctcos% 

-h  —  m  /  e  e'  coa  (>  —  f  ')  —  ^  m  /  e  e'    cos  (p  -f-  ç»') 
»  (»)  »  (9) 

+  gwy1  eVcos(aç>  — ?')  4-^rm  y1*  e"cos(p  -  af') 

-4--  e  y*  COB  (9  —  a  w) 
a  (•©) 

_/?H.ZL,.i2tfAe/cos(9-H    a,) 
\a       a         10     /  (lft) 
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.(l^^gm^ /«*(,'  + a,i 


i3  i5 

—  —  e*  y*  coê  (a?  -H  ail+^m  e  e'  /  cos  (•  —  ? '  —  a*) 

4  (t4)  l0  (•») 

—  -*  m  e  e?  y*  cos  (p  —  ç>'  -+-  a»j) 5  m  <  e*  yf  cos  (5?  -h  p'  —  a»?) 

-(fê-g--.^-)-         ) 

r  ?-w-*^-^"i .   , ,  , 

I  .m  **  I  y*  c  cos  aç  -  ?) 

--m+-m+      rt+      „. 

r  Î-S--S-'  1 
L    -W--4— J 


co«  (a?  —  ?') 
(») 


y*  <?  cos(a£  -+-  ç>') 
(M) 


3g 

<*6) 
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Ym>*  «*'cos  (a£  —  f  -  ?')  —  S  m  y1  ee'cos  (aÇ  —  y -+-  9') 

4  07>  *  (!•) 


9. 


— -^-my*  «'cos(aÈ-4-p— ?')  H-gm  y*  ee' cos  (a£ +?-+-?') 
5  («9)  8  (4o) 

—  ~  m /e"eos(a£  —  aç/)  -t-^my1  «*•  cos(a|-*- 2ç>') 

M  (40  M  (4*) 

-(ïm,4-^roi4-i|mtf,)yfC08(a|(^a,î) 

\«         a       700      /  (6l)  sa  (6t) 

—  22 m»  <?'  y»  cos  (a£  —  p'  -f-a^)  -H  ~  m1  *'  y*  cos  (a£  -+-  9'  ■+-  a>») 

10  (64)  I0  (66) 

-4-2_mc*y«  cos(a£— a?  —  a»?)  -^-•s7*'»*ly,  cos(aÇ  — aç>  -4-  a»?) 
10  (67)  <*  re» 


(87)  **»  (68) 

(6S)  "6       "  (70) 


-4-  »»m e* y«  coi(af  4-a^  —  a»»)  —  -5  m-,  y* cos  \ 


-S""'  -«  ■*-(- f -•-^«•)  /  —(41  -)?) 

_^m"/e'co.(4ï-P')  4- g  i-V**»  (<*  +  »') 

74-  En  ne  considérant  que  les  termes  affectés  du 
coefficient  y8  dans  l'expression  de  la  quantité  h ,  on 
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trouve,  n**  4  et  69, 

La  valeur  de  la  fonction  &  I  (  -j-J  dt  a  été  déve- 
loppée dans  le  n°  66  ;  en  la  réunissant  à  la  précé- 
dente, on  a  formé  l'expression  qui  suit: 

'M(?M~G-4-**--*')'"-¥ 
*(-J-*S-+î&-')'"-S 

—  «7  m*  y*  *"  «<*  *?' 

**  (T) 

-4-(-^W^Sgm4)y,C°i^.) 

45 
—  3- «'<?'/  C08(ç>'  — 3>j) 

/      3    t      3_.       i55    ,       337     A 
\     8  8  5ia  ioa4     I 

-H(fm«+?m--H§m«)/.co.(af-P) 

■*■  (^,","t'Tm,) *'  *  co*(aï  T f) 

+  j-«  /  «'  co»(a{  —  ap) 


l- 
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-(i--fr^*Sî-,)*-(ifcr) 

3 

-h7m%  e  y*  cos(ag  —  ç?  —  2*7) 

(5  3a5     \ 

Î6m,-384m')ej',e0,(aï-<^a,') 

|5 

+(£*-â*)>'~<«1-J»,,)- 

Cette  valeur,  combinée  avec  l'expression  de  -;  qu'on 
trouve  n0-  27  et  54  >  a  donné  la  suivante  : 

*'Kf(SH-(— *-+tM"-» 

ia3 

^  (7) 

—  -y  my**e'cos(p  —  p')-h- s-m/ee*  cos  (?-»-?') 

—  ^rm  >f  c* *' cos  (a?  ~  p'J 

l()  <»o) 

—  =-  m  /  ce"  cos  (p  — .  ap') 

45 

—  hm*  "'  y'  cos(f'  -  a>>) 
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__TO__m._  ^_  —^ 


l5      *      75 
-35B,e-,-76me, 


y*  e  eos(2{  —  ç>) 


/     5i  4o5  aao3i    4      585       A    ,  .   ,         . 

-*■  i-Ï6ra-48-        1554m      64meV)'  *C0S(aï(,t?) 

"•"  (""  îs™'  ~  T  m"  ~  *£  m  •*)  >* e'  fl0i (  a  f  ~ f,) 

35  i5 

—  -g-  m  y*  ee'  cos(af  — ?  —  ç>')  -f-  --  m  y*  ee'  oos(af — f> -*-?') 

°  07)  *  (•») 

(3         33     \ 
~"8m"*~3àm/  *  yl  C08(a^  —  *  —  a*) 

(5  3a5     \ 

rf™1-^)*/**' (**-£+ a,) 


,5  ,5 

—  =-««Vcot(a£  —  29  —  au)  —  5^ro**y*cos(aÇ-i-ap  —  a»?) 
(67)  »  <««) 


3i 
i5     n 


^W^/C08Ç-igl»î/e'C08(|-f')-5*     »«'cos(Ç  +  ç>') 
10     a  (yo)      10      a  (?|)  4  a  (74) 


ia8 


<«7) 


-(È^3H',O0"(4,(::.)a,,) 

45 
""fe  m'  e  y*  C0B(4£  —  ?  —  «*). 
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75.  En  désignant:  par £-  l'accroissement  de  la  fonc- 
tion -  dû  aux  forces  perturbatrices,  on  a  généra- 
lement : 

En  substituant  dans  cette  formule  pour  —  sa  valeur 

elliptique ,  et  pour  rf-,  (&  -j    leurs  valeurs,  n06  72 
et  68,  on  a  formé  l'expression  suivante  : 

_  _.  m  y*  ee*  cos  (f  —  9')  -h  ~  m  y*  «e*  cos  (y  H-  9') 
8  (•)  *  (9) 


10  C'o)  aa  (1») 

+(-f+TBl")*''-^7:'»-i-(S,,F-ï')""-%"') 

■+■  f  : m'-  s""*)  ^  ^  «°»  (?'- a") +  s  m*  «*  /  «>•  (f  '  ■+■ a") 

—  E-m«'-/,co8(P— f'  —  a>j)  +i-m«e'y*00a(f +  f'— 3i)) 
M  (•«)  aa  (•;) 

_(5m.+  I|îro.),. 
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a55  n'y  I  y1  e  cos(a*  -  ?) 

ia8  16  / 


X  (M) 

35  i5 

—  -5- my* ee'co9(aÇ  —  p  —  ?')  -l--^- wiy* ee'cos(a£  —  y  +  o') 

5  07)  °  (J8) 

(ao5  ao5    .  \       .         .    w 

-g^m*+— m«-+-aaiom«j«y*  cos  (a*  -p  +  ai)) 

/     33  i5i     .      357    t  .\       .         ,    „ 

H~V"~3âm"*"â56 "*"  64  m  -*-aa«mJ  e  /  cos(a£-4-?  -  a*) 

—  -5—  mtfsyscos(af— ap— ai?)  —  ^7-roe*y*cos(2£—  ap-f-a»i) 

ia  (67)  °4  (6S) 

*65       ,    •        ,    v'  x 

—  srm  e   7   co»(a£  -+-  aç>  —  a»?) 

°4  (69) 

i65       ,«        v       i5a,f       /w        ..       i5«%.       /V       .. 

»  a  (7«)       *         *  (7  0  **  (74) 

_^wVeco8(4*-P) 

-+"  f^"1'—  Kl  w4)y*co»(4*  —  an)4-|7m,<?y*cos(4Ç-cp-2n). 

En  vertu  des  valeurs  de  h  et  de  /  (  j-  j  dt,  nM  23 
et  18,  on  a 


4-^m^'coB(aÇ-/)  -jjm'e'cosfaf  +  p'). 

8  03)  M  (14) 
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En  combinant  cette  valeur  avec  la  précédente,  on 
a  formé  l'expression  suivante  : 

h/[î)-]'^-(4**S"')'-%-S-'"-8 

+  22  ro*  /  en  cosa?' 

4  <»> 

-  ?  m/M'cos(9>-?')-t-  ^  my*  ce' cos(?  +  p') 

8  (s)  °  <«) 

-  î^  myVe'cos(a?-9')-^my^e"cos(f>--:i?') 

16  («0)  M  («•> 

+  /?„,*-  |mA  *'  y»  COS(?'  -   2»») 

H —  m*  e'  y*  cos  (9'  ■+■  a*?) 
a  <«) 

— 1_  m  «e*  y*  co»  (?  —  ©'  —  a»ï) 
-*-  |-  m  ec'  y*  C0i(f»  -+-  ? '  —  ivi) 


»  <.» 


1-e-**-)' 
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a55       ,,15      ,  I  y 


e  oos  (a?  -  f) 
1") 


35  i5 

—  -g- m  yf  ce'  cos  (î(  -  p  -  f')  +7n  y*  ec'  cos  (af  —  9»  4-  ?') 

0  07)  °  0*> 

-(Tëw+^w')e/co8(aÇ"(sVa,,) 

~~  ("64  m*"~  w"m'  "~  ad°     /  e  y*  ca*  (**  "*"  p  "*"  a^ 

_^.m  e*  /  cos(aÉ  —  a?  —  ai»)  —  S- m  «ly,coi(af  —  a?  4-  a*) 

»  (67)  <4  (6«) 

i65 

—  ât m  tfl  y* cos  (a*  ■+■  a?  *~  2*) 

»  («7) 

■+■  (zm$- sW  >f  C08 M  - a*> 

\4         °4     /  (100) 

-t-ëmfl  *  /  cos(4È  —  ç>  —  a*). 


64' 


(.0.) 


76.  Cela  posé,  pour  satisfaire  à  l'équation  (a), 
n°  73,  soit 
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àv  =  blt  y*  sin  an 

-+-  Alt  c  /  sin  (ç>  —  an) 
-h  bu  e  y»  sin  (?  -+-  a»?) 
-H*tl  *'y»«n(ç>'-an) 

■+-  *«  «'  y* sin  (p'  +  a»») 

■+■  bu  «'  y1  8în  (a?  —  an) 
-+-  *m  e%  y'  «in  (a?  ■+-  2>î) 
H-  ft„  ce'  y"  sin  (?  —  ?'  —  an) 

■+■  **•  ee'  y'  •!*  (?-?'+-  **) 

-+-  *„  ee7  y'  sin  (p  4-  p'  _  an) 
4-  &„  ce'  y*  sin  (94-/4-  an) 

•+■  *m  e"  y*  **n  (a?'  —  a-*) 

-H  *„  y*  sin  (af  -  a»,) 
4-  AIt  y*  sin  (a|  -h  a,) 
-H  *„  e  y«  sin  (af  —  p  —  a») 
-f-  *M  e  y»  sin  (al  -  f  +  a>,) 
4-  Aêl  e  y*  sin(af  -+-  9  —  an) 
-h  bn  e  y»  sin  (a£  -h  9  4-  2n) 
-+-  *M  «?'  y*  sin  (af  —  /  —  an) 
4-  AM  e'  y*  sin  (af  —  p'4-  an) 
4-  bu  <?'  y*  sin  (af  4-  ?'  —  an) 
4-  *M  e*  y*  sin  (a|4-  ç>'4-  an) 
4-  AtT  e»  y»  sin  (a£  —  a?—  an) 
4-  *gl  e*  y*  sin  (af  —  a?4-  an) 
H-  *„  e%  y*  sin  (af  4-  a?—  an) 
4-  *l#ty«  «in(4f  -  an) 
-+•  *i.t*  y*  "n(4£  -  9  —  an) 
4-  Atf  y*  sin  (4£  4-  9  —  an). 

Si  Ton  ajoute  cette  valeur  à  celle  de  p,-n°  29, 
qu'on  différentie  l'expression  résultante  en  observant 
qu'on  a,  n08  5  et  6,  rfÇ  =  (i  —  m)dt,  d<p  =  cdty 
df  =  mdt9  dy}=gdt,  et  en  remplaçant  les  lettres  c 
et  g  par  leurs  valeurs  ;  qu'on  substitue  ensuite  dans 

l'équation  (a),  n°  73,  à  la  place  de  ■£,      \  jt  ]**> 


=* 


les  développemens  de  ces  quantités  que  nous  venons 
d'effectuer,  on  trouvera ,  pour  déterminer  les  termes 
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dépendans  de 7*  des  coefficiens  arbitraires  bi9b2,  etc. , 
qui  entrent  dans  l'expression  de  la  longitude,  les  équa- 
tions de  condition  suivantes  : 

,  81     .  .         ,  63       , 

r  63       ,        .  1641       ,      _  189       . 

*,  =    Ym>t    a*"=~ ~Wmyt    *»=*""^m>' 

i    /  3    A         3         i35    t     44o3    ,     69     .     V)      .t 

3        2i3   , 
*M(2H-m)=     gm-f-g^m1, 

13  1.  45  01  »« 

4*i4  =  ~ -T-»       — *«  =— J5m»        ***•=— ^gm» 

45  ft,  81  .  9 

~5,,==     3â,l,,  "=     T8W,    ~a*«»  =  ""3Ïm» 

8         3a  iddo  ioiî>a 


*„(«-»"»)= 


'i586o7. 
lp68W 
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f    3m     a63-«      30929         aa  17763     \ 


.     /*  3    ,      ao5    .      3    t   A 


ftM(ii-3m)  = 


*M  (a-m)  = 


6Tme+T6m^ 


8         3a  5ia  16  \    , 


ia3      „ 


3        67    ,    22645  .     129 


"ST'" 


3*li=-yiii/f    3*4#=|my«,         2*4I  =  -~m/, 

**«  =      3^»/, 

ni  ' »     •      2°3    .       195       s 

(4-3m)  *„  =  — g-  «••  -  -^m»  -  -^-  m  e«, 

—  *M  (i+2m)  =  -  g  m-h^m*, 

(g    A  33  7J5o    ,      1601    , 

i65      ,       .  i5  i5 

*».  =     li-*»'      *»•=      «m>»    *M  =  ""8"V- 

Tome  IV.  *3 
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4*..=-  Erf/.   3*„=— ^m.y._  _.„,.,,., 

4*-— TÇ"*»*'  4*"==§m'*/,> 

77.  En  satisfaisant  à  ces  équations  par  la  méthode 
des  coefficiens  indéterminés,  et  en  ayant  égard  aux 
valeurs  de  bn  £a,  etc. ,  trouvées  n°  3o,  on  aura 


»-     (-B-*S-)/. 


*.  =  —  -g-"»?  » 

•  ~     Tmy  • 
1  l64l      . 

.  1      11  33    t      fia3    4      /o      675    \    , 

3      i35 

r  3  ,a3      1        4?ai      •  <%»  .         *7 

.  3  aoi     . 
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i3- 


*., 


45 
35  ra' 


»,.=      ^gm, 


*..=      §£"», 


_lm_fcm.      5ifem«      9'745m4      io43a73m.> 
Ï6m      6]m       35^m       36864™  ~88p? 


»..= 


/63         1761    ,      544181    A   , 


*40=       g  «  y1, 


*• 

A 

2. 

A 

3 

-  m 

A 

5«        , 


i3  . 
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3  6i     , 


*.. 

= 

i5 

16 

4 

*.. 

= 

33 
-3^W  + 

î3i  , 
356" 

*.. 

= 

*.< 

= 

..  22m« 

64   ' 

*.. 

= 

11  t 
64w' 

Kf 

= 

i5 

*•! 

= 

i5 

V 

= 

-1- 

*f. 

= 

i65 

y', 

*•. 

= 

i5  , 

» 

K 

= 

-y/. 

K 

= 

ia8 

A 
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78.  Il  nous  reste  à  déterminer  les  trois  inégalités  de 
la  longitude  qui  dépendent  des  argumens  2  §  —  2  yj  , 
2§  —  <p'  —  219,  2Ç  -h  y'  —  2*7;  comme  ces  inégalités 
tombent  dans  le  cas  d'exception,  n°9,  nous  ferons 
usage ,  pour  faciliter  leur  calcul ,  de  la  formule  (B)  du 
n°  2.  Cette  formule  peut  s'écrire  ainsi  : 

Les  quantités  entourées  de  crochets  sont  suppo- 
sées indépendantes  de  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire 
à  Pécliptique;  or,  en  négligeant  cette  inclinaison,  on 
a,  par  la  formule  (i3),  n°  2*3, 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente, 
on  trouve 

d.$\>  _d.(id.r$r-—  dr&r) 
__  _ 


■s/(?)-î£.[/(^H■• 


Ai'       r'A1 


formule  qui  coïncide,  comme  cela  devait  être,  avec  la 
formule  (16)  du  n°3i,  lorsqu'on  néglige  les  quatre 
derniers  termes ,  c'est-à-dire  les  quantités  dépendantes 
de  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  à  l'écliptique.  Dans 
l'usage  que  nous  ferons  de  cette  formule ,  nous  suppo- 
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serons  que  la  caractéristique  &  s'applique  aux  quan- 
tités dépendantes  de  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  Lune 
sur  l'écliptique ,  c'est-à-dire  aux  quantités  affectées  du 
coefficient  7%  et  que  les  quantités  entourées  de  cro- 
chets en  sont  indépendantes. 

Considérons  d'abord   l'inégalité  qui   dépend  de 
l'angle  aÇ  —  114.  Nous  avons  trouvé ,  n°  72, 


» l     m    1 

S  -  =  —  y1  COB  a  4    -h 

*        a  ' 


(~~f  m'~f'l|m')  y%  WtaÇ  ~  **>? 


d'où,  au  moyen  de  l'équation.  âr  =  —r2  (tf-J,  on 
conclut 

On  a  d'ailleurs  rfr  =  2  m*  sin  2§  ;  au  moyen  de  ces 
valeurs ,  en  observant  qu'on  peut  supposer  ici, 

on  trouve  aisément 

3   4;^r  =  -(^'  +  g*1)  /  cOs  (a|  -  a,), 
j,.       =  »■*  /  co8(a£  -  au); 

d'où,  en  faisant  ^  =  1,  on  conclut 

-* ^r «  =  -(6«<+  ^m»}  /  cos(aç  -  a,).      («) 

Le    développement  de   la   fonction  R   a  donné, 
n°65, 

«=  (J--  £*-  ê*-  S*)  '  ~ w*v* 

En  doublant  cette  valeur,  on  aura  celle  delà  fonction 
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r— .  Le  développement  de  la  fonction  /  f  —  \  dt  a 
donné  ensuite,  n°  66, 


En  vertu  de  la  formule  |rf'R  =  R-f  ml  (— j  rf*,. 
des  valeurs  précédentes,  on  conclut 

Les  termes  en  m2  et  en  m8  disparaissent  de  cette 
expression ,  ce  qui  est  conforme  au  théorème  général 
énoncé  n°  9. 

En  différentiant  la  valeur  de  dV,  n0*  76  et  77,  on 
trouve 

On  a  d'ailleurs,  n°  18, 
d'où  Ton  conclut 

La  fonction  —  I  /■—  ne  contient  pas  de  termes  de 
l'espèce  de  ceux  que  nous  considérons  dans  l'ordre 
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d'approximation  auquel  nous  nous  arrêtons;  en  effet, 

d'après  la  valeur  de  &-,  n°  72,  on  trouve 

3 

-+-glîl»    /    COS   (4f    —    0>j). 

On  a  d'ailleurs ,  n°  16, 

r— r-  = 1 —  /n3coS2e; 

dr         1        ?. 

d'où  l'on  conclut 

= [(-i-l=o)'»'-  ft-W-)  ^«c«-o- 

En  rassemblant  les  valeurs  précédentes,  on  formera  la 
quantité  suivante 

./„.«,,--£[,«].^/(<!)« 

16  16  1004  2048      /  7         K  l 

d'où ,  en  supposant ,  ce  qui  suffit  ici ,  j-  =  1  -+-  -5- ,  on 
conclut 

jj./«.„..,--£[,-]  +  S[/(JH|},, 

\  16  16  1034  ao48      /  ' 

Nous  avons  trouvé ,  n°  73, 

s  *  = y*  cos  a  q 

/3         a5   t      aafa    .     88067    .      4793761    A  t       /g~     rt  , 
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On  a  d'ailleurs ,  n°  27, 

1  m1       io3    4      /      ,      19    ,      i3d    4      i58()    A  „ 

d'où  Ton  conclut 

Par  le  n°  a3  on  a  A  =  1  — 5-  H-  -77/n4,et  parsuite 

En  différentiant  la  valeur  de  s,  n08  38  et  44  >  et  en  éle- 
vant au  carré  la  valeur  résultante,  j'ai  trouvé 

d**       /1       3    t       3    A     . 

/3         m*       557     ,      6q3i     .      6658og    A    .       ,    „         N 

-(ï||'-i+gB-')>,«-(4l-^)- 
On  a  d'ailleurs,  n°  69, 

3        144  \  3  9  54       / 

En  combinant  ces  deux  valeurs  on  trouve 

La  valeur  de  A,  n°  23 ,  donne  t  =  i  H-  -~-  ■+■  "77  m\ 
d'où  l'on  conclut 

''&'       /3         *5    t      fcio    _      a4575    4      1042341    A  ,  . 
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Nous  avons  trouvé ,  n°  a  3 , 

^/(^)^=Im^(^,+^l""t"?',,4■h!mS)C08ae, 

en  combinant  ces  expressions  avec  la  valeur  précédente 
de  sa,  on  trouve 

£[/(?)*]'-*-*•-<••-■«■ 

En  rassemblant  les  dernières  valeurs  que  nous  venons 
de  déterminer,  on  trouve 

Si  dans  l'équation  (  F)  on  substitue  les  valeurs  (a) , 
(é),  (c)  à  la  place  des  quantités  qui  les  représentent, 
on  trouvera  enfin 

Nous  avons  supposé,  n°  76,  dv=  65T7asin(a£— arç), 
et  par  conséquent 

-^—  =  (2  —  2  7/ï  —  a  £  )  £i7  7'  cos  (2  g  —  2  *)  ; 

en  comparant  ces  deux  expressions  et  en  observant 
que  d'après  la  valeur  de  g,  n°  4*  >  on  a  % 

! ;  =  _J_(,     »    +3*+I«.,\ 
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on  trouvera  enfin 

x    _9M      «■     ,      ^555  166169^ 

.  79.  Calculons  par  la  même  formule  (F)  les  deux 
inégalités  de  la  longitude  qui  dépendent  des  angles 
a£  —  ?'*—  **)     et    a§-t-<p'  —  a>?. 

Il  nous  suffira,  dans  Tordre  des  termes  auquel 
nous  nous  arrêtons ,  de  supposer  ici 

Le  développement  de  la  fonction  R  a  donné ,  n°  65 , 


(^m'-i-§wS)tf'3'f,in(aÇ"h(;;)~a,,) 


w 


En  doublant  cette  valeur,  on  aura  celle  de  la  fonc- 


tion  <f.r  — 

dr 


Nous  avons  trouvé,  ti°  73, 

*=*—  -y*co«a>î  —  gme'/cos  (?'  —  a»»)  -+- gm*' •/,co»(ç),-h  a»») 


3 

-hgin/co8(a|  —  a»7) 


/7  ia3    .      66fii    A    ,    ,        ,    „ 

V8m^17w  +  5Ï7m)  '  3^  «>■(**  "  /  -  »*> 
/3  53     .      3«35     \    ,    .        ,    „  . 

"~  \8mH"  3â       "*"  753g     J      y    <*>•(*«  -*-?'-  a>ï). 

On  a  d'ailleurs,  n°  27,  en  supposant  h  =  1  —  -5- ,. 

—  =  1  —  3m*  e' cosp'+am1  cosa£  -4-  Mm^-h-^mM  e'  cos(a{  —  p') 
~(m'"hT2m$)tf,C08(ar"hç>')" 
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En  combinant  ces  deux  expressions ,  on  trouve 

En  différentiant  la  valeur  de  s ,  n°  38 ,  et  en  éle- 
vant au  carré  la  valeur  résultante ,  j'ai  trouvé 

-£-  =  -  y*  COSar,  -h  g  fît  ,?>  /  COS  (  ç>' —  2  ï,)  —  g  I»  e'  y*  COS(  /-h  2*?) 

3 
+  g«  y*  co»(aÇ  —  a»ï) 

"*"  (8w-h§ro,-+-  5nm0  ''  »*  "*<**  -  *'  -  a'> 

/3         41    ,      i5q3    A    ,    , 
-  \8m+km-hM6m)  e  y   COs(a*  "*"  '   ~  ft,ï)- 

I  /H* 

D'ailleurs,  en  supposant  ^  =  i  4-  -5-,  on  a 

^•=i-t-3mte,oot/  —  am*cos2f  —  pm'-H-^mM  <?'  coi  (2?  —  y') 

d'où  Ton  conclut 

r*ds*  _(1  17     ,       393'     A  tf,     ,  cos/Q>  _  .,  _  -„> 

-  (âw+§w'-âm')  '' y1  c08(a*  +  *'  - a,)- 

ta* 
En  retranchant  cette  valeur  de  celle  de  la  fonction  — :, 


on  trouve 


ar»      ihdt* 


T  (  4-4-M  §+S^)~'  1, 

L~(lS"HT554==4)w'  J 


co«(a{— f'— aij) 


coi(a{+j>'— an). 
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En  substituant  les  valeurs  (a),  (b)  dans  la  for- 
mule (./),  on  aura  enfin 


i±_r  (r"T',"^="S)m,~L./ 

>(5-l-S)-J 


coi(^f  —  ?'  —  ai») 

(61) 


co*(a£  -+-  o'  —  a^. 


(«1 


On  a  d'ailleurs,  n°  76,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
deux  inégalités  que  nous  considérons , 

-^=  (a  -  3m  -  *g)  b„  e'  y»  cos  (ÎÇ  -  /  -  a*) 
h-  (2  -    m  -  a^r)  *M  c'  y*  cob  (a|  -+-  p'  -  a„). 

En  comparant  ces  deux  expressions  et  en  observant 
qu'on  a 

1        _     1  /  '  i\  1  1  /     3  \ 

a  —  3m  —  2g  3m\        a    /'    a  — m  — a^  m\       a/' 

on  trouve 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  termes  de  la  for- 
mule (F) ,  n°  78 ,  que  nous  avons  omis  pour  faciliter  le 
calcul  des  deux  inégalités  précédentes ,  se  réduisent  à 

z£ro.  En  effet,  en  développant  la  fonction  —  par  la 
formule  du  n°  66,  on  a  trouvé 

+  (  |  m«-t-  ?£m«)  c'  •/  cot  (a*  -h  ?'  -  a»,). 


Digitized  by  LjOOQIC 


366  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Nous  avons  supposé,  n°  19, 

et  l'on  a ,  n°  65 , 

r'^=-3R=-  (im'-55 m")  ''  «••«  - a* 


<*R 


m"  •/  ein  (aÇ  —  a*). 


*  ""4 
Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouve 

dix  dn.         .       .  <£R 


=  _  (§m,',■^'",)  '  7'  8ln(af  ~  ?'  ~  a"> 

(3  81      \ 

T6m%+"S4m7  *  ^  *in  (a*  -*"*'-  a,î)* 

Si  Ton  multiplie  par  mdt  cette  expression  et  qu'on  l'in- 
tègre ensuite ,  ce  qui  revient  à  multiplier  les  deux  ter- 
mes du  second  membre  de  l'équation  précédente,  le 

premier  par  le  facteur  —  ^-  f  1  —  —  j ,  le  second  par  le 
facteur (  1 m  ) ,  on  aura 

fd'*=s  fëmt-^m')  *  ^  co"(a*  -  ^  -  »«■) 
-  (^m,-*-sm') e' yl  "* (af  "*"  9'  ~  ^ 
On  a  d'ailleurs,  n°  14,   frf'R  =  R  —  m/"R;  en  sub- 
stituant pour  R  et  I  rf'R  leurs  valeurs ,  on  trouve 

/*'*=[(  a-3H-,+(-S*5=0)rf]^eoiW"ff"a,) 

Les  termes  de  Tordre  m%  et  m*  disparaissent  donc  de 
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l'expression  de  fd'R,  ce  qui  est  conforme  au  théo- 
rème généra)  énoncé  n°  9. 

La  valeur  de  <JV,  trouvée  par  les  approximations  pré- 
cédentes, donne  en  diftérentiant 

<f.dv  •«  3      #   •       /  #         v      3        ,    .         ..  N 

—j-  = y*  008  2rj  —  5  mer  •/  cos  (ç>'  —  217)  -+-  5  m  e'  */  cos  (p'  -+-  2*). 

«/  2  O  o 

,  On  a  d'ailleurs ,  n°  1 8 , 

—  (gm-*-  7gm$)  *'  c<>8  (**  +  ?')\ 
d'où  Ton  conclut 

Nous  avons  trouvé  plus  haut 

1  3  3 

On  a  d'ailleurs,  n°  28  , 
d'où  l'on  conclut 

ï/(?)M-frf-§*)'* -":'-* 

-+-  (    3im*"+'îâ*,7  *'  y*  cos (2?  -*-?'  —  2»?), 
et  par  suite 

^/(")*-ï/(")" 


/      3       3         \    t      /     i5     i5        \     ,1 


eVco*(2f  — ?'— 2>j) 
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80.  Les  inégalités  qui  acquièrent,  par  l'intégration, 
de  très-petits  diviseurs  de  Tordre  m2  dans  l'expression 
du  rayon  vecteur,  deviennent,  par  cette  circonstance, 
beaucoup  plus  difficiles  à  calculer  que  les  inégalités  or- 
dinaires, lorsqu'on  veut  porter  également  loin  la  pré- 
cision ;  en  effet ,  il  faut  alors ,  n°  9,  pour  obtenir  les  ter- 
nies de  Tordre  mp  dans  l'expression  du  rayon  vecteur, 
pousser  le  calcul  de  toutes  lesquantitésqui  entrentdans 
l'équation  différentielle  qui  le  déterminent,  jusqu'aux 
termes  de  Tordre  /*-*-  2.  Nous  avons  vu,  numéro 
cité,  que  l'inégalité  dépendante  de  l'angle  <f  —  arç  se 
trouvait  comprise  dans  la  catégorie  précédente;  pour 
donner  un  exemple  de  la  marche  qu'il  convient  de 
suivre  dans  ce  cas ,  nous  allons  reprendre  ici  le  calcul 
de  cette  inégalité,  en  poussant  jusqu'aux  quantités  de 
Tordre  ni*  l'approximation  que  nous  n'avons  portée, 
dans  le  n°  7*2 ,  que  jusqu'aux  quantités  de  Tordre  m. 

Les  quantités  déterminées  par  les  approximations 
précédentes  suffisent  pour  calculer  les  termes  de  l'or- 
dre m2,  qui  entrent  dans  l'expression  du  coefficient 
indéterminé ai9  ;  mais,  pour  obtenir  les  termes  de  Tor- 
dre m*,  on  est  obligé  de  calculer  les  termes  du  même 
ordre  dans  les  deux  inégalités  dépendantes  des  angles 
a£  —  ç  -h  a>j,  a|  -+-  f  —  219  et  les  termes  de.  Tordre 
m5,  dans  l'inégalité  dépendante  de  l'angle  a>j,  quan- 
tités que  nous  avions  négligées  n°  71.  Pour  ne  point 
répéter  deux  fois  les  mêmes  opérations ,  nous  commen- 
cerons par  calculer  ces  termes  auxiliaires,  qui  nous 
sont  indispensables  pour  porter  le  calcul  de  l'inégalité 
dépendante  de  l'angle  <p  —  arç  au  degré  de  précision 
que  nous  voulons  obtenir. 
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Occupons-nous  d'abord  de  l'inégalité  dépendante 
de  l'angle  a>j.  Le  développement  de  la  fonction  per- 
turbatrice, en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  relatifs  à 
cet  argument,  a  donné 

Nous  avons  trouvé,  n°66, 
d'où ,  en  vertu  de  k  formule 
on  conclut 

Au  moyen  des  valeurs  déterminées  n°  7a,  on  trouve 

(^),=(-^m4-^)y,co,a,'i 

d'où  Ton  conclut 

Si ,  dans  l'équation  de  condition ,  n°  64, 

on  substitue  les  valeurs  précédentes  et  qu'on  remplace 
g-2  par  sa  valeur,  n°  4 1  >  on  trouvera        • 


d'où  l'on  conclura 


^..S^g^-gS,*). 


<,-  =  T~4m~79Îm     l53Bm- 
Tome  IV.  *4 
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Considérons  maintenant  les  deux  inégalités  dépen- 
dantes des  angles  a£  —  <p  -h  a>? ,  1%  4-  <p  —  a>j,  et  dé- 
terminons les  termes  multipliés  par  m9  dans  l'expres- 
sion du  rayon  vecteur  et  dans  celle  de  la  latitude. 
Cette  détermination  exige  que  Ton  ait  calculé  les  ter- 
mes de  Tordre  m2  dans  l'inégalité  dépendant^  de  l'angle 
(f  —  *  y:  ce  calcul  se  trouvera  développé  plus  bas; 
nous  l'avons  réuni  à  celui  des  termes  multipliés  par  m8, 
pour  éviter  les  répétitions. 

Le  développement  de  la  fonction  perturbatrice  R , 
en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  que  nous  considérons 
ici ,  a  donné  d'abord 

*R=-  (èmt~  !K) e  yt  ^ w  -£/-  a*> 

(33    .       «077    .      ioai    A       .         ,   „  v 

On  a  trouvé  ensuite 

dK     /i5    ,     405     a     _    .   ,  ^ 

~~  \15m*""^S'm")  cy* siD  (a*  "*"  ?  ~~  a,,)î 

en  multipliant  respectivement  les  deux  termes  de  cette 
valeur  par  les  facteurs 

on  en  conclura 

/(ï)*= (-âm,-h§H  .•*■  «»  <a*  -^ a,) 

"*"  (    ïSm'~~758m/  ey*  "*  (a|  ■+"  ?  ~~  a,)' 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

*/*'*  + 'S  =4R+*«J  (§)<*, 
on  trouvera 

+  (  ï-,-îîf-,-^l-,)",-w%v*')- 

Au  moyen  des  valeurs  déterminées  par  les  approxi- 
mations précédentes  et  de  la  valeur  de  ai9  exacte  jus- 
qu'aux quantités  de  Tordre  m2  qu'on  trouvera  plus 
loin ,  on  a  formé  les  valeurs  suivantes 

if1-)  =^.y»cos(af-îi>ï)-hr— $m*-hJ^n*)  ey*  cos  (a*  ~  9  ■+-  **) 
/     5    ,     m*     865i     A   '  ,  „  . 

V  r)  =""  HB W*  **"  C0S  (**  "h  ?  ~  ^ 

On  a  d'ailleurs ,  n°  72, 

'H  (-J"'^"^^)  y' cos  (*f  -  an)* 
En  substituant  ces  diverses  quantités  dans  la  formule 

et  en  remplaçant  r},  r*,  r*  par  leurs  valeurs  elliptiques, 
la  seule  valeur  r\  =  1  exceptée ,  on  formera  l'expres- 
sion suivante 

p  =  (-TB'"'+â'B,)  •»'  -  <3?  -  .V  2,) 

+  (-^m*+STO'-,-^m4)  e>'  C08  (a{  t..)  "  a,)' 

a4.. 
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Si ,  dans  les  équations  de  condition ,  n°  63, 


dr 


«M[(!i-2m— c+*gy—  i  ]<=(»  —  aro-r-*-a£)»P„-*-a  f^'R, 

rf'R  ■+■  r-7-  leurs  valeurs 

précédentes ,  et  pour  c  et  g  leurs  valeurs,  n0*  a4  et  4 1  > 
on  aura 

flM(8  -  i*m)  =  (9  -  ïam)  (-  ^  m» -f-  -^ m"  j  -  ^  m* H-  ^  m- , 

/      ,  m*      63    A        /        ,         m*\/      33    ,      a5    ,      3oi7    A 

33    ,      Si 3    ,      4475    4 
8  64  5ia 

ces  équations ,  en  les  résolvant ,  donnent 


i65    t      a3g5    , 

33         5o3    .6937    , 
04         5ia  6144 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  qui  dé- 
terminent 660  et  bu  ,  n°  76 ,  on  trouve 


,     i5  19  35735  . 

s     16  4  3072   ' 

.      33  a3i      717 

Ja  a56  1014 


A  l'aide  des  valeurs  précédentes,  nous  pouvons 
poursuivre  le  calcul  de  l'inégalité  dépendante  de 
l'angle  9  —  2 Y}. 

Le  développement  de  la  fonction  R,  en  portant  la 
précision  jusqu'aux  termes  de  l'ordre  m5,  a  donné 
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d'abord 

ATI 

Parle  développement  de  la  fonction  r-,  ona  trouvé 
ensuite 

ar  =  (Ta*-  ts^) •  ?*  "D  (*  -  *»>« 

d'où ,  en  observant  que  Ton  a =  —  1 ,  on  a 

conclu 

/(î)*-®-S-)  "-"s'* 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 
on  trouve 

Au  moyen  des  valeurs  déterminées  parles  approxima- 
tions précédentes ,  on  trouve  ensuite 

r       \a       4  191  i536     /  ' 

(#;),-(-a-'-S-)/  — 

/m'  u3    ,      ao3og    ,      8t33i    ,\        ,        ,  > 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule 
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et  qu'on   fasse    respectivement     r*  =  —  3  e  cos  <pr 

r\  =  i  —  4  e  cos  y,     rj  =  i,  on  trouvera 

/m»  3    ,      5i3    ,      17181     4      56o39    A  "   , 

Cela  posé,  si,  dans  l'équation  de  condition,  n°  64  ,. 

rf'Rl9  -h  r—j-^  leurs  ex- 
pressions précédentes ,  et  qu'on  remplace  c  et  g  par 
leurs  valeurs,  n08  *4  et  4i>  on  aura 

x  U  *"^4m  ""T58m  "13^m  ~  4^6  m) 

/      _  0    _      54o    .       i3i37     .      364i5    A 

Pour  résoudre  cette  équation,  on  emploiera  le  pro- 
cédé ordinaire  des  coefficients  indéterminés  :  on  sup- 

5       i35 
posera  donc  aî9  =  —  g  -h  -^7-  m  -h  am2  -h  6/ra*  ;  en 

substituant  ensuite  cette  valeur  dans  les  deux  membres 
et  comparant  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances 
de  m ,  on  aura  les  valeurs  de  a  et  de  S.  On  a  trouvé 
ainsi 

5       i35  481     .      4355    . 

a»=-8^64"m~'ï536m^4^m 

Déterminons  l'inégalité  de  la  longitude  dépendante 
du  même  angle  y— arç;  pour  cela,  reprenons  la  for- 
mule (a),  n°  73, 


^_[*],+i,[1+/(3Vï 


r     r 


mn 


w 
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On  a ,  par  le  même  numéro  > 

0  /3         a5     \  i5 

■+■  (g1"-*-  Sm  7  y*c?8(af— a*ï)  —  -g-  m  «  y*  cos(a£  —  ç>  -h  a»,). 

La  valeur  de  t>,  n°  3o,  donne  d'ailleurs 


—  -g-  ««/  cob  (a*  —  9  -f-  ay); 


d'où  il  est  facile  de  conclure 
On  a ,  n08  74  >  8o  et  27, 

A-+-  r^A=-^m«/cosa,-h^|m»e/cosvf-a,) 
+  (_|m-+-£m«)  /coe(a*-a„), 

1  /i5  ao3    ,\  ,    v  » 

-  =  H- aecosç»-4- l-jm-f-— g-m*j  c  cos  (aÇ  —  9);  * 

d'où  Ton  conclut 

enfin,  au  moyen  des  valeurs  de  -,  h  et  l  (— j  dt ,. 
n06  1 5,  18  et  a3,  il  est  facile  de  former  la  suivante 

m"  7     ,  i5  ,    „  . 

=  1  —  -jr  -f-  c  cos  p  -4-  ^  m"  cos  a£  -h  -g-  m  «  ros  (a£  ~  y). 
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On  a  d'ailleurs ,  nos  72  et  80, 

^H(î-i,,|,)yieoi*,■ 

/     5      i35  481     ,     4355.   A 

"*"  ("8-4--6Tm~^36  ^6     /  '  7   "*{f  ~  ** 

3  33 

—  7  m'y*  cos  (aÇ  -2>j)-g  me  /  cos(af  +  ?  -  a»,)} 

d'où  Ton  conclut 

/      5      i35  ai      ,      3340    A       , 

=  I  —  7-1-  ■«—  m -+- -gg  m* 7S«^I  «  y-  ooi(p  —  a»»). 

\     4       ia  a56  ao48     /     '         KY  (,9)   *' 

En  substituant  ces  diverses  valeurs  dans  l'équation  (a) , 
on  trouve ,  toute  réduction  faite , 

d.t*      /     3       i35         363    .      ia37i     A 

:3T=(-4  +  lfcm-^m+^my«'  coi(%79)a,,)- 

Nous  avons  supposé,  n°  76 ,  Jp=6ltt  eya  sin(ç  —  arç)r 
d'où  Ton  tire ,  en  difierentiant , 

-^-  =  (<?—-  2^)  *.»  «7a  sin  (<p  —  2jj). 

£n  comparant  ces  deux  expressions  et  en  observant 
que ,  d'après  les  valeurs  de  c  et  g,  n°*  it\  et  /|i ,  on  a 


c  —  Zg: 

on  trouvera 


:-(,-ti'*'+iH' 


*     /       9    1  .  ^7    A  3      "35         363    ,      ia37i    , 

Cette  équation ,  en  la  résolvant ,  donne  enfin 


_3     .35        69        2»2 
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Termes  de  la  latitude  dépendans  des  puissances,  des  excentri- 
cités et  de  V inclinaison  de  Vorbite  lunaire  à  l'écliptique ,  supé- 
rieures à  la  seconde. 

81 .  Ces  termes  sont  faciles  à  former,  au  moyen  de 
ceux  que  nous  avons  déterminés  n°  72 ,  dans  l'expres- 
sion du  îayon  vecteur;  en  effet ,  on  a  généralement 

^+5.i+i(,;)v(.i)\ 

En  substituant  dans  cette  expression ,  pour  — ,  —  r 

-^,  leurs  valeurs  elliptiques,  et  pour  J  i ,  f  J  -  )  ,  etc. , 

leurs  valeurs  résultantes  des  calculs  précédens,  on  a 
formé  l'expression  suivante 

-*-|  m*  y  •/»  co»  (/  —  an  )  -H  7  m1  e'  y*  c<m  (?'  -+-  a»,) 

*[ç.<^f---(5s--HÏ-+^-VW)/]«* 

-(§",-HSfm,)5,,eco,(af-p) 

—  .^2  m*  y»  e  cos  (a£  -h  9 

■*"  (  \  m,-h  Trm'.) yS  ''  C08  (a*  "*" *° 

— -  — 2T-  m  y*  ec'  cos  (aÇ  —  ?  — ■  ç»  j 
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^H^S^S*)  yi  ™™  -  »') 

/63         6ai    A        _        .    ^ 

~  (^m_  Sri""*)    e   y>  COS  (**  +  ,,-*,,) 

~  (?  ml~  i  "O  ' yt  ** (a*  "  *'  - 2n) 


—  ftme*  >%  «>•(**  h-  »?  -  **) 


—  l?  m  ce' y*  ^'fr*  —  p  —  ?'  —  *»») 

/     45  4<)5       An  „         i35     «    ,        ,„  x 

Les  premières  approximations  ont  donné  d'ailleurs 

9  =  (  1-  ^  j  y  sirnj  -+-  ( -  -+-  ig/j  e  y  gin  (ç>  -  *,)  -h  i«  y  «in  (9  -h  n) 

En  combinant  entre  elles  ces  valeurs  et  en  ayant 
égard  à  celles  de  z  et  de  —  données  n°*  4o  et  43 ,  qui 
servent  à  les  compléter,  en  observant  d'ailleurs  qu'on 

a   —  =  îe'  cos  9',  on  en  a  conclu 
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=—2  m*  «  y«  sia  (©  -f-  s) 


4  (,.•)        4 


(m) 


3    ,  t  85    ,      8855    4  , 
-8m+55m+7556m 

"8" 
k  /         )  y  sin  (a£  -  „) 

16  16  3a 

i5    t  a* 
1- m    #i 


y  sin  (a$  -f-  ij) 


/  81  i365     A        ,    .    ,   „  x 

45 

—  -^  m*e  y*  sin  (a?  -h   9  -+-  v) 
10  (.3  5) 


—  ~  m«  e'  y"  sia  (aÇ  —  ç>'  -h  >») 
8  <«*?> 


(âw,-+-TÎî'w,)<,'/8in(2lH"(.ri)"",?) 
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3 

-+-  5  m*  e'  /  sin  (a*  +  ?'  +  fl) 

261 
-me'/  sin  (aÇ  -f-  a?  —  »j) 

125  <«40 

-+-  -£   m  ee'  /  sin  (a£  —  p  —  p'  —  q) 
10  C'44) 

—  £-  m  ee'  /  sin  (aÇ  —  ?  —  f'  -+-  >j) 

W  (»4§) 

aa5      a         . 

~~  Trf  mM'  y   "n  (*  ~"  ^ 

-h^m«/sin(4Ç-,) 

«I  (.SI) 

3 

-+-  7  m*  /  sin  3  »» 


(7S"*^m"l"ï^$m7  cy*BÎnfr  7  ^"♦"T^f"  m»«/sin(P-t-3n) 


(.97)  ™  («9») 


-»- g7  m  «  /  sin  (a£  —  ?  —  3  >j)  -+-  g|  m  *  /  sin  (aÇ  -+-  ?  —  3*). 


8a.  La  fonction  précédente  est  l'expression  de  la 
quantité  que  nous  avons  représentée  par  Q ,  n°  37,  et 
chacun  des  termes  qui  la  composent  introduit,  comme 
nous  l'avons  vu ,  un  terme  dépendant  du  même  ar- 
gument dans  la  fonction  2;  en  ajoutant  donc  à  la 
valeur  de  s ,  n°  38 ,  les  termes 

*  =  cfA  y'  8in  3»» 
+  «.•.  ?**(*  -  **) 

■+■  *im  /  sin(?  -H  3>î) 

-+-  cltf  c  /  sin  (aÇ  —  ?  —  3>j) 

-4-  cltl  *  /  sin  (a|  +  9  -  3»,), 

et  en  exprimant  z  par  une  série  semblable  ,  dans  la- 
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quelle  on  changera  les  coefficiens  indéterminés  ca5i, 
c2S2,  etc. ,  en  q2hn  qfa52,  etc. ,  la  substitution  des  va- 

leurs  de  z,  — ,  et  de  Q  dans.l'équation  (a5),  n°  37, 

donnera  les  équations  suivantes  : 

f.M    («    +âW*""  9gJ    "•"    Q'9*    =    °' 

*...  f1  +iwt-  <«  -  3*)f]  -+-  Q».  =  ». 

*m  [ï  -^5»'-(c  -+-  3*)*]  ■+-  Q.„  =  o, 

f««  [*  -f--w»-(a  -am-c-  3/»)^  -f-  Qlt7  =  o, 

fm  [>  -h-m«-(a  -am  +  c-  3*),J  H-  Qm  =  o. 

Cela  posé,  en  comparant  la  valeur  de  la  fonction 

—  H 7p-  j  à  l'expression  supposée  à  Q ,  n°  38 , 

on  aura  les  termes  de  l'ordre  des  quantités  que  nous 
considérons  en  ce  moment ,  qui  entrent  dans  les  ex- 
pressions des  coefficiens  Q<0»?  Q*o«  >  etc.  Ces  valeurs, 
substituées  ensuite  dans  les  équations  de  condition 
données  plus  haut  et  dans  celles  du  n°  39 ,  serviront 
à  déterminer  les  termes  correspondans  qui  entrent 
dans  l'expression  de  la  fonction  z. 

83.  L'équation  (*5),  n°  3g,  donnera  d'abord 

La  valeur  du  coefficient  qi0S  étant  arbitraire,  pour 
simplifier,  nous  supposerons  que  son  expression  ne 
renferme  aucun  terme  dépendant  de  y9.  Il  suffira  par 
conséquent,  en  bornant  l'approximation  aux  termes 
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de  Tordre  m5  y2,  de  supposer  dans  l'équation  pré* 

cédente ,  comme  dans  le  n°  4i> 

Vi«    .         6        108 

Cette  équation  donnera  alors ,  en  la  résolvant, 

.  3    .       9  __»      /3    1      *J7    •      ">83    4      27931     A 

en  supposant  g*  =  1  h-  P,  on  a  d'ailleurs 

Aù  moyen  de  cette  formule  et  de  la  valeur  précé- 
dente ,  on  trouve 

3    ,       9    .      /3    ,      a?    ,      IM7    4      a6ao3    A    , 

^^r  S"  (8m  4m  "ET"  45^ w)^ 
84.  En  substituant  ensuite  pour#,  Q40fJ,  Q  J09,  etc., 
leurs  valeurs  ainsi  déterminées ,  et  pour  c  sa  valeur, 
n°  70,  dans  les  équations  de  condition  du  n°  39  et 
dans  celles  qui  ont  été  données  plus  haut,  on  formera 
les  équations  suivantes  : 

-  3*»--3ï7mt  >'  =  °' 


-«««in-*-?»1  /  =  <>f 


*...  (4m  -  «•-  §  m»  -  ?  m'  /  H-  g  w.  .,.) 

/     3    m     85    .      8855    4      i5    ,  ,A    t 

16  16  3a  16       a" 
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î.,.(-8  +  'H-  (I  ™m -+-  5- ™B -^      "•  ^*)  >* 

4oo5      ,      225       ,    ,_ 
—  -U —  me* s-  m  e*  e%  =  o , 

-,„.(3-8m)-(^»-igm.)/  =  o, 

-  «5?,,.  — Ygm'  /  =  o, 

,,..  (6m  -  6»'  -  \nf  „•)  -  (£*_  ÎUfrf)  /  =  o, 

-  8?..,  --g-  m*  /  =  o, 

?...  ^™  -+-  a™1  -  jTO*  yf)  -t  (Tgm,","  73  w')  **  ~  °» 

3 

-  ^^M-f-gm»  y*  =3  o, 

~  8^««--j53«  /  =  o, 
*       ai         . 

a  105         . 

-  *?M»  —  -35- «  y1  =  o, 

225 

758' 

-  37l""h73m  y*  ==0» 


fïM~728m  y   =  °' 


(^     21    A      i5     4°5        14°7    1 
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63 
-  3^»»'+-Â7  m  =  °> 


27 

*«»■+■  gj    m   =   °- 


85.  En  résolvant  ces  équations  par  la  méthode  des 
coefficiens  indéterminés,  et  en  ayant  égard  aux  va- 
leurs de  çl8d,  <7<86,  etc.,  trouvées  n°  43,  on  aura 

/i5   4o5    1647  A  , 
.   _   4*9  m«  v. 

-h64m^-64mee  "■^me  ^"V" 

/  3  .   85  .   37   A  .   ioo5   .  aa5   ,  „ 

'■»=-(f^m-H^ira,)î',• 


»')  A 


9m 

=  • 

-T6">' 

fui 

= 

(4- 

?I»T 

=  - 

-  Iî  "•'>•• 
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fut  —      gj  "■  y  > 
261 


35 

fus   =  —    g£    W   */   f 


225 

i65        , 


5ia 


f  It4    = 

3  »• 

3Ïm> 

?•••   = 

A  ..  1^5     _  65i_ 
16       128          1024 

flM   = 

&•>• 

9m  = 

21 
S?"*' 

fit.  =  - 

-§M- 

>renons  l'équation ,  n°  i 

f                  * 

^i-h*'         r 

(*) 


Supposons  généralement  la  fonction  .         ,  qui  re- 
présente le  sinus  de  la  latitude ,  développée  dans  une 
Tome  IV.  *5 
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suite  de  termes  périodiques ,  et  soit 

VU-** 

ce  qui  donne  ^  =  cl057sin>jH-cl08C7sin(ç  —  >?)-+- etc., 
lorsqu'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  du  cube  de 
l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  à  l'écliptique ,  comme 
nous  l'avons  supposé,  n°  38.  En  substituant  dans  l'é- 
quation (g) ,  à  la  place  de  la  fonction  .  ^  la  série 
qui  la  représente,  à  la  place  de  z  sa  valeur  résultante 
des  calculs  effectués  n°"  43, 6i,  85,  et  pour  -  sa  valeur, 

n°"  26  et  7a ,  la  comparaison  des  termes  semblables 
dans  les  deux  membres,  en  n'ayant  égard  qu'aux  quan- 
tités que  nous  considérons  en  ce  moment ,  donnera  (*) 

/5       i35  733    A    , 

- 2I?mtyt 


c»««— - 16 y  • 


/  3  89     ,       913     ,      ai  *       .       i5       ,A    t 

3i5       .       i35       .    „       39       ,.      i5     a* 

(*)  Les  termes  surmontés  d'une  astérisque  sont  incomplets  ;  il 
faudrait,  pour  avoir  leurs  valeurs  rigoureuses,  leur  ajouter  les 
termes  correspondais  de  la  valeur  des  z  qui  n'ont  point  encore  été 
calculés. 
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'■••=   (-§m+Ê'",)>''' 

«».  =  — g»»*  >\ 

*,..=   (-èm-^m,)5',' 


3i5* 

>12 

75* 


'•»=*    515  mA 


'=  tfg  m>'' 


«u.=- 

3  *    , 

"  8   *  *'  ' 

«144  =  « 

-  è  m  A 

C»4.=" 

33    , 

-  Ï6  m  '  ' 

«...= 

75 

S?  wy' 

cm  = 

166     . 

CIU  = 

B-"- 

'lM  = 

"  m* 

*...= 

5   i35 

307a 

**••=* 

i3i  , 
160   ' 

C.tT  = 

31 

3ÏW* 

«m=- 

-fc- 

»ô.. 
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CHAPITRE  IV. 

Inégalités  séculaires  et  inégalités  à  longues  périodes 
du  mouvement  lunaire. 

87.  Nous  ne  nous  sommes  occupé,  jusqu'ici ,  que 
des  inégalités  simplement  périodiques  résultant  de 
l'action  du  Soleil  dans  le  mouvement  de  la  Lune  autour 
de  la  Terre.  Les  inégalités  à  longues  périodes ,  dont  il 
sera  question  dans  ce  chapitre ,  sont  des  inégalités  pé- 
riodiques comme  celles  que  nous  avons  calculées  dans 
les  chapitres  précédens,  elles  s'en  distinguent  seule* 
ment  en  ce  qu'elles  croissent  avec  beaucoup  plus  de 
lenteur,  n°  9  ;  on  pourrait  donc  faire  servir  à  leur  dé- 
termination les  formules  générales  que  nous  avons  éta- 
blies dans  les  n°*  1  et  2  ;  mais  il  est  quelquefois  plus 
simple  de  faire  usage ,  dans  ce  cas ,  des  formules  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires ,  et  ces  formules 
sont  d'ailleurs,  dans  la  théorie  de  la  Lune  comme 
dans  celle  des  planètes,  les  plus  commodes  que  l'on 
puisse  employer  pour  le  calcul  des  inégalités  sécu- 
laires. 

En  conservant  aux  cinq  élémens  a,  e9  £,  u,  6  de 
l'orbite  elliptique  de  la  Lune,  la  signification  qu'on 
leur  donne  ordinairement  dans  la  théorie  des  planètes, 
n°  *4  j  hvre  II,  et  en  désignant  par  1  l'inclinaison  de 
cette  orbite  sur  l'écliptique  fixe,  c'est-à-dire  en  nom- 


Digitized  by  LjOOQIC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  38g 

mant  i  l'angle  dont  la  tangente  est  y,  les  accroissemens 
que  prendront  ces  élémens  dans  l'orbite  troublée  en 
vertu  de  la  force  perturbatrice  R ,  seront  déterminés 
par  les  formules  suivantes,  n°  (\i ,  livre  11  : 


.  ^  /rfR\        andty/T--?  /         y i\fdK\ 


w, 


de=— 


aiiJl  ^i  — 


E<-''-)Gr)-=aH£)  » 

tf)  <«• 


(A) 


(S), 


formules  dans  lesquelles  on  doit  observer  que 
(  —  )  =  rf'  R  *   la  caractéristique  d!  désignant  une 

différentielle  prise  uniquement  par  rapport  aux  coor- 
données de  la  Lune ,  n°  i ,  et  que  la  différence  par- 
tielle  (  tt)  doit  être  prise  sans  faire  varier  /i,  qui 

est  fonction  de  a,  n°  43,  livre  II. 

Si  Ton  désigne  de  plus  par  Ç  =  fndt  le  moyen 
mouvement  de  la  Lune ,  on  aura ,  formule  (8) ,  but 
méro  cité , 

dÇ  =  -  Saruhfd'R.  (7) 

88.  Les  formules  précédentes  sont  indépendantes 
de  la  forme  de  la  fonction  perturbatrice  R;  on  pourra 
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donc  déterminer,  par  leur  moyen ,  toutes  les  inégalités 
du  mouvement  lunaire ,  soit  qu'elles  proviennent  de  la 
différence  d'action  du  Soleil  sur  la  Terre  et  sur  son 
satellite,  soit  qu'elles  résultent  de  la  non-sphéricité 
de  notre  globe,  soit  enfin  qu'elles  soient  produites 
par  X action  des  planètes  ou  par  toute  autre  cause. 
Il  suffira,  dans  chaque  cas  particulier,  de  substituer 
&  la  place  de  la  fonction  R  l'expression  qui  lui  con- 
vient; puis,  en  développant  et  intégrant  les  équa- 
tions résultantes,  on  déterminera  les  variations  finies 
des  élémens.  On  pourrait  substituer  ensuite  dans  les 
formules  du  mouvement  elliptique,  à  la  place  des 
élémens  a,  Ç,  e,  etc.,  qu'elles  renferment,  ces  mêmes 
quantités  augmentées  de  leurs  variations ,  et  l'on  ar- 
riverait ainsi  à  déterminer  les  expressions  du  rayon 
vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude  qui  con- 
viennent au  mouvement  troublé.  C'est  la  méthode 
que  M.  Poisson  a  proposé  d'employer  à  la  détermi- 
nation de  toutes  les  inégalités  lunaires ,  dans  son  Mé* 
moire  sur  la  Théorie  de  la  Lune  (Mémoires  de  /Y»- 
stitut,  tome  X);  mais  on  conçoit  aisément  que  cette 
méthode,  qui  paraît  très-simple  en  théorie,  entraîne- 
rait dans  l'application  des  difficultés  presque  insur- 
montables ,  tant  à  cause  du  grand  nombre  d'inégalités 
que  présente  le  mouvement  de  la  Lune,  que  par 
l'étendue  qu'on  est  obligé  de  donner  aux  approxima- 
tions. Ce  que  nous  avons  dit  dans  le  préambule  de  ce 
livre  (page  16),  dans  le  n°  88  du  livre  II,  et  l'exem- 
ple que  nous  avons  donné  n°  80  du  même  livre,  de 
l'application  de  cette  méthode  à  la  théorie  des  pla- 
nètes ,  suffira ,  sans  que  nous  insistions  davantage , 
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pour  mettre  cette  assertion  hors  de  doute.  Cependant 
les  formules  de  la  variation  des  constantes  arbitraires 
ont  l'avantage  d'isoler  pour  ainsi  dire  chaque  inéga- 
lité, et  de  montrer  clairement  comment  elle  se  forme 
indépendamment  des  autres  ;  elles  peuvent ,  par  cette 
raison,  être  utilement  employées ,  dans  la  théorie  de 
la  Lune  comme  dans  celle  des  planètes,  à  calculer 
quelques  inégalités  particulières  qui  deviennent  sensi- 
bles par  des  causes  faciles  à  prévoir;  et  c'est  à  cet 
usage  que  nous  les  ferons  servir. 

89.  Comme  les  formules  (  1  ) ,  (s) ,  etc. ,  sont  parfaite* 
ment  semblables  à  celles  qui  déterminent  les  variations 
des  élémens  elliptiques  des  orbes  planétaires ,  on  en 
conclura ,  comme  dans  le  n°  46,  livre  II,  que  les  iné- 
galités qui  en  résulteront  se  partageront  en  inégalités 
séculaires  et  en  inégalités  périodiques;  mais  il  y  a , 
relativement  à  ces  dernières  inégalités ,  une  distinction 
importante  à  établir  entre  les  deux  théorie^  Les  pé- 
rihélies et  les  nœuds  des  orbes  planétaires  variant 
avec  une  grande  lenteur,  on  peut,  pendant  un  temps 
considérable,  à  partir  de  l'instant  que  l'on  a  choisi 
pour  époque,  regarder  comme  constansles  angles  « 
et  0  qui  déterminent  leur  position ,  et  l'on  range 
parmi  les  inégalités  séculaires  toutes  les  inégalités  qui 
ne  renferment  pas  explicitement  le  temps  t  dans  leurs 
argumens.  Il  n'en  est  pas  de  même  relativement  à  la 
Lune:  la  position  du  périgée  et  des  noeuds  de  son 
orbite  changeant  avec  beaucoup  de  rapidité ,  n°  5 , 
on  est  obligé  de  comprendre,,  parmi  les  inégalités 
périodiques,  non-seulement  celles  dont  les  argumens 
varient  à  raison  du  temps  introduit  par  les  moyens. 
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raouvemens  du  Soleil  et  de  la  Lune,  mais  encore 
celles  qui,  dépendant  simplement  des  angles  «  et  0, 
renferment  implicitement  le  temps  t,  en  vertu  de  la 
variation  de  ces  deux  élémens.  Ces  dernières  inégalités 
forment  donc  une  classe  d'inégalités  particulières  au 
mouvement  lunaire ,  et  on  les  a  nommées  inégalités 
à  longue  période,  pour  les  distinguer  des  autres  iné- 
galités périodiques,  dont  lesargumens  croissent  gé- 
néralement avec  beaucoup  plus  de  rapidité,  Leur 
détermination  constitue  l'un  des  points  les  plus  dif- 
ficiles et  en  même  temps  les  plus  curieux  de  la  théorie 
de  la  Lune;  nous  nous  en  occuperons  dans  ce  cha- 
pitre ,  lorsque  nous  aurons  traité  des  inégalités  sécu- 
laires; mais  nous  devons  auparavant  faire  encore 
quelques  observations  générales  sur  les  formules  (A). 
Nous  remarquerons  d'abord  que  si  dans  ces  for- 
mules on  substitue,  à  la  place  de  la  fonction  R ,  sa 
valeur  en  série,  la  partie  rigoureusement  constante 
de  cette  expression  disparaîtra  par  la  différentiation 

de  chacune  des  trois  quantités  l  -7-  )  ,  (  -7-  ) ,  (  -jjp) , 

en  sorte  que  les  formules  (1),  (3),  (5),  (7),  ne  renfer- 
meront que  des  termes  dépendans  de  l'un  des  angles 
Jndt  H-  s,  w  et  0  r  c'est-à-dire  des  termes  périodiques  ; 
d'où  il  suit  que  dans  cette  première  approximation , 
les  valeurs  des  trois  élémens  a,  e,  z,  ainsi  que  celle 
de  Ç ,  ne  contiendront  aucune  inégalité  du  genre  de 
celles  qu'on  a  nommées  séculaires  dans  la  théorie  des 
planètes.  Les  variations  des  trois  élémens  £ ,  «,  0,  qui 
déterminent  la  longitude  de  l'époque  et  les  mouve- 
ntens  du  périgée  et  des  nœuds,  sont  seules  assujetties. 


Digitized  by  VjOOQlC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  3g3 

à  des  inégalités  susceptibles  de  croître  indéfiniment 
avec  le  temps.  Les  termes  simplement  proportionnels 
au  temps  que  renfermera  l'expression  de  e,  s'ajou- 
teront au  moyen  mouvement  Jndt  dans  l'expression 
fndt  +  e  de  la  longitude  moyenne,  n°  74,  livre  II; 
les  termes  proportionnels  au  carré  du  temps  qui  peu* 
vent  résulter  de  la  variation  des  élémens  elliptiques 
de  la  Lune  ou  du  Soleil ,  produiront  Yinégalité  sécu- 
laire dont  le  moyen  mouvement  lunaire  est  affecté. 
Les  termes  non  périodiques  que  renferment  les  for- 
mules (4)  et  (6)  produiront,  dans  les  valeurs  de  <& 
et  de  0,  des  termes  proportionnels  au  temps  tj  qu'on 
introduira  sous  les  signes  sinus  et  cosinus  où  ces  an- 
gles sont  renfermés ,  et  qui  feront  connaître  les  mou- 
vemens  progressifs  du  périgée  et  des  nœuds  de  l'orbe 
de  la  Lune.  Les  termes  proportionnels  au  carré  du 
temps,  et  résultant  de  la  même  cause  qui  produit  l'é- 
quation séculaire  dont  le  moyen  mouvement  est  af- 
fecté, donneront  les  variations  séculaires  auxquelles 
les  mouvemens  du  périgée  et  des  nœuds  sont  assujettis. 
90.  La  constante  €  étant  toujours  jointe  à  l'ongle fndtf. 
qui  est  partout  compris  sous  le  signe  si/tus  ou  cosinus. 
dans  l'expression  de  R ,  il  en  résulte  que  la  différence 

partielle  (7- )  ne  peut  renfermer  non-seulement  au- 
cun terme  indépendant  du  temps  t,  mais  encore  au- 
cun terme  dont  les  argumens  dépendent  seulement 
des  angles  o  et  ô.  La  variation  du  grand  axe  dans  la 
théorie  de  la  Lune  jouit  donc  de  la  propriété  re- 
marquable de  ne  renfermer  aucune  inégalité  sécu- 
laire, ni  aucune  inégalité  du  genre  de  celles  que  nous. 


Digitized  by  VjOOQlC 


3g4  THÉORIE  ANALYTIQUE 

avons  nommées  inégalités  à  longues  périodes ,  du 
moins  lorsqu'on  n'a  égard  qu'à  la  première  puis* 
sance  des  forces  perturbatrices.  Nous  avons  vu ,  n°  60, 
livre  II,  que  cette  propriété  subsiste  encore,  relative- 
ment aux  inégalités  séculaires ,  dans  la  théorie  des. 
planètes ,  lorsqu'on  porte  l'approximation  jusqu'aux 
termes  de  Tordre  du  carré  de  ces  forces;  une  analyse 
semblable  pourrait  servir  à  démontrer  que  le  grand 
axe  de  1* orbe  lunaire  ne  renferme ,  dans  son  expres- 
sion, aucune  inégalité  séculaire,  ni  aucune  inégalité 
à  longue  période,  du  moins  tant  qu'on  n'aura  égard 
qu'aux  quantités  introduites  par  la  première  et  la 
seconde  puissance  de  la  force  perturbatrice.  Mais 
cette  approximation  ne  suffit  pas,  à  l'égard  de  la 
Lune ,  pour  établir  rigoureusement  Y  invariabilité  de 
son  grand  axe  relativement  aux  inégalités  à  longues 
périodes >  parce  que  ces  inégalités ,  en  s' abaissant  par 
l'intégration ,  peuvent  devenir  très-sensibles ,  même 
parmi  les  quantités  dépendantes  du  cube  de  la  force 
perturbatrice  ;  de  là  résulte  la  nécessité  de  porter  plus 
loin  sur  ce  point  la  précision  dans  la  théorie  lunaire  f 
qu'on  ne  le  fait  ordinairement  dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires. 

En  effet,  les  inégalités  à  longue  période  que  ren- 
ferme la  fonction  d'R,  acquerront  pour  diviseur,  par 
la  double  intégration  que  cette  fonction  subit  dans 
l'expression  du  moyen  mouvement,  le  carré  du  coef- 
ficient qui  multiplie  le  temps  t  sous  le  signe  sinus  ou 
cosinus.  Or  ce  coefficient  est  du  même  ordre  que  les 
variations  des  deux  élémens  w  et  6 ,  ou  que  la  force 
perturbatrice  R,  c'est-à-dire  de  l'ordre  m%  en  dé- 
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signant  par  m  le  rapport  du  moyen  mouvement  du 
Soleil  à  celui  de  la  Lune;  les  inégalités  à  longrtes 
périodes y  dans  l'expression  du  moyen  mouvement, 
auront  par  conséquent  un  diviseur  de  Tordre  m*  ;  il 
faudra  donc,  pour  que  leur  coefficient  soit  exact  jus- 
qu'aux quantités  de  l'ordre  m,  ce  qui  est  indispensable 
polir  la  précision  des  résultats  (*),  porter  l'apprôxi- 

nlation  dans  le  calcul  de  la  fonction  f  -7-  J  jusqu'aux 

quantités  de  l'ordre  m5  inclusivement;  quantités  qui 
dépendent  de  la  troisième  approximation  ou  du  cube 
de  la  force  perturbatrice- 
Mais  nous  avons  dit,  n°  9,  que  la  fonction  jd'K 
jouit  d'une  propriété  qui  dispense  de  cette  pénible 
recherche ,  et  qui  constitue  un  théorème  très-remar- 
quable, que  l'on  peut  énoncer  ainsi  :  ce  Les  inégalités 
lunaires  qui  dépendent  seulement  du  moyen  mou- 
vement du  Soleil ,  et  les  inégalités  à  longues  périodes 
dont  les  argumens  sont  supposés  ne  varier  qu'en 
vertu  des  mouvemens  progressifs  du  périgée  et  du 
nœud  de  l'orbite  de  la  Lune,  disparaissent  de  l'ex- 
pression de  \\-r-)  ndt  ou  de  /d'R,  en  portant  même 

les  approximations  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  m*7 
en  sorte  que  cette  fonction  ne  renferme  dans  cet  or- 
dre de  quantités  que  des  inégalités  périodiques  dépen- 
dantes du  moyen  mouvement  nt  de  la  Lune.  * 

Pour  le  démontrer,  nous  remarquerons  que  les 
inégalités  périodiques  dépendantes  du  moyen  mou- 

(*)  fo/r  page  4^4- 
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venient  nt  de  la  Lune,  que  renferment  les  expres- 
sions différentielles  des  élémens  de  son  orbite  ellip- 
tique, n'augmentent  pas  par  l'intégration,  en  sorte 
qu'elles  demeurent   dans  les  valeurs  finies  des  élé- 
mens du  même  ordre  que  dans  les  formules  différen- 
tielles (A).  Les  inégalités,  au  contraire,  qui  dépendent 
seulement  du  moyen  mouvement  du  Soleil  ou  des 
variations  des  élémens  de  l'orbe  lunaire,  sont  suscep- 
tibles de  s'abaisser  à  l'ordre  m  ou  à  l'ordre  /n°,  en  vertu 
des  petits  diviseurs  m  et  m2  que  l'intégration  leur  fait 
acquérir.  Cela  admis ,  supposons  que  l'on  partage  en 
deux  parties  distinctes  les  variations  de  chacun  des 
élémens  elliptiques  résultant  de  l'intégration  des  for- 
mules (À)  ;  désignons  par  da,  de,dt,  etc. ,  les  parties 
qui  comprennent  toutes  les  inégalités  qui  renferment 
dans  leur  argument  le  moyen  mouvement  de  la  Lune , 
et  qui  demeurent,  après  l'intégration,  du  même  ordre 
qu'elles  étaient  auparavant,  et  représentons  par  d'ay 
c?'e,  c?V,  etc. ,  les  parties  composées  des  inégalités  qui 
ne  dépendent  que  du  moyen  mouvement  mnt  du  So- 
leil ,  ou  des  élémens  de  l'orbite  lunaire ,  ces  inégalités 
étant  les  seules  susceptibles  de  s'abaisser  par  l'inté- 
gration. La  fonction  (  -y-  J,dans  la  première  approxi- 
mation, ne  renfermant  que  des  termes  périodiques 
dépendans  du  moyen  mouvement  nt  de  la  Lune,  si 
l'on  fait  croître  les  élémens  elliptiques  a,  e,  e,  etc. , 
qu'elle  contient,  de  leurs  variations  à'  a,  &'  £,  &'  e*  etc. , 
comme  ces  variations  ne  renferment  dans  leurs  argu- 
mens  que  le  moyen  mouvement  mnt  du  Soleil  et  les 
mouvemens  progressifs  du  périgée  et  du  nœud  de 
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l'orbe  lunaire,  il  est  clair  qu'il  ne  résultera  de  leur 

introduction  dans  (  -77]  aucun  ternie  où  le  moyen 

mouvement  nt  ait  pu  disparaître  ;  en  sorte  que  cette 
fonction ,  après  la  substitution  de  leurs  valeurs ,  con- 
servera la  même  forme  qu'elle  avait  d'abord ,  c'est- 
à-dire  qu'elle  sera  encore  composée  de  termes  pério- 
diques qui  renfermeront  tous,  dans  leurs  argumens, 
le  moyen  mouvement  nt  de  la  Lune,  et  qu'elle  ne 
pourra  contenir  aucun  terme  qui  en  soit  indépen- 
dant. 

Supposons  maintenant  que,  dans  la  fonction  (-v-J 

ainsi  préparée,  on  fasse  croître  de  nouveau  les  élé- 
mens  a ,  e ,  e ,  etc. ,  de  leurs  variations  àa,àe,de,  etc. , 

qu'on  désigne  par  ^•'(■j- )  ^a  fonction  résultante, 

cette  fonction  sera  identiquement  la  même  que  celle 
qu'on  aurait  obtenue  en  substituant  dans  la  fonction 

primitive  (  -r-  ] ,  à  la  place  des  élémens  elliptiques 

a ,  e ,  e ,  etc. ,  leurs  valeurs  augmentées  de  leurs  va- 
riations totales  da  •+-  âa',  ât  -h  ch',  de  +  âe'>  etc. , 
comme  il  est  nécessaire  de  le  faire  pour  avoir  égard  au 
carré  et  aux  puissances  supérieures  de  la  force  per- 
turbatrice. Or,  les  variations  &a,  ch,  &e9  etc. ,  étant 
toutes,  comme  nous  l'avons  dit,  des  quantités  de 

l'ordre  ma,  leur  substitution  dans  la  fonction  [-r)> 

qui  est  du  même  ordre ,  ne  produira  que  des  termes 
de  l'ordre  m*  ou  d'un  ordre  supérieur  à  mk  ;  on  pourra 

donc,  dans  le  développement  de  la  fonction  à*  (—  ) , 
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négliger  les  carrés  et  les  produits  de  &a,  <h,  &e,  etc. , 
qui  n'engendreraient  que  des  termes  de  l'ordre  m6, 
quantités  que  nous  négligerons  ;  on  aura  ainsi 

.  /<*R\      <*'R  ,v      d*R  ^       <*»R  ,       i'R,         a»R  M       <*»R  ,ii 


■A3'1" 


Il  s'agit  de  démontrer  maintenant  que  si  l'on  mul- 
tiplie par  ndt  la  fonction  précédente ,  et  qu'on  l'intè- 
gre, la  fonction  résultante   /  (  —  )  nt  ne  renfermera 

aucun  terme  indépendant  du  moyen  mouvement  nt 
de  la  Lune ,  alors  même  qu'on  porterait  l'approxima- 
tion jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  m3. 

Or,  si  l'on  substitue  pour  cta,  ch,  (te,  etc. ,  leurs  va- 
leurs données  par  l'intégra tipn  des  formules  (A),  il 

est  aisé  de  voir  que  la  fonction  J.  l-j-\  —  -r-^  JÇ  qui 

en  résultera,  se  décomposera  en  groupes  de  termes  de 
cette  forme 

en  représentant  par  f  et  g  deux  quelconques  des 
élémens  elliptiques  ay  z9  e,  etc. ,  et  par  F  une  fonc- 
tion connue  de  ces  élémens. 

Dans  la  seconde  approximation,  c'est-à-dire  lors- 
qu'on néglige  les  quantités  de  l'ordre  du  cube  et  des 
puissances  supérieures  de  la  force  perturbatrice ,  on 
peut  regarder  F  comme  une  quantité  constante  ;  la 
fonction  précédente  peut  prendre  alors  cette  forme 

'[3/(î)*-3/GH- 
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et  l'on  démontrera  aisément,  en  suivant  les  raison- 
nemens  du  n°  60,  liv,  II ,  qu'elle  ne  saurait  renfer- 
mer dans  Tordre  mk  que  des  termes  périodiques  dé- 
pendans  du  moyen  mouvement  nt  de  la  Lune. 

En  effet,  m  désignant,  comme  précédemment,  le 

n' 

rapport  —des  moyens  mouvemens  du  Soleil  et  de  la 

Lune,  soit 

M  cos  (int  -+-  jmnt  -+-  It  -+-  S) 

un  terme  quelconque  de  la  valeur  de  -j^,  et 

N  cos  (int  -♦-  j'mnt  -h  Vt  -+-  g') 

un  terme  de  la  valeur  de  -r-  »  qui  dépend  du  même 

angle  int\  M  et  N  étant  des  coefficient»  constans; 
/,/  et/'  des  nombres  entiers  quelconques;  It  0t  Vt 
des  quantités  variables  dépendant  des  mouvemens 
progressifs  du  périgée  et  des  nœuds  de  Forbç  lu- 
naire; %  et  ë'  des  fonctions  des  élémens  elliptiques  des 
orbites  du  Soleil  et  de  la  Lune ,  et  que  nous  regarde- 
rons ici  comme  des  quantités  constantes. 

Il  faudra  combiner  entre  eux  les  deux  termes  pré- 

cédens,  pour  avoir  dans  la  fonction  -r-j   j  Ij-jdt 

—  dTïT  i  Xlf)^  un  terme  indépendant  du  moyen 
mouveniept  nt  de  la  I^une;  en  observant  que  l'angle  nt 
est  toujours  accompagné  de  la  constante  e,  ce  qui 

1  rf'R  rf'R  </•  R  rf'R 

donne  -7-t%=  -rrr>>    t-t-  =  —tt  9  on  trouvera  ainsi 
d%4f      ndtdf7    d$dg        ndufg7  . 

- 1 H  *ia(it)t  +  jmnt -+- it+  6)/ N  0*  (i*f  +  j'mnt  H-*'i-H$') 

4-1N  siD(pit-+-)'*Mt  +  /'i 4-6')/Mc<w(m*  4- /'««M  -h  J«  4-6), 
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ce  qui ,  en  effectuant  les  intégrations  et1  rejetant  le 

terme  dépendant  de  l'angle  ami,  donne 

-T: r ,-. ^ si  MNco»[(/'-i)mn*-*-(i  — i)*-+-6'— C], 

ou  bien ,  en  réduisant , 

Si  Ton  suppose/'  différent  dey,  on  voit  que  cette 
quantité  introduira  dans  l'expression  de   à .  (  -7-  ) 

£Ç  une  inégalité  dépendante  seulement  du 


dtdl 

moyen  mouvement  mnt  du  Soleil  ;  mais  comme  elle 
se  trouve  multipliée  par  le  facteur  m,  et  qu'elle 
n'acquiert  par  l'intégration  qu'un  diviseur  du  même 
ordre,    elle   sera    encore    dans    l'expression    finie 

fU™\  -  ^<*ç]  àt  de  l'ordre  du  produit  MN  ou 

de  l'ordre  m4,  chacune  des  quantités  M  et  N  étant 
supposée  de  l'ordre  m3;  cette  inégalité  se  trouvera 
donc  comprise  parmi  celles  que  nous  négligeons. 

Si  l'on  suppose  /'  =  / ,  la  fonction  précédente  se 
réduit  à 

i(i'— l)MN  r/l,      IN         M      „ 

Cette  quantité  introduira  donc  dans  la  fonction 

£.  (  j-)  —  j-7£  àÇ  une  inégalité  du  genre  de  celles 

que' nous  avons  nommées  inégalités  à  longues  pé- 
riodes; mais  comme  elle  a  pour  coefficient  la  très-^ 
petite  quantité  /'—  /,  qui  est  de  l'ordre  m*,  cette 
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inégalité  sera  de  l'ordre  m* ,  et  elle  ne  s'abaissera  dans 

l'expression  finie  /  \d .  (j^-j  —  j^-  (?Ç  I  dt  qu'à  l'or- 
dre f»4,  en  vertu  du  très-petit  diviseur  /'  —  l  ou  m2 
que  l'intégration  lui  fait  acquérir  :  cette  inégalité  sera 
donc  encore  de  l'ordre  des  quantités  que  nous  négli- 
geons. 

Si  l'on  suppose  à  la  fois  /'  =  /  et  l'  =  1,  le  coeffi- 
cient de  l'inégalité  précédente  se  réduit  à  zéro,  c'est- 
à-dire  que  la  fonction    /  \&.(  —  j  —  j~TtàÇ    dt   ne 

renferme  aucun  terme  proportionnel  au  temps  t ,  alors 
même  qu'on  porte  l'approximation  jusqu'aux  quan- 
tités de  Tordre  du  carré  de  la  force  perturbatrice  du 
Soleil  ou  de  l'ordre  /n4,  ce  qui  est  conforme  au  théo- 
rème général  relatif  à  Y  invariabilité  des  grands  axes 
planétaires,  n°  60 ,  livre  11.  On  peut  donc  conclure 

de  là  que  la  fonction    /    d.  (  -7-)  —  -r-yzàÇ  I  dt  ne 

renferme  aucune  inégalité  indépendante  du  moyen 
mouvement  nt  de  la  Lune,  lorsque  l'on  néglige  les 
quantités  de  l'ordre  mAy  et  qu'on  n'a  égard  qu'à  la 
seconde  puissance  des  forces  perturbatrices. 

91.  Mais  il  reste  à  démontrer  que  ce  résultat  sub- 
siste encore  lorsqu'on  porte  l'approximation  jus- 
qu'au cube  et  aux  produits  de  trois  dimensions 
des  mêmes  forces;  en  effet,  les  variations  des  élé- 
inens  elliptiques  renfermant,  dans  la  première  ap- 
proximation, comme  nous  l'avons  vu,  des  termes 
qui  s'abaissent  par  l'intégration  à  l'ordre  m  ou  m0; 
il  en  résultera,  parmi  les  termes  dépendans  de  la 
seconde  approximation ,  des  inégalités  périodiques  de 
Tome  IV.  26 


Digitized  by  VjOOQlC 


402  THÉORIE  ANALYTIQUE 

l'ordre  m3  ou  m2  :  ces  termes,  substitués  dans  la  fonc- 
tion à .  \t~-)  7  pourront  donc,  par  leur  combinaison 

avec  ceux  que  renferment  les  différences  partielles 
qui  les  multiplient,  produire  des  inégalités  à  longues 
périodes  ou  des  inégalités  dépendantes  seulement  du 
moyen  mouvement  du  Soleil,  qui  seraient  de  l'or- 
dre m*  ou  simplement  de  l'ordre  mA;  ces  inégalités, 
en  s' abaissant  par  l'intégration  dans  l'expression  de 

la  fonction  /  â .  (  ^—  j  dt ,  produiraient  donc  des  iné- 
galités indépendantes  du  moyen  mouvement  lunaire , 
d'un  ordre  inférieur  à  m4,  ce  qui  serait  contraire  au 
théorème  que  nous  nous  proposons  de  démontrer. 

Lorsqu'on  veut  avoir  égard  aux  termes  du  troisième 
ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice ,  on  ne  peut 
plus,  dans  la  fonction  (/w),  considérer  comme  con- 
stante la  quantité  F  ;  cette  quantité  devient  variable , 
à  raison  de  la  variation  des  élémens  qu'elle  renferme; 
il  faut  d'ailleurs,  dans  les  différences  partielles  de  la 
fonction  R  qui  multiplient  F,  tenir  compte  des  termes 
introduits  par  le  carré  de  la  force  perturbatrice. 

Cela  posé,,  soit 

M  cos  (int  4-  jmnt  -f-  It  ) 
l'un  quelconque  des  termes  de  la  fonction  j,,  soit 
N  cos  (ïnt  +  j'mnt  -f-  Vt) 

un  terme  de  la  fonction  — ,  et  soit 

P  cos(î"n*  -f-  j'mnt  -f-  l"t) 
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l'un  des  termes  du  développement  de  la  fonction  F, 
lorsqu'à  la  place  des  élémens  qu'elle  renferme ,  on  a 
substitué  ces  mêmes  élémens  augmentés  de  leurs  va- 
riations; en  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes,  on  aura 
ainsi 

ji>  jp 

-jf  =  M  cos  (mi*  -hjmnt  -h  Z«),         —  =  N  cos  (i  'ni  -h  j'mnt  -h  J  '*)  f 
F  =  P  cos  (i"nt  -+-  j'mnt  ■+•  l"t). 

Voyons  quelles  sont  les  inégalités  qui  résulteront 
delà  combinaison  de  ces  trois  termes  dans  la  fonc- 
tion (m). 

En  observant  que  —  =  — ,  on  aura  d'abord 

^=-iM8in(m«  +  ;mn<  +  /0,     ?r=-  i'Ksin(i 'nt  +  j'mnt  +  !'i). 

En  combinant  les  valeurs  de  ^r  et  de  j-  avec  l'ex- 
pression de  F,  on  aura 

_  /*H\      NP  j     ooi[(i"-i')«^(7'r->,)«w<-+-y'r-',)OJ 
_  1&Y\       MP  (      <50»  [(*"—  i)  *t  +  (j"-j)  m»«-+-  (/"-  I)  «]  ) 

FV47rJ==T  {-+-coB[(i"-f-«)«iH-(r-f-/)w»i-+-(i'r-+-Ofl}' 
d'où  l'on  tire  en  intégrant 

(^-o.^i/jj^-^i--i'"°'",-','--»'-'')--",-f"') 

(!•-!)  ■-f.yir-/)«"+|ir-1  < 

26.. 
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Si  Ton  substitue  maintenant  à  la  place  des  quatre 

quantités^.,  £J,Jf  (y)*,/F  (£)*,!««. 

leurs  précédentes  dans  la  fonction  (m),  on  trouvera, 
après  les  réductions,  que  cette  quantité  renferme  les 
termes  suivans  : 

\(i»  +  i')n+(jn+-j')mn+-l"+V  ~"  (J'-*-/)* -*-(;» -<-/} m»  -h  Z*4-/| 

4 

"+"|(«"H-i)n-+-(/'r-4-/)mn-f-^-t-  Z  ~  (i'-i1,)»-+-(/W  )""»-+-  l'-l"\ 

^|(7=7iTï^:R7::7s^ 
x!!^«os[(i-i'-.i'')iii+(/-/'-Hi«ii  +  p-ir-i'r)i)f 

}(,"_ ,)»-+-  (/*-/)  mn  +  l'-l^p-i^n -#-(/•  — /)jwi-hl»— |'j 
MNP 

Ces  quatre  termes  étant  de  même  forme  et  ne  diffé- 
rant que  par  les  signes  dont  sont  affectées  les  lettres 
i ,  i',  i",  /,  / ',  jny  ce  que  nous  dirons  de  l'un  d'entre  eux 
pourra  s'appliquer  identiquement  aux  trois  autres. 
Considérons  le  premier  de  ces  termes  :   pour  qu'il  en 

puisse  résulter  dans  la  fonction  (?.  (  -=-  j  —  — -  £Ç  une 

inégalité  indépendante  du  moyen  mouvement  nt  de  la 
Lune,  il  faut  que  l'on  ait  :  i -f-  V  •+-  i"  =  o,  ce  qui 
donne  i"  4-  V  =  —  i,  i"  -+-/=—  /';. ce  terme  devient 


MNP 

x 


ainsi  : 


{*',— (/-t-;")mii--l— J»       iH  —  f/'-t-/")*!  — i'--l»j 


MNP 


x __  cosl (/-h/'  H-  ;"  )mnt  -+-(Z-+-  Z'  H-Z")  O  , 
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ou  bien ,  en  réduisant , 

}[/'n-(/+^)mn-"/-/nim-(/'-f-/)nin-/'-nj  ( 

Les  trois  coefficiens  M ,  N,  P  étant  de  Tordre  m2 
lorsqu'on  suppose  à  i,  /'  et  V  des  valeurs  entières 
différentes  de  zéro ,  cette  inégalité  sera ,  dans  ce  cas , 
de  l'ordre  inT;  elle  ne  s'abaissera  donc  par  l'intégration 

qu'à  l'ordre  m6  dans  la  fonction  /  \â.  (  —  j  —  -t-t-  \dt 

et  se  trouvera  comprise  par  conséquent  parmi  les 
quantités  que  nous  négligeons. 

Les  deux  coefficiens  M  et  N  sont  nécessairement  de 
l'ordre  m2 ,  puisqu'ils  sont  introduits  par  la  fonction 
perturbatrice  Rdont  tous  les  termes  sont  de  cet  ordre; 
mais  la  quantité  F  étant  une  fonction  des  élémens  de 
l'orbite  elliptique  de  la  Lune ,  elle  peut  contenir,  à 
raison  des  variations  de  ces  élémens  déterminées  par 
les  formules  (A),  non-seulement  des  termes  pério- 
diques de  l'ordre  m?,  mais  encore  des  termes  dépen- 
dant simplement  du  moyen  mouvement  du  Soleil  ou 
des  mouvemens  progressifs  du  périgée  et  des  nœuds 
de  l'orbe  lunaire;  termes  qui  peuvent,  comme  nous 
l'avons  vu,  s'abaisser  par  l'intégration  à  l'ordre  m  ou  à 
l'ordre  m0.  Ce  sont  donc  ces  termes  seuls  qui  pour- 
ront introduire  dans  la  fonction  (m)  des  inégalités  de 
l'ordre  de  celles  que  nous  considérons ,  et  l'on  peut, 
par  conséquent ,  négliger  dans  la  fonction  F  les  termes 
périodiques  dépendans  du  moyen  mouvement  ni  de  la 
Lune  ;  or  il  est  évident  que  cela  revient  à  supposer 
i"==  o,  et  par  conséquent  i  =  —  /';  la  fonction  (n) 
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devient  alors 

hi'n-t/H-/")  **»—*— l"n— tin-(//-*-/)OTii4-r-t-z'r]j 

Si/,/', y  sont  des  nombres  quelconques,  le  terme 

précédent  introduira  dans  la  fonction  £ .  (  — j  —  j-fràÇ 

une  inégalité  dépendante  seulement  du  moyen  mou- 
vement m/z^  du  Soleil  ;  mais  cette  inégalité  étant  multi- 
pliée par  le  facteur  m,  elle  est  au  moins  de  l'ordre  m5, 
puisque  les  quantités  M  etN  sont  supposées  de  Tordre 
m2;  elle  ne  s'abaissera  donc  qu'à  l'ordre  m*  dans  la 

fonction  /  \&.  (t-j  —  d~JïàÇ\dt,  puisqu'elle  n'ac- 
quiert par  l'intégration  qu'un  diviseur  de  l'ordre  m; 
elle  pourra  par  conséquent  être  comprise  parmi  les 
quantités  que  nous  négligeons. 

Si  l'on  suppose  àla  fbisi+î'+f=o,  ct/+/f+/ir=of. 
ce  qui  donne  /-f-/"  =  —  /',  /'  -f-/"  =— /,  le  terme 
précédent  devient 

i[j"mn+l-hl'  +  zl') MNP 

La  combinaison  des  termes  que  nous  avons  consi- 
dérés, introduit  donc  alors  dans  &.  (-7-  J  —  -r-j=  £Ç 

une  inégalité  du  genre  de  celles  que  nous  avons 
nommées  inégalités  à  longues  périodes,  c'est-à-dire 
une  inégalité  dont  l'argument  ne  varie  qu'à  raison  du 
mouvement  progressif  du  périgée  et  des  nœuds  de 
l'orbe  lunaire.  Cette  inégalité  acquiert  par  l'intégra- 
tion un  diviseur  de  l'ordre  m*  ;  mais  comme  elle  est 
de  l'ordre  m9  tant  qu'on  suppose/"  mi  nombre  entier 
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différent  de  zéro ,  puisque  M  et  N  sont  dp  Tordre  m*, 
et  que  P,  dans  ce  cas ,  est  une  quantité  de  l'ordre  rn,  il 
s'ensuit  que  cette  inégalité  demeure  encore  de  Tordre 
mÂ  après  l'intégration  et  qu'elle  rentre  par  conséquent 
parmi  les  quantités  que  nous  négligeons.  Enfin,  si  Ton 
suppose  à  la  fois  i  -+-  V  -4-  i"  =  o,  j  -h  /'  +j"  =±  o, 
i"  =  0  et  /"  =  o,  ce  qui  donne  i  ■+-  V  =  o ,  /+/'  =  <*, 
le  terme  précédent  se  réduit  à 

/(/-t-I'-i-al")  MNP       ,_     .,     __, 

: V  . 4 ______ cOS(/-t-/'-hF)<, 

inégalité  qui  est  encore  de  Tordre  m0,  puisque  le 
produit  MNP,  qui  est  alors  de  Tordre  m4,  se  trouve 
multiplié  par  le  facteur  l  -f-  /'  +  aZ"qui  est  de  Tordre 
ma;  elle  ne  s'abaissera  donc  qu'à  Tordre  m4  dans  Tex-- 

pression  de  /  \&.  ( -r)  ~~  T~^  ^Ç  I  A>  et  pourra  par 

conséquent  être  négligée. 

En  général ,  on  voit  par  l'analyse  précédente  que  la 
propriété  qui  caractérise  les  inégalités  indépendantes 
du  moyen  mouvement  de  la  Lune  dans  l'expression  de 

la  fonction  ch  (  —  j  —  -r~dt  ^'  consiste  en  ce  que  le 

coefficient  de  chacune  de  ces  inégalités  acquiert, 
par  les  réductions  que  subissent  les  différens  termes 
qui  concourent  à  sa  formation ,  un  facteur  du  même 
ordre  que  le  coefficient  du  temps  t  sous  le  signe  sinus 
ou  cosinus  qu'il  multiplie,  en  sorte  qu'il  demeure  après 
l'intégration  du  même  ordre  que  le  produit  MN  des 
coefficiens  des  deux  termes  que  Ton  a  considérés 
primitivement  dans  la  fonction  R,  c'est-à-dire  de  Tor- 
dre m 4,  M  et  N  étant  deux  quantités  de  Tordre  m a.  Ce 


Digitized  by  VjOOQlC 


4o8  THÉORIE  ANALYTIQUE 

résultat,  qui  se  vérifie  aisément  lorsqu'on  ne  considère 
que  le  carré  des  forces  perturbatrices ,  subsiste  encore 
quand  on  a  égard  au  cube  de  ces  forces ,  et  il  est  pro- 
bable qu'il  doit  s'étendre  de  même  à  toutes  les  ap- 
proximations suivantes. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s'appliquant  à  tous  les 
termes  de  même  forme  que  celui  que  nous  avons 
choisi  pour  exemple,  on  en  peut  conclure  que  la 
considération  des  termes  dépendans  du  cube  de  la 
force  perturbatrice ,  comme  celle  des  termes  dépen- 
dans du  carré  de  cette  force,  n'introduit  dans  la  fonc- 
tion /  <M  7-)— j-JïàÇ  dt  que  des  termes  périodi- 
ques dépendans  du  moyen  mouvement  nt  de  la  Lune, 
lorsqu'on  néglige  dans  cette  expression  les  quantités 
de  l'ordre  m*. 

Or  il  est  aisé  de  s'assurer  que  la  fonction  -t-jl  ^Ç 
ne  renferme  aucune  inégalité  indépendante  du  moyen 
mouvement  nt  de  la  Lune  d'un  ordre  inférieur  à  m*9 
et  l'on  en  conclura  que  par  conséquent  la  fonction 

l  & .  (  —  j  dt  n'en  renferme  non  plus  aucun  du  même 

genre  dans  cet  ordre  d'approximation.  En  effet ,  si  l'on 
n'a  égard  d'abord  qu'aux  termes  introduits  par  le 
carré  de  la  force  perturbatrice,  il  suffira  de  substituer 

pour  JÇ,  dans-y-r-JÇ,  sa  valeur  donnée  par  l'inté- 
gration de  la  formule  (7).  Ce  terme  devient  ainsi 

pour  que  cette  fonction  puisse  produire  un  terme  in- 
dépendant du  moyen  mouvement  ntr  il  faut  combiner: 
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entre  eux  dans  -7-^-  et  d'R  des  termes  dépendans  du 
même  multiple  de  cet  angle;  Soient  donc 
A  cos  ( int  -h  jmnt  +  It)  et  B  cos  (  int  +  j'mnt  -+-  l't) 
deux  termes  de  la  fonction  R  remplissant  cette  con- 
dition ,  en  observant  que  d'R  =  --T-mfe,  et  en  ne  con- 
sidérant que  ces  termes,  on  aura  : 

J'R  =  —  indt  A  sin  (int  -+■  jmnt  -+-  It  )  —  indtR  sin  (ini  -h /'mm  -h  /'<) , 

d'où  Ton  conclura 

/Zandt  /<*'R  =  - ~ —  sin  (int  -h  jmnt  -h  /r) 

•+"  7- — n n?^  8,n  (mt  -*-l'mnt-h  l't) . 

(in-h)'mn-hl,)t        *  '  ' 

En  observant  que  t—  =  --7-  =^r,ona  d'ailleurs, 
en  vertu  des  mêmes  termes, 

•— p  =  —  i1A>eaB(int-hjmnt-h  It)  —  PB  cos  (int  -h  j'mnt  -+-  J'f  ). 

Si  l'on  combine  cette  valeur  avec  la  précédente  et 
qu'on  rejette  les  termes  dépendans  du  mouvement  nt 
de  la  Luné ,  on  trouve 

xABsin[(/'-y)i»if  •+-'(!'- !}*], 

ou  bien ,  en  réduisant , 

_*.,     t    \Xnl(j-j')mn+l-r}+(j'mn  +  l'Y-{jmn+iyt 
~ïian     {  (m  -+-  jmn  H-  Z)*  (m  -*-  fmn  -+-  Z'  )»  J 

X  AB  sin  [  (/'  -  7)  mnt  -+-  (I'  -  Z  )  1]. 

Les  termes  que  nous  venons  de  considérer  intro- 
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duisent  donc  dans  la  fonction  <?•  (j-)  une  inégalité 

dépendante  seulement  du  moyen  mouvement  mntàxx 
Soleil;  mais  cette  inégalité,  lorsqu'on  suppose /ety' 
des  nombres  quelconques,  est  multipliée  par  le  facteur 
m  ;  et  comme  AetB  sont  des  facteurs  de  Tordre  m%  elle 

se  trouve  de  Tordre  m5  dans  l'expression  de  à.  (  —  J 

et  par  conséquent  ne  s'abaisse  qu'à  Tordre  m*  dans 

l'expression  finie  de  \  à.  (j-)  dt  par  le   diviseur  m 

que  l'intégration  lui  fait  acquérir.  Si  Ton  suppose 
/  =  fj  l'inégalité  dont  il  s'agit  devient  une  inégalité  du 
genre  de  celles  que  nous  avons  nommées  à  longues 
périodes  y  mais  alors  elle  se  trouve  multipliée  par  le 
facteur  /  — 1'9  et  comme  elle  acquiert  cette  même 
quantité  pour  diviseur  par  l'intégration,  elle  n'intro- 
duit dans  la  fonction   /  &.  (t-V*  qu'une  inégalité  de 

Tordre  m*  que  nous  sommes  convenus  de  négliger. 

Pour  avoir  égard  aux  termes  dépendans  du  cube 
de  la  force  perturbatrice  que  peut  renfermer  la  fonc- 
tion -j—T-f3andtfd'Ji7  il  faut  comprendre  dans  la 

fonction  R  les  termes  dépendans  du  carré  de  la  force 
perturbatrice  et  considérer  comme  variables  les  élé- 
mens  a  et  n  qui  entrent  sous  le  signe  intégral  ;  mais  les 
variations  de  ces  deux  élémens  ne  renfermant  que  des 
termes  périodiques  dépendans  du  moyen  mouvement 
de  la  Lune,  qui,  par  conséquent,  n'ont  pu  s'abaisser 
par  l'intégration ,  et  tous  les  termes  qui  composent  les 

fonctions -t-Ty  e*  d'R  étant  également  des  quantités  de 
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Tordre  m2,  il  s'ensuit  que  toutes,  les  inégalités  qui 
peuvent  résulter  de  la  combinaison  de  ces  diverses 
fonctions  seront  au  moins  de  Tordre  m6;  elles  pourront 
donc  tout  au  plus  s'abaisser  à  Tordre  mA  dans  l'expres- 
sion de  la  fonction  /  -7-7-  ffSandtd'R  dt  et  se- 
ront toujours  comprises  par  conséquent  parmi  les 
quantités  que  nous  négligeons. 

Il  serait  facile  de  démontrer,  par  des  considérations 

semblables,  que  si,  dans  la  fonction  I  (-)ndt,  on 

substitue  pour  n  sa  valeur  n  -+-  &n,  n  étant  une  con- 
stante invariable,  et  dn  étant  déterminé  par  l'équa- 
tion &  n  =  —  |  /  - — ,  n°  43  >  livre  II,  la  fonction 

t  (  —  W/ï  dt  ne  renfermera  dans  Tordre  m2  et  dans 

Tordre  m9  que  des  inégalités  périodiques  dépendantes 
du  moyen  mouvement  nt  de  la  Lune. 

Concluons  donc  enfin  que  la  fonction    /  (  —  j  ndt 

ou  fd'  R  ne  renferme  aucune  inégalité  indépendante 
du  moyen  mouvement  de  la  Lune,  c'est-à-dire  aucune 
inégalité  dont  X  argument  ne  varie  qu'à  raison  du 
mouvement  du  Soleil  ou  des  mouvemens  progressifs  du 
périgée,  et  des  nœuds  de  l'orbe  lunaire,  du  moins  tant 
qu'on  néglige  dans  le  développement  de  cette  fonc- 
tion les  termes  d'un  ordre  supérieur  à  m*. 

C'est  le  théorème  que  nous  avions  énoncé  sans  le 
démontrer  n°  9,  et  que  nous  avons  ensuite  vérifié  par 
un  calcul  direct  relativement  à  plusieurs  inégalités 
telles  que  V équation  annuelle ,  n°  58,  c'est-à-dire  ne 
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renfermant  dans  leur  argument  que  le  moyen  mouve- 
ment du  Soleil.  Son  utilité  est  surtout  très-grande 
pour  le  calcul  des  inégalités  à  longues  périodes,  parce 
que  la  nécessité  où  Ton  serait  de  pousser  jusqu'aux 
quantités  de  l'ordre  m5  le  calcul  des  différens  termes 
des  fonctions  qui  subissent  une  double  intégration 
dans  l'expression  de  la  longitude ,  et  le  grand  nom- 
bre de  combinaisons  qu'il  faudrait  considérer  pour 
cet  objet ,  rendraient  leur  détermination  très-pénible , 
et,  par  suite,  les  erreurs  de  calcul  presque  inévita- 
bles, comme  l'ont  éprouvé  la  plupart  des  géomètres 
qui  ont  essayé  de  déterminer  ces  inégalités  par  des 
formules  indépendantes  de  la  fonction  fd'TL  (*). 

92.  Reprenons  maintenant  la  formule  (1),  n°  87, 
qui  détermine  la  variation  du  grand  axe  de  l'orbe  lu- 
naire. Cette  formule  peut  s'écrire  ainsi 
da  =  za2d'R. 

Si  l'on  veut  avoir  égard  au  carré  des  forces  pertur- 
batrices ,  on  fera  croître  le  facteur  a2  de  sa  variation 
iada  ou  /\a3fd'Jï,  en  substituant  pour  àa  sa  valeur 
donnée  par  la  première  approximation,  et  l'on  aura 
ainsi,  n°  61,  liv.  II, 

#a  =  2a2fd'R  4-  8a'f(drTLfd'H). 

Le  premier  terme  ne  contient  aucune  inégalité  in- 
dépendante du  moyen  mouvement  de  la  Lune  d'un 
ordre  inférieur  à  /n4,  puisque  la  fonction  fd'R  n'en 
peut  renfermer  de  semblables  dans  la  seconde  ni 
même  dans  la  troisième  approximation ,  comme  nous 
venons  de  le  voir;  en  appliquant  au  second  terme 

(*)  Voyez  ce  qui  a  été  dit  sur  ce  sujet,  page  27. 
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l'analyse  dont  nous  avons  fait  usage  relativement  au 
terme  -^ff$andtd'R.,  on  s'assurera  que/(d'R/rf'R) 
ne  peut  renfermer  non  plus  dans  cet  ordre  aucune 
inégalité  du  même  genre;  d'où  l'on  peut  conclure  que 
l'expression  du  grand  axe  en  est  également  indépen- 
dante, et  il  sera  facile  d'étendre  ce  résultat  au  cas  où 
l'on  porte  l'approximation  jusqu'au  cube  de  la  force 
perturbatrice ,  du  moment  qu'il  est  démontré  qu'il 
subsiste  encore  alors  à  l'égard  de  la  fonction  fcl'R. 

La  variation  du  moyen  mouvement  est  déterminée 
par  la  formule 

JÇ  =  -  3/fandtd'R, 

ou  bien,  en  faisant  varier  les  élémens  a  et  n  pour 
avoir  égard  aux  termes  dépendans  du  carré  de  la  force 
perturbatrice ,  n°  61 ,  livre  II , 

*Ç  =  -  3aff{ndtd'R)  -h  3a2ffndt[d'Rfd'K]. 

En  comparant  cette  formule  à  celle  qui  détermine 
la  valeur  de  da,  on  doit  en  conclure  que,  malgré  la 
double  intégration  que  les  fonctions/*/' R,/^'  R/rf'R) 
subissent  dans  l'expression  du  moyen  mouvement,  la 
valeur  de  dÇ  ne  renfermera  aucune  inégalité  indé- 
pendante de  l'angle  nt9  d'un  ordre  inférieur  à  m2,  du 
moment  qu'il  est  démontré  que  l'expression  de  àa  n'en 
renferme  aucune  d'un  ordre  inférieur  km*.  Enfin  on 
étendra  aisément  la  même  conséquence  au  cas  où  l'on 
a  égard  aux  quantités  du  troisième  ordre  par  rapport 
aux  forces  perturbatrices. 

Tout  ce  que  nous  avons  démontré  d'ailleurs ,  n°  61 , 
liv.  II,  sur  l'indépendance  des  valeurs  de  àa  et  àÇ 
relativement  aux  inégalités  séculaires ,  peut  s'appli- 


Digitized  by  LjOOQIC 


4i4  THÉORIE  ANALYTIQUE 

quer  identiquement  au  mouvement  de  la  Lune  et  aux 

formules  (i)  et  (7),  n°  87. 

Concluons  donc  que  le  grand  axe  et  le  moyen  mou- 
vement de  la  Lune  ne  renferment  dans  leur  exprès* 
sion,  i°  aucune  inégalité  séculaire,  c'est-à-dire  au- 
cune inégalité  susceptible  de  croître  indéfiniment  avec 
le  temps ,  même  lorsqu'on  a  égard  au  carré  de  la  force 
perturbatrice  du  Soleil  ou  aux  quantités  de  l'or- 
dre m 4  ;  i°  aucune  inégalité  dont  l'argument  soit  in- 
dépendant du  moyen  mouvement  nt  de  la  Lune ,  en 
portant  la  précision  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  m9 
dans  l'expression  du  grand  axe  et  jusqu'aux  quantités 
de  l'ordre  m  dans  l'expression  du  moyen  mouvement. 

Cette  proposition  n'est ,  comme  on  voit ,  qu'une  ex- 
tension du  théorème  remarquable  qui  existe  relative- 
ment à  l'invariabilité  des  grands  axes  et  des  moyens 
mouvemens  planétaires  par  rapport  aux  inégalités  sé- 
culaires; l'invariabilité  du  grand  axe  comprend ,  dans 
la  théoriede  la  Lune,  non-seulement  les  inégalités  sécu- 
laires, mais  aussi  les  inégalités  dépendantes  du  moyen 
mouvement  du  Soleil,  et  celles  dont  les  argumens  ne 
varient  qu'à  raison  des  mouvemens  progressifs  du  péri- 
gée et  du  nœud  de  l'orbite  lunaire.  Laplace  paraît 
avoir  fait  le  premier  cette  importante  remarque  ;  mais 
la  démonstration  sur  laquelle  il  a  cru  pouvoir  l'ap- 
puyer [Connaissance  des  Temps,  i8a4)  est  non-seule- 
ment incomplète,  elle  est  même  tout  à  fait  fautive; 
et,  par  suite,  les  résultats  qu'il  a  obtenus  relative- 
ment aux  inégalités  à  longues  périodes  dont  il  a  en- 
trepris le  calcul ,  soit  dans  la  Connaissance  des  Temps 
pour  i8a4,  soit  dans  le  Ve  volume  de  la  Mécanique 
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céleste,  sont  également  incorrects,  du  moins  dans  les 
parties  qui  dépendent  de  la  troisième  approximation. 
M.  Poisson  a  donné  depuis  une  démonstration  di- 
recte du  théorème  dont  il  s'agit ,  dans  son  Mémoire  sur 
la  Théoriedela  Zone;  mais  il  avaitomisde  tenir  compte 
des  inégalités  introduites  par  le  cube  de  la  force  per- 
turbatrice, dont  la  considération  est  indispensable, 
comme  nous  l'avons  vu ,  et  qui  fait  seule  la  difficulté 
de  cette  proposition  lorsqu'on  veut  la  traiter  avec 
toute  la  généralité  qu'elle  exige.  Il  n'existait  donc 
réellement  aucune  démonstration  exacte  et  complète 
de  l'indépendance  dont  jouit  la  fonction  /</'R  rela- 
tivement aux  inégalités  à  longue i  période  ,  et  quelques 
géomètres  l'avaient  même  révoquée  en  doute,  lorsque 
j'essayai  de  la  vérifier,  par  un  calcul  direct,  sur  quel- 
ques exemples  particuliers,  choisis  parmi  les  inégalités 
à  longue  période  qui  avaient  fixé  spécialement  l'atten- 
tion des  géomètres  (*);  je  mis  ainsi  hors  de  doute 
l'exactitude  du  théorème ,  et  je  m'occupai  ensuite  d'en 
chercher  une  démonstration  simple  et  générale.  Celle 
que  j'ai  donnée  plus  haut  me  paraît  ne  rien  laisser  à 
désirer  à  cet  égard  ;  son  principal  avantage  tient  à 
l'introduction  préalable,  dans  l'expression  de  la  fonc- 
tion perturbatrice  R ,  de  toutes  les  inégalités  suscep- 
tibles de  s'abaisser  par  l'intégration ,  ce  qui  permet , 
lorsqu'on  fait  varier  dans  cette  fonction  ainsi  prépa- 
rée ou  dans  ses  différences  partielles  les  élémens  el- 
liptiques qu'elles  renferment ,  de  négliger  les  termes 


(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  IV, 
p.  280.  —  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  1840. 
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dépendans  des  carrés  et  des  produits  des  variations 
de  ces  élémens,  termes  qui  seraient  de  Tordre  ira6, 
et  de  décomposer  par  suite  chacune  des  parties  de  la 
fonction  résultante  en  groupes  de  la  forme  PfQdt 
—  QfVdt  ;  décomposition  déjà  si  utile  lorsqu'il  s'agit 
des  termes  dépendans  du  carré  de  la  force  perturba- 
trice, et  qu'on  étend  ainsi  aux  termes  introduits  par 
le  cube  de  cette  force.  Cette  heureuse  idée  aplanit  la 
principale  difficulté  d'une  démonstration  qui,  sans 
cela,  serait  d'une  complication  presque  rebutante, 
elle  est  due  à  M.  Lubbock,  qui  a  mérité  par  ce  service 
toute  la  reconnaissance  des  géomètres. 

93.  Après  avoir  examiné,  avec  toute  l'étendue 
que  l'importance  de  l'objet  exigeait ,  les  inégalités  du 
grand  axe  et  du  moyen  mouvement,  occupons-nous 
des  inégalités  des  autres  élémens  de  l'orbite  elliptique 
de  la  Lune.  Reprenons  d'abord  les  formules  (a)  et  (4)f 
qui  déterminent  les  variations  différentielles  de  la  lon- 
gitude de  V époque  et  de  celle  du  périgée  :  on  a 

t   jJd^\    ,   ondo/T^?/         y z\/dVL\ 

*  =  _2aW^-j  +  — X (.-y^^-j, 

Dans  ces  formules ,  les  angles  s  et  w  sont  supposés 
comptés  sur  le  plan  de  l'orbite  troublée,  à  partir  d'une 
origine  fixe;  pour  les  rapporter  à  l'écliptique ,  obser- 
vons que,  dd  exprimant  le  mouvement  différentiel  du 
nœud  ascendant  de  la  Lune  sur  ce  plan ,  cos  idO  sera 
le  mouvement  du  même  nœud  pendant  l'instant  dt 
projeté  sur  le  plan  de  l'orbite  lunaire;  rfe— cos  idO  et 
iUù  —  cos  id$  seront  par  conséquent  les  variations  des 


Digitized  by  LjOOQIC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  4 17 

angles  e  et  w  pendant  l'instant  dt,  relativement  à  la 
ligne  des  nœuds;  on  aura  donc  à  très-peu  près,  pour 
déterminer  les  variations  des  angles  e  et  w  comptés  sur 
le  plan  de  réclip  tique,  à  partir  de  la  droite,  origine 
commune  de  toutes  les  longitudes , 

Je  =  (de)  -+-  (1  —  cosi)dOy 
du  =  (dot)  -+-  (1  —  coù  i)dO} 

les  différentielles  (de)  et  (du),  entourées  de  parenthèses, 
se  rapportant  aux  angles  ê  et  w  mesurés  sur  le  plan 
même  de  l'orbe  lunaire,  à  partir  d'une  origine  fixe. 
En  substituant  donc  dans  ces  équations ,  à  la  place  de 
(de) ,  (dcù)  et  dQ,  leurs  valeurs  données  par  les  formules 
(2),  (4)  et  (6),  on  aura 


*--.*-(g)^^(.-^)(g)| 

andt     a         1  .  /<*R\  t 


dùt~ 


andtyjx  —  e%  /«fR\         andt  i  .  /<f  R 


/dR\         andt  1  .  /<*R\ 


Les  angles  s,  &>,  6  auront  ainsi  désormais  la  même  si- 
gnification que  celle  que  nous  leur  avons  attribuée 
dans  les  n08  4  et  suivans;  l'angle  w,  en  particulier,  dé- 
signe ce  que  les  astronomes  appellent  la  longitude  du 
périgée  sur  Torbite. 

94.  Occupons-nous  d'abord  de  la  première  de  ces 
formules.  Si,  après  avoir  développé  la  fonction  R  en 
série  de  cosinus  d'angles  proportionnels  au  temps  t,  on 
nomme  R0  la  partie  non  périodique  ou  le  premier  terme 
de  ce  développement,  en  substituant  cette  valeur  à  la 
place  deR  dans  la  formule (8);  et  faisant,  pour  simpli- 
Tome  IV.  217 
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fier,  a  et  n  égaux  à  l'unité,  on  aura 

Supposons  que,  lorsqu'on  aura  remplacé  B0  par  sa 
valeur,  le  second  membre  de  cette  équation  prenne 
cette  forme  (i  +/'h-./V*)  dt,  ef  désignant  comme  pré- 
cédemment l'excentricité  de  l'orbe  solaire.  Ç=fdt+t 
représentant  le  moyen  mouvement  dans  l'orbite  ellip- 
tique ,  en  différentiant,  on  aura  —  =  i  -+-  -^,  ou  bien  f 

en  substituant  pour  -£  sa  valeur,—  =  (n-/-f/e/J). 

Le  second  membre  de  cette  équation  n'est  pas  rigou- 
reusement constant,  l'excentricité  d  de  l'orbe  solaire 
varie  de  siècle  en  siècle,  et  le  terme  J'fe'2dt,  que  ren- 
ferme la  valeur  de  Ç,  introduit  dans  l'expression  du 
moyen  mouvement  de  la  Lune,  et  par  suite  dans  celle 
de  sa  longitude  moyenne,  une  inégalité  séculaire  sem- 
blable à  celle  qui  résulte  d'une  cause  analogue  dans 
l'expression  des  longitudes  moyennes  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  n°  74,  livre  II  ;  mais  cette  inégalité  séculaire  du 
moyen  mouvement ,  qui  est  sans  effet  appréciable  pour 
ces  deux  planètes ,  devient  au  contraire  très-sensible 
dans  le  mouvement  de  la  Lune,  et  elle  avait  été  indi- 
quée par  l'observation  longtemps  avant  que  la  théorie 
ne  fut  parvenue  à  en  découvrir  la  véritable  cause. 

Pour  avoir  égard  à  la  variation  de  ef  dans  l'expres- 
sion de  Ç,  désignons  par  E' ce  que  devient  l'excentricité 
e'  de  l'orbe  solaire  après  un  temps  quelconque  *,  et 
supposons  qu'on  ait  F/2  =  e'2  -+-  Ut  -f-  H't*  -h  etc.; 

en  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  y,  et 
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en  intégrant  la  valeur  résultante ,  on  aura 

le  facteur  e",  qui  entre  dans  le  premier  terme  de  cette 
valeur,  devant  être  maintenant  regardé  comme  rigou- 
reusement constant.  Le  facteur  (1  4- /"-+-/V1),  en  le 
développant ,  ferait  connaître  le  rapport  qui  doit  exis- 
ter entre  le  moyen  mouvement  dans  l'orbite  troublée 
et  le  moyen  mouvement  dans  l'orbite  elliptique ,  et 
Ton  en  déduirait,  par  la  règle  ordinaire,  le  rapport  des 
grands  axes  qui  conviennent  à  ces  deux  orbites;  mais 
comme  nous  avons  introduit  dans  les  formules  mêmes 
du  mouvement  elliptique  le  moyen  mouvement  qui  se 
rapporte  au  mouvement  troublé ,  n°  5 ,  ce  calcul  nous 
serait  inutile  ;  nous  pourrons  donc  faire  abstraction  du 
terme  [f+fef*)  t  proportionnel  au  temps  /,  introduit 
par  la  variation  de  e,  et  le  regarder  comme  compris 
dans  l'intégrale  fdt  ou  dans  l'expression  du  moyen 
mouvement  qui  se  déduit  directement  de  l'observation . 
Quant  à  la  valeur  du  coefficient  y7,  observons  que,  par 
le  développement  de  la  fonction  R,  n° 6,  on  a 

d'où  l'on  conclura  a  -^ ,  au  moyen  de  l'équation 

flf-r—  =   2R0. 

da 

On  peut  négliger,  dans  l'expression  de  de,  les  termes 
dépendans  de  -~etde  -^,  parce  qu'ils  seraient  de 

27.. 
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l'ordre  e%  ou  y2  par  rapport  au  terme  précédent;  en 

vertu  du  terme  que  nous  avons  considéré  dans  R0,  on 

aura  donc  j=  —  ^/nV%  et  parconséquent/'=  — -  m3. 

L'expression  de  la  longitude  moyenne  dans  le  mou- 
vement troublé  sera  donc  ainsi  : 

En  nommant  v ,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici, 
la  longitude  vraie  relative  à  ce  mouvement,  on  a  géné- 
ralement v  —  Ç  -h  2K  sm(lt  +  /'),  en  représentant 
par  2K  sin  (/£  +  /')  une  suite  de  termes  périodiques 
dont  on  voit  le  développement  dans  les  nos  29  et  76; 

on  aura  donc 

3 

'*«  +  «  +  ;  m*f{e«  -  E»)  dt  4-  2K  sin  (fc  -*-  Z'). 

Telle  est  la  formule  qui  servira  à  déterminer  pour 
un  temps  quelconque  t  la  longitude  vraie  de  la  Lune. 
On  pourrait,  en  suivant  l'analyse  précédente  et  en 
ayant  égard  au  carré  et  aux  puissances  supérieures  de 
la  force  perturbatrice,  déterminer  avec  plus  de  préci- 
sion le  coefficient  qui  multiplie  dans  l'expression  de 
l'équation  séculaire  Y  intégrale  du  produit  de  la  diffé- 
rentielle du  temps  par  l'excès  du  carré  de  l'excentricité 
de  l'orbe  terrestre  sur  ce  même  carré  à  une  époque 
arbitraire  choisie  pour  origine  du  temps;  mais  en  pous- 
sant cette  approximation  jusqu'aux  quantités  mêmes 
de  l'ordre  mT,  on  s'est  aperçu  que  les  termes  qui  sui- 
vent le  premier  se  compensent  à  très-peu  près  et  n'a- 
joutentàsa  valeur  qu'une  correction  insignifiante.Nous 
ne  nous  arrêterons  donc  pas  pour  le  moment  à  cette 
recherche ,  qui  ne  peut  être  désormais  que  de  pure 
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curiosité  et  qui  nous  écarterait  trop  de  l'objet  prin- 
cipal que  nous  nous  proposons  dans  ce  chapitre. 

95.  Considérons  maintenant  les  formules  (9)  et  (6  ), 
qui  déterminent  la  position  du  périgée  et  des  nœuds 
de  l'orbe  lunaire.  En  faisant,  comme  précédemment, 
a  et  n  égaux  à  l'unité,  on  aura 


âis/r^?  (dn\      dt        1 .  /d\\\ 

d«=—7—  W  +  ^^î'U-). 

a*= * /«V 

Supposons  que  la  fonction  R ,  développée  par  rap- 
port aux  puissances  ascendantes  de  e  et  de  y ,  ren- 
ferme les  termes  suivans 

R=m'M-+-  irfHe'+m'H'  /-f-  m,Gc,co8(ami  — aw)H-m»F  y*  cos(a  mt — a0), 

d'où  l'on  tire 

—  =  ai»*H-+-  am'G  cos  (am*  —  ai») , 
-3-  =  am'H'-f-  ai»1  F  cos  (a#ii«  —  ay)  ; 

ydy 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  précé- 
dentes et  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  m2e29 
m2 y2,  on  aura 

do*  =  am'Hrft  -4-  am'G4£cos(a»i{  —  a4>), 
d$  =  am'H'rf/  -4-  a  m1  FA  cos  (a  mt  —  ad). 

Nous  avons  supposé,  n°  5,  go=(i  —  c)  t,  0=(i — g)  *; 
en  vertu  de  ces  valeurs,  les  expressions  différentielles 
qui  précèdent  donnent,  en  les  intégrant  et  en  dési- 
gnant par  la  caractéristique  &  les  variations  finies , 

m* 

fta  =  am*H  M G  sin  (aiw«  —  a«)> 

m  •+■  e  —  1  s  " 


m1 


<T0  =  am'H'f  H F  sin  (am«  —  2$). 
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Les  premiers  termes  de  ces  valeurs  feront  connaître 
les  mouvemens  progressifs  du  périgée  et  des  nœuds 
lorsqu'on  n'aura  égard  qu'à  la  première  puissance  de 
la  force  perturbatrice;  mais  nous  avons  vu,  dans  les 
n°*  24  et  4*  >  que  cette  approximation  ne  suffisait  pas, 
et  que  pour  obtenir  des  résultats  comparables  aux 
observations,  il  fallait  avoir  égard  aux  termes  dépen- 
dans  du  carré  et  même  des  puissances  supérieures  de 
la  force  perturbatrice.  Pour  cela  il  suffit,  dans  les  deux 
formules  précédentes ,  de  faire  croître  les  élémens  u 
et  0  de  leurs  variations  cta>  et  â6  données  par  la  pre- 
mière approximation  ;  on  aura  ainsi 

£«  =  am'H  t  H G  sin  (amr  —  2*1  —  2j«), 

m-+-c  —  l  v  " 

$&  =  am'H'n — F;  sinfamf  -  16  -  *M). 

"*  •+-  g  —  1 

En  substituant  dans  les  seconds  membres,  à  la  place 
de  (ta  et  de  J0,  leurs  valeurs,  et  en  négligeant  les  termes 
simplement  périodiques,  on  trouve 

o%  =  2ma  I  H  h I  t , 

\  m-t-  e  —  1/ 

99  =  *m*(w-i — )  t. 

Ces  valeurs  n'étant  exactes  qu'aux  quantités  près  de 
l'ordre  m*  que  nous  négligerons ,  on  pourra  supposer 
c  ==  1 ,  g  =  1 .  dans  les  termes  multipliés  par  le  facteur 
m3  ;  on  peut  d'ailleurs  remplacer  <fa  et  dO  par  les  quan- 
tités (  1  —  c)  t ,  (1  —  g)  t  :  on  aura  donc 

1   —  c  =       im%  (H  -+-  w»G), 
*  -  i  =-am»(H'+  iiiF). 
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Pour  réduire  ces  formules  en  nombres ,  comparons 
la  valeur  précédente  de  R  au  développement  général 
donné  n°  6  ;  si  l'on  observe  qu'en  substituant  pour  o 
et  0  leurs  valeurs  «=(i  —  c)  t,  0  =(i  —  g )  t%  on  a,  d'a- 
prèsles  notations  établies  nog  5  et  6,  ai»/— aw=a£— 2<p, 

3  3 

27/1/  —  20  =  a£  —  iri  ;  on  trouvera  H  =  g ,  H'  =  —  g, 

i5  3 

G  =  -q- ,    F  =  g  :  on  aura  donc 

*-  x  =4ro,(I~  i")" 

Ces  valeurs  coïncident  dans  l'ordre  des  quantités 
auxquelles  nous  nous  arrêtons ,  avec  celles  que  nous 
avons  trouvées  par  une  autre  voie  dans  les  n°*  24  et  4 1  ; 
mais  il  était  utile  de  montrer  comment  les  formules 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires  peuvent  être 
employées  à  déterminer  les  mouvemens  du  périgée  et 
des  nœuds  d'une  manière  directe  et  indépendante  de 
la  recherche  des  inégalités  périodiques. 

Les  expressions  précédentes  donnent  lieu  à  une  ob- 
servation importante  :  on  voit  que  dans  ces  valeurs, 
les  termes  de  l'ordre  m2  ont  le  même  coefficient ,  mais 
que  les  coefficiens  des  termes  en  m8  sont  fort  diffé- 
rens.  Dans  la  première,  ce  coefficient  est  -^-,  tandis 
qu'il  est  simplement  -^  dans  la  seconde,  11  résulte  de 
là  que  la  première  approximation  peut  suffire  pour 
donner  une  connaissance  approchée  du  mouvement 
du  nœud ,  tandis  qu'elle  est  tout  à  fait  insuffisante 
pour  faire  connaître  le  mouvement  du  périgée.  En 
effet ,  la  valeur  numérique  de  m  élant  -^  environ , 


Digitized  by  VjOOQlC 


424  THÉORIE  ANALYTIQUE 

n°  8,  la  fraction  ^  m  ou  -^  diffère  trèfr-peu  de  l'u- 
nité; le  second  terme  de  la  valeur  de  i  —  c  est  donc 
presque  égal  au  premier ,  en  sorte  qu'en  ne  tenant 
compte  que  de  la  première  puissance  de  la  force  per- 
turbatrice, on  n'obtient,  pour  le  déplacement  du  pé- 
rigée lunaire,  que  la  moitié  à  peu  près  de  la  valeur  indi- 
quée par  les  observations.  Cette  circonstance  oblige  à 
pousser  la  précision  jusqu'aux  quantités  de  Tordre  m*, 
non-seulement  dans  l'expression  du  mouvement  pro- 
gressif du  périgée ,  mais  encore  dans  le  calcul  des 
inégalités  à  longues  périodes ,  qui  deviennent  sensi- 
bles en  acquérant  de  très-petits  diviseurs  dans  les- 
quels entre  la  quantité  i  —  c  ou  g  —  c  ;  c'est  ce  que 
pous  nous  proposons  de  faire  lorsque  nous  nous  oc- 
cuperons de  la  détermination  de  ces  inégalités ,  ainsi 
que  nous  l'avons  annoncé  n°  90. 

tomme  il  est  très-important  au  progrès  de  la  théorie 
de  reconnaître  avec  soin  les  causes  particulières  qui 
peuvent  rendre  très-sensibles  des  inégalités  qui ,  par 
leur  nature ,  paraîtraient  devoir  être  en  général  peu  con- 
sidérables ,  il  ne  sera  pas  superflu  de  faire  remarquer 
ici  que  c'çst  principalement  par  la  grandeur  du  coeffi- 
"  cient  qui  affecte  le  terme  dépendant  de  l'angle  imt — aa> 
dans  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice  R , 
et  non  pas  seulement  par  le  diviseur  que  lui  fait  ac- 
quérir l'intégration ,  que  le  terme  de  l'ordre  m* 
devieitf  comparable  au  terme  de  Tordre  m a  dans  l'ex- 
pression du  mouvement  moyen  du  périgée;  ce  terme , 
en  effet ,  comme  on  Ta  vu ,  est ,  à  tout  autre  égard ,  dans 
les  mêmes  conditions  que  le  terme  correspondant  du 
ipoyen  mouvement  des  noeuds.  Il  en  résulte  que  la  diffi- 
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culte  que  les  géomètres  ont  rencontrée  dans  la  déter- 
mination du  mouvement  du  périgée  lunaire,  et  qui  les 
avait  d'abord  si  fort  embarrassés  (*),  est  une  de  celles 
que  la  théorie  ne  pouvait  résoudre  sans  le  secours  du 
calcul  y  et  qui  montre  mieux  que  tout  ce  que  nous 
pourrions  ajouter  l'utilité  desapplications  numériques. 

96.  En  suivant  l'analyse  précédente ,  et  en  ayant 
égard  au  cube  et  aux  puissances  supérieures  de  la  force 
perturbatrice  dans  le  développement  des  formules  (9) 
et  (6) ,  on  déterminerait  les  expressions  de  plus  en  plus 
approchées  des  deux  quantités  c  et  g  ;  mais  il  serait 
inutile  de  nous  arrêter  ici  à  calculer  les  parties  de  ces 
valeurs* que  nous  avons  déjà  déterminées  par  une  au- 
tre voie  dans  les  n°*  ?4  et  4 1  •  Ce  qui  précède  suffira 
pour  montrer  comment  on  pourrait  ainsi  s'assurer  de 
l'identité  des  deux  méthodes;  il  vaudra  mieux  profiter 
des  formules  de  la  variation  des  constantes  arbitraires , 
pour  calculer  quelques  termes  des  valeurs  de  c  et  g  du 
même  ordre  que  ceux  que  nous  avons  conservés  dans 
les  expressions  de  ces  deux  quantités ,  n**  a4  et  4i  9  et 
qui  peuvent  s'obtenir  de  cette  manière  beaucoup  plus 
aisément  que  par  l'intégration  directe  des  équations 
différentielles  du  mouvement  troublé. 

Les  formules  (9)  et  (6  ) ,  en  négligeant  les  quantités 
d'un  ordre  supérieur  à  eA  et  y4,  donnent 

î- (-?-*)  (£M-£)(£-¥)0£)-<* 

*        /        r*         3  A    /  <*R  A  ,    y 


(*)  Paye*  page  18. 
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En  développant  la  fonction  R  par  la  méthode  du 
n°  6 ,  et  en  ne  conservant  que  le  premier  terme  de 
oe  développement ,  on  aura ,  avec  tout  le  degré  d'exac- 
titude qu'on  pourra  désirer,  la  valeur  qui  doit  être 
substituée  à  la  place  de  R  dans  les  équations  précé- 
dentes ,  lorsqu'on  fait  abstraction  des  termes  périodi- 
que* qu'elles  peuvent  renfermer,  et  qu'on  n'a  égard 
qu'à  la  première  puissance  des  forces  perturbatrices; 
mais  on  peut  obtenir  plus  simplement,  sous  forme 
finie ,  cette  même  quantité  par  les  quadratures.  En 
employant  la  méthode  exposée  n°  26,  liv.  III,  j'ai 
trouvé  ainsi  (*) 


4(1-*")*  V      a       / 


expression  très-simple,  qui  permet  de  prolonger  in- 
définiment le  développement  de  la  fonction  R0  par 
rapport  aux  trois  quantités  ea,  e'a,  y2. 

En  différentiant  la  valeur  précédente ,  en  substituant 
ensuite  pour  sini  et  cosî  leurs  valeurs  sin  i=  .    7       , 

cas/  =  -===  »  et  en  développant  les  expressions 
résultantes,  on  trouve 

^H-KHH'-v5")(—>'^)- 

La  seconde  approximation  peut  introduire  dans  les 
fonctions  précédentes  des  termes  du  même  ordre  que 


cdc 
<2R 


(*)  f'°yez  i*s  Notes  à  la  fin  du  volume. 
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ceux  que  nous  venons  déconsidérer,  et  auxquels ,  par 
conséquent,  il  est  nécessaire  d'avoir  égard.  En  effet , 
la  fonction  R,  n°  6,  renferme  un  terme  de  cette 
forme 

R  =  m* Pe'y*  «>•(*»  —  **)• 

En  difTérentiant ,  on  en  tire 

— .  =  aro'Py*  co8(ao»  —  2  0), 
—- s=  am'P?' eos(2o»  —  2  0). 

Ces  valeurs,  substituées  dans  les  formules  (*o)  et 
(1 1) ,  en  observant  qu'aux  quantités  près  de  Tordre  7* 

on  peut  supposer  —r-  =  -7— :-p ,  donnent 

dta  =•  2m*P*/<ff  cos(2tu  —  20), 
<f0  =  2W*Pe,A  cos(2u  —  2  0), 

d'où ,  en  intégrant ,  après  avoir  remplacé  w  et  0  par 
leurs  valeurs  (i  —  c)t ,  et  (i  —  g)t,  on  tire 


f  —  ' 


8iD(2bl  —   20), 


M   =    ^^1  «I»  (26»   -   20). 

Cela  posé,  si  l'on  fait  croître  les  angles  a  et  ô  de 
leurs  variations  dans  les  fonctions  ^  et  — ,   qu'on 

substitue  pour  du  et  à Q  leurs  valeurs  précédentes ,  et 
qu'on  n'ait  égard  qu'aux  termes  non  périodiques,  on 

trouvera 

^  <m        2m4py     2m4P»cy 


V<fc  ""         ff  —  r  g  —  c 

tmydy~         fi-c  g—c 
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D'après  le  développement  de  R ,  n°6,  on  a P=  {£; 
nous  avons  trouvé  d'ailleurs,  par  la  première  approxi- 
mation, n°g5,  g  =  i+| m%  c  =  i—  £  m2;  d'où ,  en 

supposant  —y-  =  -r— rr  t  on  conclut 

,>    <*R  75    ,  f  %       75    t  4 

sintfi  64  64 

L'expression  de  la  fonction  R ,  n°  3  ,  renferme  le 
terme 


R  = 


64 


Tâ-O-'O'1); 


et ,  par  suite,  le  développement  de  cette  même  fonc- 
tion contiendra  les  termes 

R«  =  64w  ^c  -G4W  ^y' 
d'où,  en  différentiant,  on  tire 

<fR       45      ••         <*R  45    .«• 

JTk 

4  En  réunissant  ces  valeurs  à  celles  des  fonctions  — 7- 
et  -t-t-t.  trouvées  plus  haut ,  et  en  les  substituant  en- 

sin  idt  r 

suite  dans  les  formules  (10)  et  (1 1) ,  on  trouve 

«fai  3    ,  /       «•       e4\  /        3  „      i5  ,.\  I        3  ,      3   .\ 

-Î-,c+^(«+ï-)(Ç-^) 

-+-  2_m«  *•  />«  —  *M  _  ZT  »,'  fi  . 
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Si  l'on  développe  ces  deux  expressions ,  en  omettant 

les  termes  qui  ont  déjà  été  déterminés  précédemment 

dans  les  valeurs  de  c  et  g,  nos  24,  4*>  5i,  60,  70 

et  83,  on  trouvera 


* ».-  -ft—--fi  — 


97.  Portons  les  approximations  jusqu'aux  termes 
multipliés  par  m8  ;  la  formule  (9) ,  en  la  différentiant 
par  rapport  à  la  caractéristique  & ,  et  en  omettant  les 
termes  de  l'ordre  m*  eA,  et  ceux  qui  dépendent  de  l'in- 
clinaison de  l'orbe  lunaire  à  l'écliptique,  donne 

rf.ow        «  dR        1  ^      dR  ,     . 

dt  cde       2  de  v     ' 

Lorsqu'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  iw4,  il 
suffit  de  considérer  dans  R  les  termes  dépendans  du 
moyen  mouvement  du  Soleil,  les  seuls  qui  puissent 
s'abaisser  à  l'ordre  m  par  les  diviseurs  que  l'intégra- 
tion leur  fait  acquérir  dans  les  variations  des  élémens, 
et  produire  par  conséquent  dans  la  fonction  R  et  ses 
différences  partielles,  des  quantités  de  l'ordre  m*. 
Soit  donc  d'abord 

R  =  Gm*e*  cos(am*  —  a«)-h  m*G'«V  co§(3mt  —  aa») 
H-  mïCr'c* e' co§ {mt  —  *>)  H-  m* G"V eneos (4 ml  —  a «)  j 


en  différentiant,  on  aura 

-  =  am'G  co8(a/nt  -îw) 
4-  a  m*  G"  e'  co*  (m*  —  *»)  -f-  a  m1  Gw  c"  cos  (4  mt  —  a  û>)  ; 


JT» 

— r-  =  am'G  cosfam*  —  aw)  -h  am*GV  cos (3 m*  —  a&>) 
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cette  valeur ,  substituée  dans  la  formule  (10),  donne 

%jè  t        e*\S     Gco»(am«  — aft>)-+rGV«os(3mi  — a»){ 
<fw==amrflV  ~a"Ji^G"e'cos(mi-w)+G"«"cos(4mi-a»)r 

d'où  ,  en  intégrant,  on  tire 

G  sin  (ami  —  a <u)  -f- 1  G'e'  sin  (3m*  —  a*)! 
-aG"e'iin(wt  — to)H-iG*re'*»in(4m«-a4»)J 


J«  =  m(i-Î  j 


Si  Ton  fait  varier  l'angle  o>  dans  l'expression  pré- 

cédente  de  -^r,  et  qu'on  substitue  à  la  place  de  (ta  sa 

valeur,  en  négligeant  les  termes  simplement  pério- 
diques, on  trouvera 

<?.  ^  =  am»  (i  -  £\  (g*  -h  jj  G««'J+îG',«',  +  i  Gw,eM  Y 

L'expression  de  R,  en  la  différentiant  par  rapport 
à  u,  donne 

JD 

— -  =.  am1Ge  tin  (am/  —  a*»)  -+-  am'G'tftf'  sin (3 mi  —  a«) 
-H  am1  G" m'  sin  (mi  —  a  w)  H-  a m%GFeen  sin  (4 m*  —  a  di)  ; 

en  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (  3) ,  n°  87, 
on  aura 

.   ^_       , .    j      G«  tin  (ami  —  a»)  -4-  GW  sin  (3ro«  —  a»)  i 
(-4-G"e<?'sin(ii«-aw)H-G^e,,sin(4m«-a4i)r 

d'où,  en  intégrant,  on  tire 

iGe  cos  (ami  —  a«)  -H  =  G'e*'  cos (3m/  —  a«)        1 
-♦-  aG"***  cos (m/  —  a*)  «+-  '  G"W  cos  (4mi  —  a*»)  1 

On  a  d'ailleurs 

<*R  _        ,  (       Ge  cos(am/  —  ato)  -f-  GV<?'  cos  (3m/  —  aw)  )  . 
rf*  ~am   i-4-G,r^/cos(m/-aw)-hG'ww"cos(4mr-aw)  J' 
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en   combinant   ces   deux   valeurs ,    et  en    n'ayant 
égard  qu'aux  termes  non  périodiques,  on  en  conclut 

^5  «Te  =  m*e*  (&  •+-  ?  G'V»  -h  »G'V«  -+-  I  GT*e"\ . 

On  a  d'ailleurs 

m 

ê.e  —  =  *.<?2—r  =  <?**.  —  -+-2  — <fc; 
cfe  «fe  «fc  de 

en  substituant  pour  £.  -r  et  -r-  Je  leurs  valeurs  pré- 
cédentes dans  cette  expression ,  on  trouve 

Cela  posé,  si  Ton  substitue  pour  &  .  —  et  J .c  — 
leurs  valeurs  dans  la  formule  (12),  on  aura 

Pour  réduire  cette  formule  en  nombres,  observons 
que ,  d'après  le  développement  de  R,  n°  6 ,  on  a 

•-  Ï(-S'*3')-  «'-£(■-£")• 

»-â(-î)-      — * 

d'où  Ton  conclut 

-,         335/  K    -_,_©    ,4\  /*«    —   I,0a5/\         ,a3V«\ 

G     -35ÔV         4/  »56  ' 
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et,  par  suite, 

(14  '75   64575   aa5   65oa5_  aa5\  M 
5ia    5ia   bii*   5ia  *~  8  /  *  ' 

On  aura  donc,  en  négligeant  les  termes  déjà  calculés 
n°5i,  • 

dt  64  4 

Le  coefficient  du  terme  en  m*  e*  se  réduisant  à  zéro , 
nous  nous  sommes  dispensé  d'en  faire  le  calcul.  La 
fonction  R  renferme  un  terme  de  cette  forme 


d'où  l'on  tire 


R  =  m*  K  ^7-  e  cos  (m*  —  *), 


dix  ...    0  , 

---  =  m'K  -r  008  (mi  —  w), 

de  a'         s  " 

<JR  •«<*..  » 

— r-  =  m*K  —  aiD  (ml  —  w). 


Au  moyen  des  formules  (  3)  et  (4) ,  n°  87,  on  en  conclut 


^1 e*  a 

Ju  =  m  K  — ;  sin(/nr  —  «), 

$e  =  ^1  -e'ttK  —  cos  (m*  —  «). 

Si  l'on  fait  croître  l'angle  w  de  sa  variation  ,  et  que 
pour  (fe>  on  substitue  sa  valeur  dans — ,  que  l'on  corn- 

bineensuite  les  expressions  précédentes  de  —  et  de  de , 

en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  non  périodiques ,  on 
aura  

dK       sfT^? 


0.-5-  =  ^ m'K5 

de  m2e 


dK  %       y^i-e*     lK1  «• 

-r-  tf  e  = m"  R1  -yr  • 
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Au  moyen  de  ces  valeurs,  en  observant  que  Ton  a 

„  «Ht  _  i  ,  dR       Se    dR 


on  conclura 


-«         v*—e»     ,-,«*         )/T--?     tVûa* 

ede  ne*  «'•  ve*  «'»  ' 

ae  a  a"  o  a'f  '  v  ' 


a'* 

La  fonction  R,  n°  3,  renferme  dans  son  développe- 
ment les  deux  termes  suivans  : 

R  =  maGc'  cosfamf  —  aw)  ■+-  m*L  î-  ea  co»(am*  —  a*); 

on  aura  par  conséquent 

—  =  amfG  cos(am/  —  aw)  +amlL-7l  cos(am*  —  a«). 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  différen- 
tielle (io),  n°  96,  et  intégrant  ensuite,  on  en  conclut 


c?«»  =  mG  sio(am<  —  a*>)  +  mL  Tl  sin(amt  —  aw). 

nction  & . 
tient  le  suivant  : 


La  fonction  & .    -j- ,  en  vertu  de  ces  termes ,  con- 


la  fonction   & .  e  — ,  en  vertu  des  mêmes  termes , 

ne  contiendrait  que  des  termes  de  l'ordre  e1  par  rap- 
port aux  précédens,  on  peut  donc  les  négliger;  et, 
Tome  IV.  28 


Digitized  by  LjOOQIC 


434  THÉORIE  ANALYTIQUE 

en  substituant  pour   &  .  -r-  et  £ .  e  -=-  leurs  valeurs 

(a),  (b)  dans  la  formule  (la),  on  aura 

Pour  réduire  cette  formule  en  nombres,  observons 
que  la  fonction  R,  n°  3,  renferme  le  terme 

_         5m' r*         , 

ce  terme,  en  le  développant,  produit  le  suivant  : 

.,        io5    t  «•    .         .  . 

On  aura  donc  ainsi  L  =  ^-;ona,  d'ailleurs ,  d'après 

le  développement  de  R,  n°  6,  G  =  ^,   K  =  —  i|; 
d'où  Ton  conclura 

a  *  5ia        128  5ia 

et  par  conséquent , 

<j.  a&»  __  6075   ,  *f 

Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 
qui  détermine  la  variation  de  la  longitude  du  nœud. 
La  formule  (1 1) ,  n°  96 ,  en  la  différentiant  par  rapport 

à  la  caractéristique  £,  et  en  supposant— r-  =  — 


7^7        sin  idif 

donne 

Le  second  terme  de  cette  expression  ne  produisant 
que  des  quantités  de  l'ordre  e*  par  rapport  au  pre- 
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mier,  nous  en  ferons  abstraction  dans  les  calculs  sui- 
vans. 
Soit 

R  =  m'F/  co*(imt  —  ad)  -t-  m*FV/  cos(3mf  —  ad) 
-+-  n^FVy'coslmt  —  ad)  -h  wt*F'"re/1/,cofl(4m<  —  ad), 


et  par  suite 


— —  =  am'Fcoafamx  —  ad)  h-  am!F'«'  cos  (3mf  —  ad) 

*/<*y 

-h  a  m*  F"  c' cos  (toi—  ad)  •+-  am'F'V*  cos(4»nt  —  ad). 

En  faisant  varier  6  dans  cette  expression  et  substi- 
tuant pour  $6  sa  valeur  donnée  par  une  première 

approximation ,  on  s'assurera  que  la  fonction  &.  —j- 
renferme  le  terme  suivant  : 

J.^5-  =  am»  (i  h-  t\  fa*  +.  ?  F"<?'«  -h  aF"e"  -h  £  F*V  Y 

Cette  valeur,  substituée  dans  la  formule  (i3),  donne 

^  =  aj»"(n-e«)  (F'H-jF'V'-t-aF'V*  +^F*V4j. 

Pour  réduire  cette  formule  en  nombres,  observons 
que  par  le  développement  de  R,  n°  6 ,  on  a 

■ — â(-*S--ï)-  '»■-* 

d'où  Ton  conclut 

28.. 
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et  par  suite , 

/    567     a583__9_     aGor_9\ 
"*"\     5ia      5i2      5ra      5ia~H/      ' 

on  aura  donc  ainsi 

L'expression  de  la  fonction  perturbatrice,  n°  3, 
renferme  les  termes 

R=  ^(i-Oco«(a^a,')+5^(i-8i«)eo«(av--aO, 

qui ,  en  se  développant,  produisent  les  suivans  : 

3  5       ii* 

R  =  -m1/  cos  (ami  —  a0)  H-  s  "»*  -tî  y"  co§ (a ml  —  a*); 

d'où  l'on  tire 

—  =  7  m*  cos  (ami  —  a0)  -h  y  m»  -^  cos  (ami  —  a0). 

En  substituant  cette  valeur  pour  -. — t-t.  dans  la  for- 

r         sin  idi 

mule  (ii)9  n°  96,  et  en  intégrant  l'expression  résul- 
tante ,  on  en  tire 

3  5       a* 

$6  =  g  m  sin  (ami —  a0)  ■+-  ô  «  -7»  sin  (ami  —  ad). 

En  vertu  de  cette  valeur,  la  fonction  —r- ,  différentiée 

par  rapport  à  la  caractéristique  c?,  renfermera  le  terme 
suivant  : 

<*R  _  /3    S       3    5_i5\     ,aV 

cette  valeur,  substituée  dans  la  formule  (i3),  donne 


Digitized  by  VjOOQlC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  437 

En  réunissant  les  valeurs  précédentes  aux  termes 

correspondans  de   l'ordre  m2  qui  ont  été  calculés 

n°96,eten  observant  qu'on  a  c  =  i  —  -^,g=i  —  5?, 

on  trouvera 


3a 


64  4 


-£**• 


4- 

3 


Ces  termes  doivent  être  joints  aux  valeurs  de  c  et  g 
qui  ont  été  trouvées  par  une  autre  voie,  n°*  24,  4*> 
5 1,  60,  70  et  83,  et  serviront  à  les  compléter. 

98.  Les  valeurs  de  c  et  g  ainsi  déterminées  contien- 
nent dans  leur  expression  l'excentricité  e'  de  l'orbe  so- 
laire ;  cette  excentricité  n'est  point  constante ,  comme 
nous  l'avons  vu  n°  94 ,  et  sa  variation  doit  produire , 
dans  l'expression  des  moyens  mouvemens  du  périgée 
et  du  nœud  de  l'orbe  lunaire ,  des  inégalités  séculaires 
analogues  à  celles  qui  résultent  de  la  même  cause  dans 
l'expression  de  la  longitude  moyenne. 
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Pour  les  déterminer,  supposons  à  la  valeur  de  c  trou- 
vée précédemment  cette  forme  c=n-p-h//e'a;  dési- 
gnons ,  comme  dans  le  n°  94 ,  par  e'  l'excentricité  de 
l'orbe  solaire  à  une  époque  fixe ,  et  par  E'  ce  que  de- 
vient e' au  bout  d'un  temps  quelconque  ty  en  sorte 
qu'on  ait  E"  =  e'*-h  Rt  -h  K't a-f-  etc.  ;  en  observant 
qu'on  a  généralement  du*  =  (1  —c)dt,  et  en  substituant 
E'2  à  la  place  de  e'a  dans  l'expression  de  c,  on  aura 

d(ô  =  (i  -c)dt  +  p'  [e'%  -  E'a)  dt; 

en  intégrant  cette  expression,  dans  laquelle  on  doit  re- 
garder c  comme  une  quantité  rigoureusement  con- 
stante ,  on  trouve 

du  =  (1  -  c)t  +  p'  f{e'2  -E'2)  dt. 

Le  terme  (1—  c)t  continuera  à  représenter  le  moyen 
mouvement  du  périgée,  et  le  second  terme 

p'f(e'2  -E'2)dt 

sera  l'équation  séculaire  à  laquelle  il  est  assujetti,  à 
raison  de  la  variation  de  l'excentricité  de  l'orbe  so- 
laire, p'  représentant  le  coefficient  du  terme  affecté 
de  e' 2  dans  la  valeur  de  c ,  on  a  d'ailleurs,  n°  5 1 , 

/9    ,       8a5    .       6|,79    4        «767849    .\ 

Ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  à  Y  inéga- 
lité séculaire  du  mouvement  du  périgée  s'applique 
également  au  mouvement  du  nœud.  En  effet,  la  va* 
leur 'de  g,  n°  60,  peut  s'écrire  ainsi  :  g=i-hq+q'e'2; 
la  variation  de  l'excentricité  e'  de  l'orbe  solaire  alté- 
rant cette  quantité  ,  il  faudra  dans  l'expression  de 
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d 6  =  (i  —  g)  dt  avoir  égard  à  cette  variation  ;  en  con- 
servant les  notations  précédentes,  on  trouve  ainsi 

d9=  (i  -g)dt  -h  ?'(e'a  -  E'1)  A, 

formule  dans  laquelle  on  doit  regarder  g  comme  une 
quantité  rigoureusement  constante.  En  intégrant ,  on 
aura  donc 

46  =  (i  -g)  t  +  q'f{e'*  -  E'")*. 

Cette  valeur  détermine  le  mouvement  du  nœud  tel 
qu'il  doit  résulter  des  observations;  le  premier  terme 
donner  ason  mouvement  moyen,  et  le  second  V équation 
séculaire  dont  il  est  affecté,  q'  représentant  le  coeffi- 
cient du  terme  multiplié  par  e'1  dans  l'expression  deg, 
on  aura  d'ailleurs ,  n°  6o , 

SiTon  fait,  n°  94,  âÇ  =  -ff(e'*  —  E'*)dtf  cette  va- 
leur, jointe  aux  valeurs  précédentes  de  4&>  et  40,  seront 
les  quantités  dont  on  doit  faire  croître  les  angles  t,  w 
et  0,  introduits  par  les  formules  du  mouvement  ellip- 
tique, dans  les  expressions  du  rayon  vecteur,  de  la  Ion- 
gitude  et  delà  latitude  qui  conviennent  au  mouvement 
troublé.  Ainsi ,  en  conservant,  pour  plus  de  simplicité, 
aux  arrgumens  des  diverses  inégalités  que  ces  expres- 
sions renferment ,  la  forme  que  nous  leur  avons  don- 
née, on  se  rappellera ,  lorsqu'on  voudra  former  leurs 
valeurs  effectives,  que  l'on  doit  attribuer  aux  quanti  tés 
que  nous  avons  désignées  par  §,  9  et  yj ,  les  valeurs 
suivantes  : 

Ç  =  (1-  m)  [r  -  /'  JV«  -E")*|-h  «  -  e\ 
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f  =  i  -h  €  -a  ~    /'  fie'*  -  E")  <*/-(!  -c)t-p'  Ç(en  -E'»)«fc, 

?'  =  „,iH-c'--W'-m/'  f  (e'*  -  E'*  )  dt , 

1  =  r-*-  *  -  *  -  f'f(e'*~E'*)dt  -  (i -g)i  -  j'JV'  -  E*)*. 

En  ne  tenant  compte  que  des  termes  de  l'ordre  w% 
on  a  respectivement  pour  les  variations  séculaires  du 
moyen  mouvement,  du  périgée  et  des  nœuds  de  la 
Lune, 

|  *,«  f  (e't  -  £'J }  <fr  j     —  |  *t'  f(e''  —  E/a)  A  ;     §  m»  /*(<?'*  —  E" )  dt. 

On  voit  donc  que  les  variations  séculaires  An  périgée 
et  des  nœuds  sont  égales,  mais  de  signes  contraires,  et 
qu'elles  sont  à  l'équation  séculaire  du  mouvement 
moyen  comme  3  :  4  î  ce  rapport  subsiste  en  effet ,  à 
très-peu  près ,  relativement  à  l'inégalité  séculaire  des 
nœuds ,  quelque  loin  qu'on  porte  la  précision  dans  l'é- 
valuation de  son  coefficient  ;  mais  le  coefficient  de  l'i- 
négalité séculaire  du  périgée  est  considérablement 
altéré  par  les  approximations  successives,  et  la  valeur 
définitive  de  cette  inégalité  est  en  réalité  plus  que 
quadruple  de  celle  de  l'inégalité  séculaire  des  noeuds. 

99.  Il  nous  reste  à  développer  les  formules  (3)  et  (5), 
n°  87,  qui  déterminent  les  yariations  de  l'excentricité  et 
de  l'inclinaison  de  l'orbite  ;  mais  comme  ces  deux  élé- 
mens,  d'après  ce  qui  a  été  dit  n°8c),  ne  sont  assujettis 
qu'à  des  inégalités  périodiques,  et  que  leurs  variations 
ne  renferment  aucune  inégalité  séculaire,  du  moins 
parmi  les  termes  dépendans  de  la  première  approxi- 
mation ,  nous  pouvons  nous  dispenser  de  nous  y 
arrêter  ici. 
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i  oo.  Nous  allons  appliquer  maintenant  les  formules 
données  dans  ce  chapitre  ou  dans  les  précédera,  selon 
les  cas  que  nous  aurons  à  traiter,  au  calcul  de  quelques- 
unes  des  inégalités  remarquables  qui  tiennent  le  milieu, 
dans  la  théorie  de  la  Lune,  entre  les  inégalités  simple- 
ment périodiques  et  ^inégalités  séculaires,  et  que  l'on 
a  nommées,  pour  les  distinguer,  inégalités  à  longues 
périodes.  Mais  nous  devons  auparavant  démontrer  une 
propriété  générale  dont  jouit  à  leur  égard  la  fonc- 
tion R ,  et  qui  consiste  en  ce  que  cette  fonction  ne  ren- 
ferme dans  Tordre  m2  aucune  inégalité  de  cette  espèce, 
c'est-à-dire  aucune  inégalité  dont  l'argument  ne  con- 
tienne que  les  élémens  elliptiques  de  l'orbe  lunaire^et 
soit  supposé  ne  varier  par  conséquent  que  par  les  va- 
riations très-lentes  de  ces  élémens. 

Pour  le  faire  voir,  observons  d'abord  que  si  l'on  dé- 
signe par  c?R  la  variation  de  R ,  on  aura  généralement 

,M       «*R  ,„      <*R  ,        d\\  .        dK  ,        dK  J        JR  ,         JR  ^ 
dÇ  da  dg  de  dta  dy      '        dO 

Les  termes  dépendans  du  mouvement  de  la  Lune  et 
du  Soleil  que  renferment  les  variations  c?Ç ,  c?a,  (h,  etc. , 
ne  pourront  produire ,  en  se  combinant  avec  les  termes 

contenus  dans  les  différences  partielles  — ,  —  ,etc, 

que  des  quantités  de  l'ordre  m4  ou  m3,  puisque  les  pre- 
miers demeurent  de  l'ordre  m2  et  que  les  seconds  de- 
viennent seulement  de  l'ordre  m  après  l'intégration. 
On  pourra  donc  faire  abstraction  de  ces  termes  dans 
les  valeurs  de  &Ç,da,  etc.,  et  par  conséquent  dans 

celles  des  différences  — ,  -y-,  etc.  En  réduisant  donc 

de      fia 
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la  fonction  R  à  sa  partie  non  périodique  et  en  la  sup- 
posant développée  en  une  suite  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
soit 

R  =  /m*  M  -+-  wi'He1  -r-  m'H'-,1  -H  m' Pe"  /  cos(2&>  —  20)  -h  etc. 

Pour  fixer  les  idées,  bornons-nous  à  considérer  l'iné- 
galité à  longue  période  qui  dépend  de  l'angle  2w  —  aô. 
En  négligeant  les  termes  de  l'expression  de  R  qui  en 
sont  indépendans ,  on  aura 

—  =  -  amlPe  y*  siii(aw  -  20), 
—-7-=        am'Pc'y   sin  (au  —  20). 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  (  3) 
et  (5),  n°  87,  après  avoir  remplacé  w  et  6  par  leurs 
valeurs  (1  —  à)  t  et  (  1  —  g)  t ,  et  qu'on  intègre  les  ex- 
pressions résultantes ,  on  aura 

eSe  = - —  cos(2#J  —  2cf), 

m*<îVP  ,  a 

On  peut ,  dans  la  variation  de  la  fonction  R ,  négli- 
ger les  termes  qui  ne  dépendraient  que  de  la  variation 
du  demi-grand  axe  a ,  puisque  nous  avons  vu  que  cette 
variation  ne  contenait  aucune  inégalité  à  longue  pé- 
riode d'un  ordre  inférieur  à  m*,  n°9a;  on  peut  aussi 
se  dispenser  de  faire  varier  (ô  et  0 ,  parce  qu'il  n'en  ré- 
sulterait aucune  inégalité  semblable  à  celle  que  nous 
considérons  :  on  aura  donc  ainsi 

0  R  —  im*  H  r  S  e  -h  2  m1  H'  /  ©  /. 
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En  substituant  dans  cette  expression  pour  edeetyiïy 
leurs  valeurs ,  on  trouve  que  la  fonction  R  -+-  àH  con- 
tient le  terme  suivant  : 

1  | i L  I  m*  Ve%  /  cos  (igt  ■—  ict). 

Or,  on  a ,  n°  96,  g  —  c  =  %mL  (H  —  H') ;  l'inégalité  à 
longue  période  dépendante  de  F  angle  aw  —  iQ  dispa- 
raît donc  d'elle-même  de  l'expression  de  R.  La  même 
analyse  peut  s'étendre  à  toutes  les  inégalités  du  même 
genre,  et  par  conséquent  la  fonction  R  ne  renferme  dans 
1  ordre  m2  aucune  inégalité  dont  l'argument  soit  indé- 
pendant à  la  fois  des  moyens  mouvemens  de  la  Lune 
et  du  Soleil.  On  peut  aisément  en  conclure,  par  la 
seule  inspection  de  l'équation  (4)?  n°  1,  que  l'expres- 
sion du  rayon  vecteur >  et  par  conséquent  celle  de  la 

fonction  -,  ne  peuvent  contenir  aucune  inégalité  delà 

même  espèce,  dans  cet  ordre  de  quantités ,  puisque 

d'R  et  r-j-  n'en  renferment  pas. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  cette  indépendance 
de  la  fonction  R ,  relativement  aux  inégalités  à  longue 
période ,  ne  s'étend  pas  à  l'approximation  suivante,  et 
cette  différence  la  distingue  essentiellement  de  la  fonc- 
tion fd'R  qui  jouit  seule,  comme  nous  l'avons  dé- 
montré n°  91 ,  de  la  propriété  de  ne  renfermer  aucune 
inégalité  du  même  genre,  ni  dans  l'ordre  /?*%  ni  dans 
Tordre  m3.  En  effet,  nous  avons  vu,  n°  14,  qu'on  avait 
généralement 

/,.=.-/(2^+«*.), 
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il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  qu'on  peut  supposer 
fd'R  =  R  relativement  aux  inégalités  à  longues  pé- 
riodes, tant  qu'on  se  borne  à  considérer  les  termes  de 

l'ordre  m2,  et  la  fonction  /  l—,dr'-\-  jp-d^)  n«  pro- 
duit par  conséquent  dans  cet  ordre  aucune  inégalité 
de  cette  espèce.  Mais  les  termes  de  Tordre  m8  qu'elle 
peut  contenir  font  qu'il  n'est  plus  permis  de  suppo- 
ser l'existence  de  l'équation  JV/'R  =  R  lorsqu'on  veut 
avoir  égard  aux  quantités  de  Tordre  m8  dans  le  calcul 
des  inégalités  à  longues  périodes  ;  c'est  cependant  ce 
qu'a  fait  Laplace  dans  son  Mémoire  inséré  à  la  Con- 
naissance des  Temps  pour  i8a4,  et  dans  le  livre  XVI 
de  la  Mécanique  céleste;  et  c'est  à  cette  fausse  sup- 
position, comme  je  l'ai  fait  voir  ailleurs  (*),  que  sont 
dues  principalement  les  incorrections  qui  lui  sont 
échappées  dans  le  calcul  des  inégalités  à  longues  pé- 
riodes qu'il  a  déterminées. 

De  l'inégalité  lunaire  en  longitude  qui  dépend  du  double  de  la 
distance  angulaire  du' périgée  de  l'orbite  à  son  nœud. 

i o  i .  Cette  ihégalitéa pour arguraentl'angle  29—237, 
ou  au  —  26 ,  qui  ne  varie  que  par  les  déplacemens  du 
périgée  et  des  nœuds  de  l'orbe  lunaire;  elle  se  trouve 
comprise  par  conséquent  dans  la  classe  des  inégalités 
que  nous  avons  nommées  à  longues  périodes. 

Nous  emploierons,  pour  la  déterminer,  la  for- 
mule (F)  du  n°  78,  dont  la  disposition  est  très-avan- 

(l)  Voir  Connaissance  des  Temps,  i84o. 
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tageuse  pour  le  calcul  des  inégalités  de  cette  espèce. 
En  observant  qu'on  peut,  dans  ce  cas,  omettre  le 

terme  — jj—  >  parce  qu'étant  une  différentielle  du 

second  ordre,  les  inégalités  à  longues  périodes  qui  en 
dépendent  seraient  au  moins  de  l'ordre  w4,  et  ne  s'a- 
baisseraient par  conséquent  par  l'intégration  qu'à  l'or- 
dre m2,  quantités  que  nous  négligeons;  en  se  rappe- 
lant qu'on  peut  supposer  de  plus,  dans  cet  ordre 
d'approximation,  /rf'R  =  o  (*),  d'après  le  théorème 
général ,  n°  91,  on  aura 

hs*    r*ds*    i«  r/dR\.      s*  r  r/dn\.Y         l 

la  caractéristique  &  se  rapportant,  dans  cette  for- 
mule, aux  quantités  dépendantes  du  carré  y3  delà  tan- 
gente de  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  à  l'écliptique , 
inclinaison  que  nous  supposerons  assez  petite  pour 
qu'on  puisse  négliger  les  puissances  de  y  supérieures 
à  la  seconde. 

Développons  le  second  membre  de  l'équation  (f)f 
en  n'ayant  égard  qu'aux  inégalités  dépendantes  de 
l'angle  29  —  a>j ,  et  en  portant  la  précision  jusqu'aux 
quantités  de  l'ordre  m8. 

En  supposant  $r  =  —  <?  -  ,  l'expression  de  &r  con- 


(*)  Nous  avons  vérifié  cette  équation  relativement  à  l'inégalité 
dépendante  de  l'argument  2? — 2»  par  un  calcul  direct ,  et  de  deux 
manières  différentes ,  dans  un  Mémoire  inséré  à  la  Connaissance 
des  Temps  pour  1840. 
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tiendra ,  n°  72»,  le  terme  (g  —  ^7-  m\  ey2cos((p  —  *ri)  ; 

on  a  d'ailleurs ,  par  les  formules  du  mouvement  ellip- 
tique, r  =  —  e  cosç ,  et ,  par  suite,  dr  =  dte  sinp  ; 
par  la  combinaison  de  ces  deux  termes  on  trouve 

drir       /5        i35    \     ,   ,   .    , 

-ar=U""a"/    y  m(ap""a,ï)' 

Si  Ton  différence  cette  valeur ,  en  observant  que 
d<p  —  dq  =  (c  —  g)dty  et  qu'en  vertu  des  valeurs 
de  c  et  g- ,  n°8  24  et  4i ,  on  a 

c-g=--m*--£m; 

on  trouvera 

d.(<Wr)      /i5    ,       i35    A     ,   t        , 
~— 3F—  ==(76w  -^8m  j  'Vcos(a?  ^-a,).  (-) 

La  fonction  R ,  développée  de  la  manière  indiquée 
n°  65  ,  en  n'ayant  égard  qu'à  l'argument  que  nous 
considérons ,  a  donné  (*) 

*R  =  [(o)  m»  -4^  m«J  e»  /  cos  (a?  -  a,). 

De  cette  valeur  on  conclura  celle  de  la  fonction  de 

&.(  r  —  j  au  moyen  de  l'équation  r-j-  =  aR. 

L'expression  de  R,  n°  16  ,  en  vertu  de  la  même 
équation ,  donne 

r  dRl  m1       /    ,       i35    A  9     , 

7-  m*  e*  co«  (a£  —  a?) . 

4 


(*)  Voir  la  Connaissance  des  Temps  pour  1840,  et  les  Comptes 
rendus  de  l'Académie,  1837,  icr  semestre  (t.  IV,  n°8,  p.  280). 
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D'après  la  valeur  de  J  -  ,  n08 1 5  et  a6 ,  en  sup- 
posant r  =  i  —  e  cos  9  ,  on  formera  la  suivante 

,i       /     5      i35    \      .       ,  N      /  5       i35    \  t   , 

**  r  =  ("*  8"*"  64" m)  *''  C°S  {?  "  a,)  "*"  V»~  Ï3    A   y  C°S  W  "  *" 
33  aa5 

""  Sm<?/'  C°8  ^Ç  "*~  9  ~~  a^  ~~ îâ8  me* '  co*^  —  3?  -+"  **i) 

—  -^[g  m  e1  y1  cos  (aÇ  H-  a?  —  a»;) . 

Par  la  combinaison  de  ces  deux  expressions ,  en  ob- 
servant que  rc?  -  = ,  on  trouve 

Jr/  <*R\      /        /     i35     675     297     i35\       \   t    t       . 
\       \/5ia     5ia         a56      /      / 

L'expression  de  <h>,  nos  ag  et  3o  ,  en  la  différentiant , 
donnera 

-^=—  ^-cosaij— ve/cosfy  — a>»)— |mtfy»coi(af  —  a>?) 

—  ^g'»*y,co»(ai  — ç»-ha>j)— ^me/co8(aÇH-ç»  — a»j) 

—  -r- »w»* y"  cos  (a|  —  aj>  -h  ag)  — -L  1»  c"  y"  cos  (aÇ  -t-  a?  —  a>j). 

On  a  d'ailleurs ,  n°  18  , 
/(ï)*=s-ï-,e€a,f-Ç,l|ie'COi^ 

-+■  7  m"  cos  aÇ  —^in'tf  cos  (a£  —  ç>)  H «cos  (aÇ  -+-  p) 

—  -g-  me*  cos  (a£  —  aç>) . 

En  combinant  ces  deux  expressions ,  on  en  conclut 

/     4£Ë     4*_45_i35  agA 

d.i»  r/dR\,       I       ia8      3a      3a      ia8  ia8  \     .  .  .       ,  , 

-7TJ  \^)dl=\  _  4*      *5_,»  )  ^Vcos(a?--^). 

\     ^ ia8~"32  / 
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En  rassemblant  les   trois  termes  que  nous  venons 

de  trouver ,  et  en  supposant  h  =  i,  on  aura 

D'après  les  valeurs  de  $  et  de  J  -  ,  n°*  38 ,   44  >  *  5 
et  26 ,  j'ai  trouvé  (*) 

La  valeur  de  s2 ,  n°  73,  donne  d'ailleurs 

**=:  — ^-cosaiï-hey*c<w(j>  — aîj)-f-  {s"»-»- âr"1*)  */ cos  (a£  —  a*) 

—  ^-  me/  cos (af—  p  -*-aij)  -+~L-mea  •/  cos  (af  —  a?  -4-  a*) 

,5 
~"  62  m<r* y* coé  ^  ~*~  a?  ""  a^' 

et  l'on  a ,  n°  28 , 

3  5 

-*-  7  m*  cos  aÇ  -h7  m1  ecot  ;a£  -t-  p) 

4  4 

En  combinant  ces  deux  expressions,  on  trouve 

"5/(î)*-(-S-'-a-)^«^1r»-  « 

La  fonction  /(—)*/*,  n°  17,  contient  les  termes 


suivans : 


f(~dï)  dt=z 4  m,°°sa*  ~if  me" e0B& - »rii 


(*)  Connaissance  des  Temps  pour  1840.  (  Additions,  p.  35.) 
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d'où  l'on  conclut 

L'expression  de  s*  contient  le  terme  —  -  y2  cos  a  y  ; 

en  combinant  ces  deux  quantités,  et  en  supposant 
h  =  1 ,  on  aura  donc 


&[f  (%)*]-&*****<»-**• 


w 


En  substituant  les  valeurs  (a) ,  (A) ,  (c) ,  (rf) ,  (e)  à  la 
place  des  quantités  qu'elles  représentent  dans  la  for- 
mule (/),  on  trouve  enfin 

/»§ 2*     33      45  _  3\ 

{16     3a~hi!i8      ia8~8j 
j>        a7      /     i»      1935      333      53i\      l     t   ,',       ,  , 

45       5i3 

"38= -gf 


45  _  5.3  'm|  (,S) 


d'où ,  en  observant  que  Ton  a  a<p  —  arç  =  (ac  —  a  g  )  t 
-+-2U  —  a0,  et  que  les  valeurs  de  c  et  g,  nosa4et4i, 
donnent 

— —  —  ^.('-M, 

ac— a$         3/w'  \       a    /' 

en  intégrant ,  on  conclut 

<^= (§  -*■  W  m) c*  /,8ii1  (** — *?)• 

Cette  inégalité  est  l'une  de  celles  qui  ont  le  plus 
occupé  les  géomètres ,  sans  doute  à  cause  des  difficul- 
tés que  présentait  sa  détermination.  Masson  l'intro- 
duisit le  premier  dans  les  Tables  de  la  Lune,  en  dé- 
Tome  IV.  29 


Dy(^rO( 
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terminant  son  coefficient  par  l'observation;  mais 
Euler  (*),  d'Àlembert  et  Mayer  firent  des  tentatives 
infructueuses  pour  la  calculer  par  la  théorie,  et  les 
résultats  qu'ils  obtinrent  différaient  tellement  des  ob- 
servations, que  Mayer  fut  forcé  de  renoncer  à  la  faire 
entrer  dans  ses  Tables.  La  valeur  que  nous  avons  trou- 
vée pour  le  coefficient  de  cette  inégalité  s'accorde  avec 
celle  à  laquelle  M.  Plana  est  parvenu  par  une  voie 
très-différente  et  beaucoup  plus  pénible  dans  sa  Théo- 
rie de  la  Lune.  L'exactitude  de  ce  résultat  est  donc 
désormais  hors  de  doute.  La  valeur  que  M.  Damoi- 
seau a  obtenue  pour  le  coefficient  dont  il  s'agit  (**) 
ne  s'accordant  pas  avec  la  nôtre ,  il  est  évident  que 
cet  astronome  aura  omis  quelques-unes  des  combinai- 
sons qui  devaient  servir  à  sa  formation.  Quant  au  ré- 
sultat obtenu  par  Laplace  dans  la  Connaissance  des 
Temps  pour  i8a4  >  il  est  en  désaccord  avec  celui  que 
nous  avons  trouvé  dès  son  premier  terme  ;  j'ai  fait 
voir  ailleurs  (***)  que  cette  différence  tenait  principale- 
ment à  l'extension  que  Laplace  a  cru  pouvoir  donner, 
relativement  à  la  fonction  R ,  à  la  propriété  dont  jouit 
exclusivement  la  fonction  fd'R,  d'être  indépendante 


(*)  C'est  à  cette  inégalité  surtout  qu'Euler  parait  faire  allusion 
lorsque ,  après  avoir  déclaré  qu'il  est  obligé  d'omettre  dans  sa  théo- 
rie une  certaine  classe  d'inégalités  dont  l'exacte  détermination  ne 
lui  a  pas  été  possible ,  il  ajoute  :  Intérim  tamen  in  gratiam  thco- 
riœ,  maxime  esset  optandum  ut  exercitati  calculatores  hune  labo- 
~cm  in  se  susciperent,  atque  omnia  momenta  ad  majorent  a  de  u  ra- 
tio nis  gradum  détermina rent.  (Theoria  Lunœ,  édit.  1772,  Préf.  ) 

(**)  Mémoires  de  l'Institut.  —  Savons  étrangers ,  tome  Ier. 

(***)  Connaissance  des  Temps  pour  1840. 
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de  toute  inégalité  à  longue  période  lorsqu'on  néglige 
les  quantités  de  Tordre  m  *  dans  l'expression  de  ses 
coefficiens.  M.  Plana ,  en  comparant  son  résultat  à 
celui  de  ce  grand  géomètre,  a  bien  reconnu  Ter- 
reur de  ce  dernier,  mais  il  n'en  a  pas  indiqué  la  véri- 
table cause;  il  s'égare  même  dans  cette  controverse 
jusqu'à  contester  (*)  l'exactitude  de  la  propriété  re- 
marquable qui  caractérise  la  fonction  /d'R,  non- 
seulement  par  rapport  aux  inégalités  à  longue  pé- 
riode ,  mais  encore  par  rapport  à  toutes  les  inégali- 
tés qui  ne  renferment  pas  le  moyen  mouvement  de  la 
Lune  dans  leur  argument;  c'est  une  erreur  grave  qui 
aurait  dû  disparaître  depuis  longtemps  d'un  ouvrage 
qui  mérite,  sous  d'autres  rapports,  toute  l'estime 
desgéomètres  (**). 

De  l'inégalité  à  longue  période  dépendante  de  la  distance  angu- 
laire du  périgée  du  Soleil  à  celui  de  la  Lune. 

i oa .  Cette  inégalité  a  pour  argument  l'angle  w  —  w', 
ou  <— <p— y',  elle  est  comprise  par  conséquent  parmi 
celles  qui  dépendent  de  la  parallaxe  solaire ,  et  que 
nous  avons  développées  n°  3o.  Nous  emploierons  k 
sa  détermination  les  formules  des  variations  des  élé- 
mens  elliptiques ,  pour  donner  un  exemple  de  l'appli- 
cation de  cette  méthode  à  la  recherche  qui  nous  oc- 
cupe. 

On  peut,   dans  ce  cas,  réduire  la  valeur  de  la 


(*)  Plawa  ,  Théorie  de  la  Lune,  vol.  Ier,  pag.  i36 ,  137 ,  etc. 
(**)  Voir  ce  que  j'ai  dit  à  ce  sujet,  Conn.  des  Temps  pour  1840, 
et  les  Notes  à  la  fin  de  ce  volume. 


*9 
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fonction  R,  n°  3  ,  aux  termes  suivans  : 

R  =  J£[i  +  3cw  (*»  —  *•)] 

4-  glÇ[3coi(p— p')+5co8(3p  — 3p')]. 

Considérons  d'abord  la  première  partie  de  cette 
expression.  Pour  avoir  les  termes  dépendans  de  la  pa- 
rallaxe du  Soleil  qui  en  peuvent  résulter  dans  R,  il 
faut,  à  la  place  de  r  et  v9  substituer  les  termes  de  leurs 
valeurs  qui  dépendent  de  cette  même  parallaxe ,  ou 

qui  sont  multipliés  par  le  facteur  -7.  En  désignant 
donc  par  la  caractéristique  &  ce  facteur  et  les  quan- 
tités qui  en  dépendent ,  et  en  faisant 

m'r* 

on  aura 


«■--[~*]"Hîh 


Les  quantités  entourées  de  parenthèses  sont  indé- 
pendantes de  la  parallaxe— -,;  la  fonction  R4  étant 

<fR 

multipliée  par  r2,  on  a  d'ailleurs  r  -^  =  aR4.  Cela 
posé,  d'après  le  développement  de  R,  n° 6,  et  les 
valeurs  de  &  -  et  de  cto,  n08  26  et  3o,  on  a 


r  <*R,T  m1  _/   ,       i35    A 


3  3 

mVcosp'-+--m,tfeTco8(p—  f') 

*  _  •» 
n^cosaÇH-s  m*  eeo»  (aÇ-p)+-mV  coi  (a £  -h  ? ') 

—  ?  m*  e  e'  cos  (a  £  —  ?  -H  ç/  )  ; 

4 
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m'  l5       fl         „  .    l5     a  ttm        x       45     a 

rJ7  =  -Igm-/cosÇ-h5;m-/eco«(Ç-?,)-25m-/ec08U4-P) 

aa5(*)     a 

"•""Bf    m-/«''cos(3* -?-+-?')» 
<IR     i35    ,     . 

—  mUinaf-f-Sm^tiiiCaf  — ?) 

-hy  m'  e'sin  (aÇ  -H  9')— 7»»  ee'sin (af  —  ?  h-  ç>')> 

^^  =  -^m*sinÇ-^m^e8in(Ç-t-?>)-+-l.iii^«'8iii(Ç-/) 

En  combinant  entre  elles  ces  valeurs ,  et  en  n'ayant 
égard    qu'aux    termes   qui   dépendent    de    l'angle 

§  —  9  -+•  ?',  on  aura 

[rfRi1    J      /     l     3a     16     i*8     1*8   J     \    tfl     ,      t»  ,\ 

'^Jr<rr=\     )     <5     .35     676     .35 f  m/TO  -,^eos(Ç-^-^'), 


64     i*8     a»)      64 
i35     i35_     i35 
'a56~*~ia8~~     ia8 


(*)  Les  termes  dépendans  des  argumens  Ç  +  y — ?'  et  3  Ç — y  -h  y' 

n'ont  point  été  compris  dans  les  valeurs  de  J-  et  de  8vf  n°*  i5 

et ag ,  à  cause  de  leur  petitesse;  on  en  trouvera  le  calcul  dans  le 
chapitre  V,  qui  servira  de  supplément  aux  chapitres  III  et  IV» 
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(675     a*5     1  ia5     i35     aa5\ 

et  par  suite 

ri5     /     i35     3i5     ua5\     1    ,  a     ,  .. 

*B<=  Lié-  (-is^ïr^-nr)  -J-v'"»-^- 

Développons  de  même  la  seconde  partie  de  la  fonc- 
tion R.  On  peut  supprimer  le  terme  dépendant  de 
l'angle  3v  —  3i>',  qui  ne  donnerait  aucune  inégalité 
du  genre  de  celles  que  nous  considérons  ;  en  dési- 
gnant par  Ra  cette  partie  de  R,  on  aura  ainsi 

R,  =  -g^r  cos(u  —  p'). 

Cette  fonction  dépendant  déjà  de  la  parallaxe  so- 
laire, il  suffira  de  remplacer  r,  u,  r'  et  v'  par  les 
parties  de  leurs  valeurs  indépendantes  de  cette  paral- 
laxe. Si  Ton  substitue  d'abord  pour  r,  .e,  r'  et  y'  leurs 
valeurs  elliptiques,  ce  qui  donne,  n08  4  et  5,  en 
négligeant  le  carré  des  excentricités , 

r  =  1  —  e  cos  f ,      »»  =  t  -h  c  -H  a  e  sin  ç> , 

r' 

—  =  1  —  e'cOTçî',     ^'  =  Jwn-e'H-ae'»in /, 

on  aura,  n°  6 ,  dans  R2  le  terme 

~16 m'  7e e>  C0S  (l  ~~  ?  "*"  9^' 

Pour  porter  la  précision  jusqu'aux  quantités  de 
Tordre  ms,  observons  qu'en  faisant  croître  r  et  v  de 
leurs  variations  £'r,  £'e,  la  caractéristique  d'  se  rap- 


Digitized  by  LjOOQIC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  455 

portant  uniquement  à  des  termes  indépendans  de  la 
parallaxe  solaire,  on  aura 

»—('£)"!+(£)•"• 

La  fonction  Ra  étant  d'ailleurs  multipliée  par  le 
facteur r% on ar~=  3Ra.  Cela  posé,  d'après  le  dé- 
veloppement effectué  n°  6,  et  les  valeurs  de  £-etch>, 
n°*  26  et  3o,  on  trouve 

r  *  =  ~  8  m  J'  cos  f  ""  8  m  Z'  '  c°8  (f  ""  9  }  ' 

/•<?'-  =       -5- mec'  cos  (p  —  p')  -h  -^-  mecos(?£  —  ç>) 
r  o  o 

,5 

—  -g-  mee'  cos(a£  —  ?  -h  y'), 

<JR  3       a     .  i5     ,  a         .    /v  >       9    •'    #  <    /»        #\ 

Sr==_8m  J'Mn?-HÏ6™  J'e  •«"(*- f)-g»'j,«'»«n(f-?'), 

31  l5 

£V  =  —  3  me'  sin  ?'  ^"jr  i»ee'  sln(ç>  —  p'J  4-  ~  mesin(a£  —  -  p) 

—  ~mee'sin(2t  —  p -+-  p'). 
4 

La  combinaison  de  ces  valeurs,  en  négligeant  les 

termes  indépendans  de  l'angle  §  —  9  -f-  <p%  donnera 

{     189  i35  4o5  63  45  £5   i35\ 
R.=  (     585  U«-,ee'costf-p+p'). 

En  rassemblant  les  différens  termes  que  nous  ve- 
nons de  trouver ,  on  aura  donc 

/i5     ,        na5    ,\  a      .         .. 

R-  =  u m  +  -158 ra  ;  «'  " co8  «  Vo+  y 
R. = r  (S"  +  S  w,)«-'"' co,(f  -0v p,)î 
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d'où ,  eu  observant  que  l'on  a,  n°  16,  *R=R,  -+-R,  et 

à  •  r  -j-.  =  aR,  -t-  3RS ,  on  conclut 


<tr  = 


*.r"  =  r(     V5-S  =  -il)  ~\m,a 


(7«) 


Reprenons  maintenant  la  formule  (a),  n°  87,  qui 
détermine  la  variation  différentielle  de  la  longitude  de 
l'époque.  En  différentiant  par  rapport  à  la  caracté- 
ristique £,  et  en  n'ayant  égard  qu'à  la  première  puis- 
sance des  excentricités,  on  aura 

da  2  \     de  ) 

On  a  d'ailleurs 

»•«■•£  — ■(•  S) -h-  •(•£). 
*.-(.£)-....(.£)*-.(.£). 

Les  variations  cta ,  c?n  ne  renfermant  aucune  inéga- 
lité qui  puisse  s'abaisser  par  l'intégration ,  n°  90 ,  les 

termes  ùan.  In  —  J,  dan.  le  j-\  ne  produiront  que 

des  inégalités  de  l'ordre  mÂ  que  nous  négligeons;  on 
peut  donc  faire  abstraction  de  ces  termes,  et,  en  sup- 
posant comme  précédemment ,  a=  1 ,  ri  =  1 ,  on  aura 
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simplement 

La  valeur  de  d.  la  -j-j  est  facile  à  déterminer  par 

ce  qui  précède,  puisqu'on  a  généralement,    n°  6, 

a  -T-  =  r  — .  Quant  à  la  valeur  de  £.  (  e  —  ) ,  nous 

observerons  que,  la  caractéristique  â se  rapportant 
uniquement  aux  variations  relatives  à  la  parallaxe  du 
Soleil  dont  nous  négligeons  le  carré,  on  a 

d&7 


••(•£)-•(•£) 


+** 


On  peut  substituer  Ra  à  la  place  de  e  -7-^  dans  cette 

équation.  En  effet,  supposons  la  fonction  que  Ra  re- 
présente ,  développée  en  série  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  de  l'excentricité  e,  et  en  négligeant  les 
puissances  de  e  supérieures  au  carré ,  soit 

d'où  l'on  tire 

e  îp  =  ro'K^H-  2m'Kfe«. 
de 

La  quantité  m2  K  ne  produit  par  sa  variation  que 
des  termes  dépendans  de  ia ,  c'est-à-dire  de  l'ordre  m4, 
puisque  oVz  ne  peut  renfermer  aucune  inégalité  suscep- 
tible de  s'abaisser  à  l'ordre  m  par  l'intégration.  La 
quantité  m2  Ka  e2  ne  produit  par  sa  variation  aucun 
terme  de  l'ordre  m9  dépendant  de  l'argument  §— f  -+-9'; 
en  effet,  cette  fonction  renferme  le  terme 

m2  e2  co&(£  —  2<p)  ou  m2  e2  cos(§  —  ici  —  it  H-  2  w) 
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qui ,  par  la  variation  des  élémens  elliptiques ,  produit 

les  suivans 

Il  est  inutile  de  faire  varier  a  et  g,  parce  que  les  termes 
qui  en  résulteraient  seraient  de  Tordre  e*.  Pour  que 
la  quantité  ama  eu  e  cos  (§  —  ict  —  a  s  -+-  aw)  produise 
un  terme  de  l'ordre  m8,  il  faudra  considérer  dans  l'ex- 
pression différentielle  de  de  des  termes  susceptibles  de 
s* abaisser  à  l'ordre  m  par  l'intégration  ;  or,  d'après  le 
développement  de  R,  ces  termes  doivent  évidemment 
dépendre  des  argumens  aÇ  —  a? ,  a£  —  29?  —  <p ', 
a§  —  a©  -+-  ç',  qui ,  par  leur  combinaison  avec  l'angle 
Ç  —  aqp,  ne  produiront  aucune  inégalité  du  genre  de 
celle  que  nous  considérons  ;  le  même  raisonnement  s'ap- 
plique àla  quantité  —  am*ea<tasin(§  —  *ct  — ae-haw) 
et  s'étendra  aisément  aux  différens  termes  que  con- 
tient la  fonction  m?  K  2  e*  ;  on  peut  donc ,  lorsqu'on  né- 
glige les  quantités  d'un  ordre  supérieur  à  m*  et  qu'on 
ne  considère  que  l'inégalité  dépendante  de  l'angle 

^—ç+ç)',  supposer Ra^m'Kje;  e-^=m*Ktef  et  par 
conséquent  e  -j1  =  R2.  On  aura  donc  ainsi 


(4RH(<£H- 


Supposons  qu'en  négligeant  les  puissances  de  l'ex- 
centricité e  supérieures  à  la  seconde,  l'expression  de 
Ri  en  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes de  e ,  soit 


R,  —  mJH  -+-  m'H.e  -f-  «"H,*"*, 
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on  aura 

d'où,  en  différentiant  par  rapport  à  la  caractéristique 
&  relative  à  la  parallaxe  solaire,  on  conclut 

,  On  s'assurera,  comme  on  Ta  fait  pour  m* K,  que 
la  quantité  m*  H  ne  peut  engendrer  par  sa  variation 
que  des  inégalités  de  l'ordre  m4.  La  quantité  m%  H,  e  ne 
produit  non  plus,  par  sa  variation,  aucune  inégalité 
semblable  à  celle  que  nous  considérons.  En  effet,  la 
fonction  B,  développée  en  série  n°  6,  contient  un  terme 
delà  formeMcosaÇou  Mcos(a£  —  am*  -t-ae—  ae*); 
ce  terme,  à  raison  de  la  variation  de  s,  produit  dans  &R 
le  suivant  —  aMch  sin  (ai  —  imt  -h  a€  —  ae')  :  pour 
qu'il  en  résulte  un  terme  dépendant  de  l'angle  £— ç-hç' 
dansR,  il  faut  considérer  dans  <h  le  terme  dépendant 
de  l'angle  £  —  mi  +  9  —  9';  or  ce  terme  ne  produit 
qu'une  inégalité  périodique  dépendante  du  moyen 
mouvement  de  la  Lune  et  par  conséquent  de  tor- 
dre m2  ;  il  n'en  résulte  donc  dans  m2  tf.H,equ'un  terme 
de  l'ordre  m4.  De  même,  la  quantité  m2Uie  contient 
encore  un  terme  de  la  forme  7»2Ne  cos(a£  —  9),  ou 
bien  m2 Ne  cos  (t  —  a/wi+6  —  w);  ce  terme,  par  la  va- 
riation des  élémens  elliptiques ,  produit  dans  ma â .  H,  e 
les  suivans 

m*N  Se  co«  (l  —  zmt  +  e-w)  +  ra!N(^-  <?w)  «in  (<-w«+e-w), 

ou  bien ,  d'après  la  notation  que  nous  avons  adoptée 
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n°6, 

Pour  qu'il  puisse  résulter  de  ces  termes  dans  £R4 
des  termes  dépendans  de  l'angle  %  —  ç  -4-  <p ',  il  faut 
substituer  à  la  place  de  &e,â£,  ùtù  les  termes  de  ces 
valeurs  qui  dépendent  de  l'argument  §  — ç';  or  ces 
termes ,  ne  Rabaissant  pas  par  l'intégration ,  sont  né- 
cessairement de  l'ordre  m* ,  et  il  n'en  peut  résulter  par 
conséquent  dans  &K  que  des  inégalités  de  l'ordre  m*. 
On  étendrait  aisément  le  même  raisonnement  à  tous 
les  termes  dont  se  compose  la  quantité  m2  H«  e.  En 
négligeant  donc  les  termes  de  l'ordre  m4  et  en  n'ayant 
égard  qu'à  l'inégalité  dépendante  de  l'angle  £—9+?', 
on  peut  supposer 

dVL 
JR,  =  m*  J.H,  <?' ,      S.e  -P  =  an'  *.H,e% 

de 

et  par  conséquent 
1  *    d*i 

*.<?-;-!  =2$R,. 

de 

On  aura  ainsi 


(4> 


Mais   les    valeurs     précédentes  ,    tfR  =  R,  -f-  R2  et 

^=aR,4-3R2,  donnent^R-c?./^: 

on  aura  donc 

dR 


c?.r^=aR14-3R2,donnent4(^R--c?.r:^==a^Rl+R2; 


(•î)- 


<"-'■'!• 


Si   l'on  substitue  maintenant  pour  &.  (a  -r-j  et 
<?.  (e  —  \  leurs  valeurs  dans  l'équation  (  />),  on  trou- 
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vera 


*=■*(*-«*.,£). 


Cette  équation ,  en  remplaçant  àK  et  &.r  —  par  leurs 
valeurs  numériques  calculées  plus  haut,  donnera 

d'où,  en  intégrant,  et  en  observant  que  l'angle  §—ç> -h  ç' 
est  égal  à  (1  —  c)t  +  w  —  «',  on  tire 

On  a  d'ailleurs,  en  négligeant  les  quantités  de  Tor- 
dre m4,  d'après  la  valeur  de  c,  n°  a4  , 


M-S-)- 


1  —  c        3m 

On  aura  donc  enfin 

On  peut  aisément  s'assurer  que  cette  inégalité  est  la 
seule  dépendante  de  l'angle  £  •—  <p-f-<p',  qui  entre  dans 
l'expression  de  la  longitude  lorsqu'on  néglige  les  quan- 
tités de  l'ordre  m9  dans  son  coefficient.  En  effet,  en 
nommant  e  la  longitude  de  la  Lune  dans  le  plan  de 
son  orbite ,  on  a,  par  les  formules  du  mouvement  ellip- 
tique, n°4> 

v  =  nt  -+-  ê  -h  2e  sin  (nt  -+-  e  —  w)  -+-  etc. 
On  aura  la  valeur  de  la  longitude  v  dans  l'orbite 
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troublée  en  substituant  à  la  place  de  e,  e,  et  w,  dans 
Téquation  précédente ,  leurs  valeurs  augmentées  de 
leurs  variations ,  et  en  mettant  Ç  à  la  place  de  nt.  Nous 
avons  vu  que ,  relativement  aux  inégalités  à  longues 
périodes ,  la  variation  du  moyen  mouvement  Ç  était 
nulle  ;  les  variations  de  e,  Ç,  e  et  w  produisent  les  termes 

a  Se  sin  (nt+  i  -  6»)+î(^Ç  +  Je  -  Sot)  e  cos  (nt  -h  t  —  «*). 

Pourquoi  en  résulte  un  terme  dépendant  de  l'angle 
w  —  w'  ou  £— <p-+-<p',  il  faut  substituer  pour  cte,  £Ç,ch,  <ta 
les  termes  de  leurs  valeurs  qui  renferment  le  moyeu 
mouvement  nt  de  la  Lune  dans  leur  expression  ;  or  on 
a  vu ,  n°  90,  que  ces  termes  sont  nécessairement  de 
l'ordre  m?  ;  en  négligeant  donc  les  quantités  de  cet 
ordre ,  la  valeur  précédente  de  âe  exprimera  l'inégalité 
à  longue  période  dépendante  de  l'angle  £  —  y  -+-  y'  de 
la  longitude  vraie,  en  sorte  qu'en  la  désignant  par  àvf 
on  aura 

Le  premier  terme  de  cette  valeur  s'accorde  avec  celui 
qu'ont  trouvé  par  différentes  méthodes  les  géomètres 
qui  se  sont  occupés  de  l'inégalité  précédente;  mais  le 
second  terme  diffère  des  résultats  auxquels  ils  sont 
parvenus.  Nous  avons  déjà  vu  que  la  valeur  trouvée 
parLaplace(Cb/i/i.rfej  Temps,  i8*4) était  fautive,  et 
nous  en  avons  dit  la  raison  (Conn.  des  Temps,  1840)  ; 
M.  Plana,  dans  sa  Théorie  de  la  Lune >  a  trouvé  pour 

le  coefficient  de  m,  au  lieu  du  facteur  numérique^, 
le  facteur  ^|2-  j  il  est  probable  que  cette  différence 
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tient  à  quelque  omission  qu'il  aura  commise  dans  son 
calcul,  et  qu'il  est  très-difficile,  en  effet,  d'éviter 
lorsqu'on  veut  appliquer,  comme  l'a  fait  ce  géomètre, 
à  la  recherche  des  inégalités  à  longues  périodes,  les 
formules  où  la  longitude  vraie  est  prise  pour  variable 
indépendante ,  n°  91 . 

io3.  Au  reste,  pour  mettre  hors  de  doute  l'exac- 
titude de  l'analyse  précédente ,  nous  avons  calculé  la 
même  inégalitéau  moyen  de  la  formule  (16),  n°  3i,  et 
nous  sommes  parvenu  avec  beaucoup  de  facilité  au 
résultat  que  nous  avions  déduit  des  formules  de  la  va- 
riation des  élémens  elliptiques.  Nous  allons  présenter 
ici  ce  calcul,  afin  de  mieux  montrer  l'accord  des  deux 
méthodes. 

Reprenonsla  formule  (16),  n°  3i .  En  négligeant  les 
termes  dépendans  de  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire 
à  l'écliptique,  et  en  supposant  h  =  1 ,  on  a 

d.S»  d.(dr*r)  .     dK       Sr  /    <*R\        d.Sv    C (dR\   .      .  , 

la  caractérisque  d  se  rapportant,  comme  dans  ce 
qui  précède,  aux  quantités  dépendantes  delà  parallaxe 
du  Soleil. 

L'expression  de  £-,  n°  26,  contient  le  terme 

(?-f  -)  J' «(«+/). 

On  peut,  d'ailleurs ,  supposer  ici  &r=  —  ^  -  ;  lexpres- 

sion  elliptique  de  r,  n°  5 ,  contient  le  terme  —  e  cos  <p  ; 
on  aura  donc ,  en  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes , 

oV  =  —  ( 7  —  7  m)  jj>  •*  c08  M  "h  ?')'      **  =  «  «in  P; 
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d'où  l'on  conclut 

en  difïérentiant  cette  valeur,  et  observant  que 

et  qu'on  a  d'ailleurs,  n°a4,  i-c=7W!h4-  V,7^), 
on  trouve 

<*.(<&•  <Tr)        /i5       585    \     ,  a         t>  t      ,. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut ,  n°  i  oa  ? 

d'après  les  valeurs  qui  ont  servi  à  déterminer  tfR,  en 
observant  que  —  r&-  (r  —  \  =  —  (r77~)»  on  aura 

$r  {    «*R\        /i5       i35     \     ,a       .        /1?  ,. 

La  valeur  de  &vy  n°  ioa ,  en  la  difïérentiant,  donne 
les  termes  suivans  : 

<*.<??  i5      a  75     a  ,„  x 

TŒ  "  Tm  J'COfl*  "  ïcm«'ecot(*  "*■  *> 

+  J«3«'w«-f')+?ie'eoi(|  +  f') 

On  a  d'ailleurs,  n°  18, 

—  gi»1*'  co»(aÇ-i-ç>')-h|  m,e«'  cos(a£  —  ç>  -h  ?'); 
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La  combinaison  de  ces  deux  expressions  donne 

/  675  aa5   i35  ao5  i35  ua5    3i5\  .a     , 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (q),  on 
trouvera 

J.*^ C  X i5     i5     i5_75\     /     585     4^__j35     3i5_     3i5\      ) 

"5T""iV     3a"+'8"Hi6""3'i/"1"V     ^56      64      i*8~*~.l2  ~ "555 ) m) 

X«'  -,«'  cos(£  —  y -h  p'), 

d'où ,  en  intégrant ,  on  tire 

valeur  qui  coïncide  avec  celle  que  nous  avons  trouvée 
par  les  formules  de  la  variation  des  élémens  elliptiques. 

Inégalités  lunaires  dépendantes  dé  la  figure  de  la  Terre. 

1  o4 .  Ces  inégalités  dépendent  de  la  configuration  du 
sphéroïde  terrestre,  et  peuvent  servir  à  faire  connaître 
son  aplatissement  avec  plus  d'exactitude  qu'aucun  des 
autres  moyens  employés  pour  le  déterminer.  Il  faut 
donc  calculer  ces  inégalités  avec  un  soin  particulier, 
et  n'omettre  dans  cette  recherche  aucune  des  parties 
qui  peuvent  avoir  sur  leurs  coefficiens  une  influence 
sensible. 

Soit  dm  une  molécule  de  la  Terre  placée  à  la  dis- 
tance r'  du  centre  de  gravité  de  cette  planète ,  soit  6' 
l'angle  que  forme  le  rayon  r'  avec  le  demi-axe  qui 
va  du  centre  de  la  Terre  au  pôle  boréal,  et  g>' 
l'angle  que  le  plan  mené  par  ce  demi-axe  et  par  r' 
Tome  IV.  3o 
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forme  avec  un  méridien  fixe  ;  si  l'on  nomme  sembla- 
blement  9  et  o  les  mêmes  quantités  relatives  au  rayon  r 
de  l'orbite  lunaire ,  qu'on  désigne  par  V  la  fonction 
qui  représente  la  somme  des  molécules  terrestres  di- 
visées respectivement  par  leur  distance  au  centre  de 
la  Lune ,  on  aura ,  n°  4,  livre  V, 

vf, 

J  vr'  —  arr'  [cos  8  cos  0'  -h  sin  0  sin*'  coa  («  —  w')]H-  rn 

Cette  fonction  peut  se  développer,  quelle  que  soit  la 
constitution  intérieure  du  sphéroïde  attirant,  en  une 
suite  de  termes  ordonnés  par  rapport  aux  puissances 
descendantes  de  r  et  multipliées  par  des  fonctions  ra- 
tionnelles et  entières  de  cos  0  et  cos  «,  n°  16,  livre  V. 

Si  l'on  suppose  le  sphéroïde  recouvert ,  comme  la 
Terre,  d'un  fluide  en  équilibre,  ce  développement 
prend  une  forme  très-simple  et  l'on  a,  n°  36,  livre  V, 

en  représentant  par  M  la  masse  du  corps  attirant , 
par  q  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur 
sous  Téquateur,  et  en  supposant  le  rayon  du  sphé- 
roïde exprimé  par  une  suite  de  termes  de  la  forme 

D(i-+-  Y1  +  Y,  +  Y4  +  etc.), 

D  étant  une  constante  qui  représente  la  valeur  du 
rayon  moyen. 

On  peut ,  dans  l'expression  de  Y,  négliger  les  termes 
divisés  par  les  puissances  de  r  supérieures  à  r4.  La  rapi- 
dité du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  fait  qu'on 
peut  négliger  également  les  inégalités  lunaires  dont 
L'étendue  serait  d'un  jour  ou  d'une  fraction  de  jour; 
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dans  cette  supposition ,  les  quantités  Y2 ,  Y3  ne  doivent 
dépendre  que  de  l'angle  0,  et  l'on  peut  supprimer  les 
termes  qui  renferment  l'angle  u  ;  d'après  les  valeurs 
générales  de  ces  quantités,  n°  36,  livre  V,  on  aura  donc 
dans  ce  cas 

Y,  =  a*  (  j  -  cos'ô)  ,     Y8  =  V  /cob»  0  -  ?  cos  $  V 

a&  et  A'  étant  deux  coefficiens  constans  dépendans  de 
la  figure  du  sphéroïde. 

La  fonction  V  devient  ainsi 

_.       M        MD'  /i  _\  /      ifc       i\       MD*      /      iA       3  \ 

Cette  fonction  se  réduit  à  ses  deux  premiers  termes 
lorsque  la  Terre  est  supposée  elliptique,  et  le  fac- 
teur ah  représente  alors  son  aplatissement ,  h'  désigne 
un  coefficient  constant  qui  dépend  de  la  différence 
d'aplatissement  des  deux  hémisphères. 

Si  l'on  suppose  que  la  valeur  précédente  se  rapporte 
à  l'action  de  la  Terre  sur  la  Lune  regardée  comme 
réunie  à  son  centre  de  gravité ,  l'action  de  la  Lune  sur 
le  système  des  molécules  terrestres  sera  représentée 
par  une  fonction  semblable  prise  avec  un  signe  con- 
traire et  dans  laquelle  on  changera  seulement  M 
en  m,  m  étant  la  masse  de  la  Lune;  mais  lorsqu'on 
considère  le  mouvement  d'un  astre  autour  d'un  au- 
tre astre  regardé  comme  fixe,  il  faut  à  la  fonction  V 
qui  provient  de  l'action  du  second  astre  sur  le  pre- 
mier, joindre  avec  un  signe  contraire  celle  qui  ré- 
sule  de  l'action  que  ce  dernier  astre  exerce  lui-même 
sur  celui  qu'on  veut  considérer  comme  un  point  fixe; 
d'après  cela,  pour  avoir  la  fonction  V  qui  convient 

3o. . 
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au  mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre  immo- 
bile ,  on  voit  qu'il  suffira  de  changer  M  en  M  -f-  m 
dans  la  valeur  précédente;  on  aura  ainsi 

Le  premier  terme  de  cette  expression  se  rapporte  au 
mouvement  elliptique  de  la  Lune  autour  de  la  Terre, 
et  il  a  déjà  été  compris  dans  les  équations  différen- 
tielles du  mouvement  lunaire  n°  i;  le  second  terme 
est  celui  que  produit  l'écart  delà  figure  de  la  Terre  de 
la  forme  sphérique  ;  il  faudra  donc,  pour  avoir  égard 
aux  inégalités  qui  en  peuvent  résulter  dans  le  mouve- 
ment lunaire,  ajouter  cette  valeur  aux  termes  de  la 
fonction  perturbatrice  R  qui  proviennent  de  Faction 
du  Soleil  ;  en  désignant  par  R'  cette  première  partie 
de  R,  et  en  faisant,  comme  nous  l'avons  supposé  pré- 
cédemment, M -f-m=  i ,  on  aura  ainsi 

R  =  R'-+-  ~  |  (^  -  «*)  («ot»*  -  ±\  +yh'  fcos»  0  -  g  cosô)  I . 

Telle  est  l'expression  de  la  fonction  perturbatrice 
que  nous  emploierons  dans  les  recherches  suivantes  ; 
elle  se  simplifie  lorsqu'on  fait  abstraction  des  termes 
divisés  par  r4,  ce  qui  revient  à  regarder  la  Terre 
comme  un  solide  de  révolution ,  supposition  d'autant 
plus  admissible,  qu'en  vertu  de  son  mouvement  ra- 
pide de  rotation  les  irrégularités  de  sa  figure  doivent 
avoir  une  très-faible  influence  sur  l'action  qu'elle 
exerce  sur  la  Lune.  C'est  ce  que  le  calcul  d'ailleurs 
vérifie  complètement,  comme  on  le  verra  dans  la  suite. 
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La  fonction  R  ainsi  réduite  servira  à  déterminer  les 
inégalités  qui  dépendent  de  l'aplatissement  du  sphé- 
roïde terrestre. 

Des  inégalités  lunaires  dues  à  l'aplatissement  de  la  Terre. 

io5.  La  différence  de  la  figure  de  la  Terre  à  celle 
de  la  sphère  introduit  dans  R  la  fonction 


-(«*-£  *)£(•■•■•-$)' 


où  q  désigne  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pe- 
santeur sous  l'équateur ,  ah  l'ellipticité  de  la  Terre , 
D  son  rayon  moyen ,  r  le  rayon  vecteur  de  la  Lune ,  et 
6  le  complément  de  sa  déclinaison. 

SoityV  la  longitude  vraie  de  la  Lune  comptée  sur 
l'écliptique ,  à  partir  de  Péquinoxe  mobile  du  prin- 
temps ,  soit  l  sa  latitude ,  et  nommons  X  l'obliquité 
de  l'écliptique;  en  considérant  le  triangle  sphérique 
compris  entre  les  pôles  de  l'écliptique  et  de  l'équa- 
teur, et  le  centre  de  la  Lune ,  il  est  aisé  de  voir  que  l'on 
aura 

cos $  =  sin  /  cos  X  -+-  cos  l  sin  X  sin/v  ; 

ou  bien ,  en  observant  que  Ton  a  sin  l  =    ,  , 

)Ji-hs> 

cos  /  =    .  ,  en  désignant  par  s ,  comme  précé- 

demment, la  tangente  de  la  latitude, 

s  cos  X  -h  sin  X  sin Jv 

La  fonction  que  nous  considérons  devient  ainsi 

(1   \  D*  C  s*  cos"  X  ■+-  us  sin  X  cos  X  sin^  -+■  sin* il  sinV»>       1  ) 
«*-ï»j^| ÏTT> 3p 
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Le  terme 

—-, — s  sin  )  cos  X  sin fv 

est  le  seul  de  cette  expression  qui  puisse  donner  des 
inégalités  sensibles  du  genre  de  celles  que  nous  con- 
sidérons ;  les  autres  termes  ne  produisent  que  des  iné- 
galités périodiques  dépendantes  de  la  longitude  de  la 
Lune,  ou  des  inégalités  à  longues  périodes  multipliées 
par  des  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons 
qui  doivent  les  rendre  tout  à  fait  inappréciables. 

En  n'ayant  donc  égard  qu'à  ce  terme ,  et  en  faisant , 
pour  abréger , 

6(  >  =  a  (v.h  —  -  q \  D*  sin  /  cos  X; 

en  négligeant  de  plus  les  termes  qui  dépendent  de  la 
parallaxe  du  Soleil  dans  R ,  et  en  supposant ,  n°  3 , 

mV'P  =  j^[i  4-3(i  -s')  cos  (ai.-  *i>')  -  3j'], 

la  fonction  perturbatrice  qui  s'applique  au  cas  que 
nous  considérons  deviendra 

R  =  wsr3P J—. 

106.  Nous  commencerons  par  déterminer  les  prin- 
cipales inégalités  dépendantes  de  l'aplatissement  de  la 
Terre  qui  résultent  de  cette  fonction  dans  l'expres- 
sion de  la  latitude ,  parce  que  ces  inégalités  sont  né- 
cessaires à  connaître  pour  calculer  les  termes  cor- 
respondans  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude. 
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Reprenons  l'équation  (19),  n°  37  , 


9 


d*z  z  d& 

-dF  +  7>  =  Tz'      W 
On  a  d'ailleurs ,  n°  1 ,    • 

<fc    ~"  ^t  _j_  ji    </r  r         ds% 

En  ne  considérant  que  le  second  terme  de  la  va- 
leur de  R ,  et  substituant  ^  à  la  place  defv,  on  trouve 

dR  _36Co)f  sin/f         rfR  _         6(0>  gin/t 
<*r  "  r4(i  -h  i»)»  ds   "*"       r'p+Si1)' 

en  négligeant  donc  les  puissances  de  s  supérieures 
au  carré,  en  vertu  de  ce  terme  seulement,  on  aura 

dH  __      6(o>  8in./<  /    _m    t\ 

Le  premier  terme  de  la  fonction  R  produit  d'ail- 
leurs ,  n°  37,  dans  -7-  ,  le  terme  —  m  * -  ;  en  vertu 
de  ces  deux  parties  réunies,  on  aura  donc 

<*R  _        «Vi       6(°>ain/f/         n    ,\ 

et  l'équation  (in)  deviendra 

Si ,  dans  le  développement  de  la  fonction  —  h jp-, 

on  n'a  égard  qu'à  la  partie  non  périodique,  on  aura, 
nos  37  et  59  , 

1         m*  a'*  3     .         9      .        O     ,    ,. 

~-  h-  -i—  =  1  -t-  -  -m*  —  ^-  m*  H-  £  m*  <?'-. 
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L'équation  précédente,  en  supprimant  le  terme  — yj- 

qui  nous  serait  désormais  inutile ,  deviendra  ainsi 


dK$z 


équation  dans  laquelle  on  ne  devra  substituer  pour 

—  que  les  termes  périodiques  de  son  développement. 

Cela  posé,  pour  satisfaire  à  cette  équation,  soit 

tz  =  *(o>  sin/«  h-  *(,)  sin  (a£  -  ft)  -+-  ft(a>  sin  (aÇ  -h/t). 

En  substituant  cette  valeur  dans  (m'),  et  en  observant 
qu'on  a  d'ailleurs,  n°  4o,  — s  =  (  3t»2  -h  ^m8  J  cos  a  Ç  7 
et  qu'on  peut  supposer,  aux  quantités  près  que  nous 
négligeons ,  ^  =  i -h  ^ ma ,  s*  =  -y2,  la  comparaison 
des  sinus  semblables  donnera 

ft (•>  (l  +  ?  m»  -  £  m<  +  9  mV«  -/')-+-  (;  «*  +  f  -^)[*(,)  -  ^ 

*(,)[i+5'",-(a-a»---/)«]-(5m-+3mi)ikWr?of  («) 

*<">  [i  -+-  ?  m*  -  (a  -  am  +/)■  1-h?  m**«°>  =  o. 

Ces  équations  feront  connaître,  par  l'élimination ,  les 
valeurs  des  coefficiens  indéterminés  k{°\  k{i)  et  k{2). 

On  peut,  dans  ces  équations,  supposer /=  i  ;  en 
effet,  yï  représentant  la  longitude  moyenne  de  la 
Lune  comptée  de  l'équinoxe  mobile  du  printemps , 
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soit  p  t  la  rétrogradation  moyenne  de  ce  point  pendant 
le  temps  t ,  on  aura  ft  =  (i  -h  p)  £;  les  déplacemens 
des  équinoxes  s' effectuant  très -lentement,  pt  est  une 
très-petite  quantité  par  rapport  à  t  ;  et  les  observa- 
tions donnent  /=  (i  -+-p)  =  1,000002886,  quantité 
qui  diffère  très-peu  de  l'unité.  Les  deux  dernières 
équations  [n)  deviennent  ainsi 

4m(.-|m)*<->=(5TO^^m.)^, 

2 
d'où ,  en  négligeant  les  puissances  de  m  supérieures 
au  carré ,  on  tire 

JO 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  équa- 
tions^), on  trouve 

d'où  l'on  tire 

-m*   x 

a 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  les  expressions  de 
k(i)  et  ki2) ,  on  en  conclura  les  valeurs  de  ces  deux 
coeffîciens  en  fonction  de  la  quantité  ê(0)  ;  on  trouvera 
ainsi 

,(o\  6(o)  /a       1  4»     ,  "    ,\ 
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Soit 

tt  =  kw  sin/i  -+-  *(,)  sin(a{  —  /«)-+-  kw  tin  (a?  4-/0- 

r 

On  a  d'ailleurs ,  n°  i,     .  s     .  =  -;  d'où,  en  diffé- 


/ 


I  -+-  s 


»        r' 


rentiant  par  rapport  à  la  caractéristique  J,  on  tire 
ù$  =  -li îli;  si  l'on  substitue  donc  pour  ds  et  àz 

leurs  valeurs  précédentes  dans  cette  équation ,  et  qu'on 

suppose 

3  t 

en  comparant,  après  les  réductions,  les  sinus  sem- 
blables dans  les  deux  membres,  on  aura,  entre  les 
coefficiens  indéterminés  #°>,  hl%),  #a),  et  #°>,  k{i),  *<2), 
les  relations  suivantes  : 

\         o       4     /  a  a 

d'où  l'on  conclut 

fc(»>  =  -  11  6<°>. 

*4 
On  aura  donc  ainsi 

€(0>  /a      m      43    t  4    A    .     ,. 


c(o) 


-.11  6^  Bln(aÇ-h.//). 
24 


Digitized  by  VjOOQlC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  fa5 

107.  Déterminons  les  inégalités   correspondantes 

du  rayon  vecteur.  En  désignant  par  la  caractéristique  & 

les  quantités  dépendantes  du  facteur  ê(0)  et  en  dififéren- 

tiant ,  par  rapport  à  &>  la  première  des  équations  (A)  7 

n°  1 ,  on  aura 

1 

d'.rSr  '    r$r  /\*  *»         *    /rfR\  /n 

•^  +  ^-*J*'**-*-'(+)=*-  (0 

La  fonction  R  contient  le  terme 

«V«P  =  ^ll[i-  3j»  -*-  3(i  -  s*)  co8(at>  -  ai/)]; 
4 

en  difFérentiant  par  rapport  à  la  caractéristique  <?,  il 
en  résultera  dans  c?R  les  termes  suivans  : 

810  (îc  —  2i',)c?«'. 


Nous  omettons  les  termes  dépendans  de  la  variation 
&r7  parce  qu'ils  ne  produiraient  que  des  inégalités  de 
l'ordre  w2ë(0),  que  nous  négligeons. 

L'expression  de  s,  n°  38 ,  contient  le  terme  7  sin  tq 
ou  7  sin  (gt  —  0);  l'expression  de  &s9  en  vertu  de  la 
non-sphéricité  de  la  Terre,  contient ,  n°  106 ,  le  terme 

go 

—  i~  sin  fi;  d'où  résulte  dans  sus  le  terme  suivant  : 

m* 

i  6<°> 
'**  =  ""  3  ««*  y  C°8  ^**  —  fl  -  e)' 

Nous  verrons  plus  loin  que  <h>  contient  le  terme 
suivant  dépendant  du  même  argument, 

*>    =  -  -^  —  y  COS  (ffl   -   //    -    0). 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  mV.r*P, 
et  négligeant  les  excentricités  des  orbites  du  Soleil  et 
de  la  Lune,  ce  qui  permet  de  supposer  ai>— a«/=a£ , 
on  trouvera 

m'0\r*P  =  Q-^  =  -^6^>/co8(a?-hÉri  -  ft  -  0) 
■+-  Q  -+-  ¥  =      5)  6(0>  y  cos (aÇ  -  £*  -h/«  -*-  *)- 

La  fonction  &K  contient  encore  le  terme r-^-, 

mais  les  inégalitésdépendantes  des  argumens  n%+gt—ft 
et  *%—gt-\-ft  que  cette  quantité  peut  produire  seraient 
d'un  ordre  supérieur  à  celui  auquel  nous  nous  arrê- 
tons. On  aura  donc ,  en  ne  considérant  que  les  iné- 
galités relatives  à  ces  deux  angles , 

<?R  =  -  S  6(0)iy  co8{a£  +gt  -ft-  6) 
-h  5  6(0>y  co«(a|  —  gt  -h/r  -t-  0); 

on  a  d'ailleurs ,  aux  quantités  près  que  nous  négli- 
geons, 

fd'.&R  =  &R; 

et  comme  la  partie  précédente  de  <?R  a  pour  facteur 
r%  on  a 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (/),  elle 
devient 

d2^  +  £  +  lSiWy  M{u  +  gt  -fl  -  S) 

'  —  ao6(0)y  cos(a£  —  £f  -+-/*  +  5)=o. 

Soit 

r«V  =  a(0)y  coa(af  -f-  gt  —  /t  —  $)  -+-  a(,)-,  cosflf  -  gt  -h  /«  -+-  0). 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente 
et  comparant  les  cosinus  semblables ,  on  aura' 

a<°>{i  -(2-  am -h  *-/)•}  -*-  18  6<°>  =  o, 
«<•>  { i  —  (a  —  aro  —  $  -h/)*}  —  *>  6Co)  =  o, 

d'où,  en  supposant  g=  i  et  f=  i,  on  tire,  aux 
quantités  près  que  nous  négligeons, 

a<°>  =  6  6<°\  a<'>=_^6C°)j 

par  conséquent 

r*r  =  66(0>y  cos  (a  \  -+-  £l  -  fi  -  0)  -  y  6(o)y  cos  (a  £  -  g*  -H  /*  -f-  6), 

d'où  l'on  conclura 

<?  i  =  -66<e)ycos(aÉ-+-$*-/£-Ô)  H- jC^ycosCaÇ-^-h/i-f-ô). 

On  voit  que  les  inégalités  du  rayon  vecteur  n'ac- 
quièrent point  par  l'intégration  de  diviseurs  qui  aug- 
mentent leurs  valeurs  différentielles,  et  l'on  pourrait 
les  négliger  sans  erreur  sensible  ;  mais  la  considération 
de  ces  inégalités  était  nécessaire  pour  le  calcul  des 
inégalités  de  la  longitude. 

108.  Occupons-nous  donc  enfin  de  ces  inégalités. 
Commençons  par  déterminer  les  inégalités  de  &v  cor- 
respondantes aux  deux  précédentes  au  moyen  de  la 
seconde  des  équations  (À) ,  n°  i , 

Faisons,  pour  abréger,  u2  =  — ^-;  en  différentiant , 
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on  aura 

.  sis  -  I 

3u= f-  o -. 

r  r 

La  valeur  de  j,  en  vertu  de  l'action  du  Soleil,  con- 
tient, n°  38,  les  termes  suivans  : 

j  =  yflin(gt--0)H-clM  8in(aÇ  —  gi  -*-*)-+-  cm  y  sin(a£  -+-  gi  —  0). 

On  a ,  par  ce  qui  précède , 

as  =  *(0)  sln/t  -h  fc(,)  sin(af  —  /f)  -+-  /i(,)  sin  (*£  -+-/«); 

de  là  on  conclut 

2^  =  -  [*(,)  -  «...  *(0>]  v  cos  (a*  -h  flfi  -//  -  0) 
+  (*(,)  -  *».  *(û>)  y  cos  (a  ?  -  $r  -h  /ï  h-  0). 

On  a  d'ailleurs,  n°  44? 


3  a5    t  m     . 

^iio  =  g  m  -*-  55  m  »  «m  =  7g  m  • 

En  substituant  ces  valeurs  et  celles  de  A(0),  ft(l)  et  //'* 
dans  la  fonction  précédente ,  on  aura 

aêro) 

3^^-j  —  y   eOft(£t   —  j 1   -   0) 

+^[imH-(3"5=i),",]ycoi(a^*l""/l""*) 

On  a  d'ailleurs,  n°  3o,  -  =  i  -h  m2  cos  a£;  d'où  l'on 
conclura 
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en  substituant  cette  valeur  et  celle  de  &-  dans  &u,  on 
aura 

*  =*  î?  [s m  ~ (  i  ■h6  =  ^) m'] y cos(^^^ -/«-•) 

On  a  d'ailleurs,  en  négligeant  le  carré  de  l'inclinai- 
son ,«  =  -=i+m2  cos  a§  ;  par  conséquent 

u*  =  aucT/i  =  a(i  -h-  m"  cos  a  £)<?"> 

et  par  suite 

«^7[i-(S+i-ÎH'w(,,+':-/i-') 

6(0>  Ti  /4ai        i       ia3r\     ,1  ,   y  , 

En  différentiant ,  par  rapport  à  e,  l'expression  de  la 
fonction  R ,  n°  io5,  après  avoir  substitué  pour  m*r*V 
sa  valeur,  on  trouve 

«*R  3m»r»(i— *•)    .    ,  „         6(o)*cos> 

-V-   = i -  Sin(2f    —   2»'') r— £--. 

Le  second  terme  ne  produit  aucune  inégalité  de  l'ordre 
de  ceux  que  nous  considérons  ;  en  différentiant  donc , 
par  rapport  à  (?,  la  valeur  précédente,  on  aura  sim- 
plement 

—  I  =  $m%r%[sis  sin  (a^  —  v')  —  0V  cos  (iv  —  ai*')]. 

On  a  trouvé  plus  haut 

i    6(°> 
sis  =  —  -   — /  eos(*f  — /«  -  (9), 

10  6(0> 
*p  =  --^  — s- y  sinfcf  -/<  -  0). 
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En  substituant  ces  valeurs  et  mettant  a|  à  la  place  de 

ay  —  ap'  dans  la  fonction  <M  -j-)?  il  en  résulte 

'  •  (  ï  )  =  1 6(0>  (  -  ï  +  t  Œ  6  ) >  8in  * *  +  ^  -  fi  - •  > 

ou  bien,  en  intégrant, 

=  — 6Co)  F  jjy  coB(aÇ-h^/—  fi  —  0)  —  5ycos(aÇ  —  £f  -+-/«  -h  0)1. 

La  formule  (B),  en  la  différentiant  par  rapport  à  la 
caractéristique  &9  et  en  négligeant  les  termes  qui  ne 
produiraient  que  des  inégalités  insensibles ,  donne 


d.9v  =  zuàu  -+■ 


/••(S)* 


En  substituant  pour  zuàu  et  l &.(-?-)  dt  leurs  va- 
leurs, on  trouve 


d'où,  en  intégrant  et  observant  que  §  =  (i  —  m)t ,  on 
tire 

oV  =  — /gm~    y    m*  ly  lin^C-f-jf —/t  —  6) 

-*-!?■  G m +^w') y  sin  (al  ""  *  "*"/f  "*■ *}- 

109.  A  l'aide  de  ces  valeurs,  nous  pouvons  main* 
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tenant  déterminer  l'inégalité  à  longue  période  de  la 
longitude  qui  dépend  de  l'argument  gt  —fty  en  ayant 
égard  aux  quantités  de  l'ordre  m  dans  son  coefficient. 
Reprenons  la  formule  (F),  n°  78.  En  supprimant 
les  termes  qui  dépendent  de  la  variation  dr  et  les 
termes  qui  ne  produiraient  que  des  quantités  d'un 
ordre  supérieur  à  celles  que  nous  considérons  ;  en  ob- 
servant, de  plus,  que  par  le  théorème  général,  n0gi, 
relatif  aux  inégalités  qui  ne  renferment  pas  le  mouve- 
ment de  la  Lune  dans  leur  argument ,  fd'.  àR  est  nul 
dans  l'ordre  d'approximation  auquel  nous  nous  arrê- 
tons, lorsqu'on  n'a  égard  qu'à  l'inégalité  qui  dépend 
de  l'argument  gt  —ft,  on  aura 

4M  =  -  »*«.  (r g)  +  *  (*  -  **£),        (A) 

la  caractéristique  ù  se  rapportant,  comme  précé- 
demment, au  facteur  S(0),  et  as  désignant  les  termes 
de  l'expression  de  s  qui  en  sont  affectés. 

L'expression  de  R,  n°  1  o5 ,  en  faisant  s = y  sin  {gt — 6) 
et  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  y2,  devient 

1   6<°> 
R  =  m*r«P  --  —  y  co*(gt-ft  -  0), 

d'où  l'on  conclut 

ar^-  =  4mVP-*-  $  —  yco*(gt  -ft  -  0)' 
=  4R  -+-  5*<0)y  coe(gt  -ft  -  Ô). 

En  négligeant  donc  les  termes  dépendans  de  l'excen- 
tricité e  de  l'orbe  lunaire ,  on  aura 

*R  =  m't.r'P  -  i  6(o>  y  cos  (gt  -  ft  -  ff), 
a*.r  "  =      4  *  R    ■+■  56<°>  y  cos  (*t  -  //  -  0). 

Tome  IV.  3i 
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Si  Ton  substitue  pour  /wV.raP  sa  valeur,  n°  107, 
dans  c?R,  en  supprimant  les  termes  dépendant  de 
la  variation  JV,  qui  ne  produiraient  que  des  quantités 
d'un  ordre  supérieur  à  celles  que  nous  considérons , 
et  en  négligeant  les  excentricités  des  orbites  du  Soleil 
et  de  la  Lune,  ce  qui  permet  de  supposer  a|=  at>— 20% 
on  aura 


*R 


=  —  ' sina£  jv -r- (i-hcosaf  )*sâs 6*°*  y  cos(g*  —  ft  —  0). 


On  a,  par  ce  qui  précède , 

^=  g  -^r  7  *«■(**-*-#  -/'-<?)-i-g— y  «n  (**  ~  &■  +  /<  ■+■  *), 

*  =  -■=■- (s +  4") 8in/'  -  4  ^~  *in(a*  -■*>■ 
3 

s  =  y  sin(#  —  6)  H-  gi»?  sin(a£  —  gi  4-  0); 

et  par  suite , 

S(o>  /a       1    \ 

"*■  4  "»" "'  cos  ^  ~~  *'  "*"^  ■+■  °) 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  c?R , 
on  aura 

et  par  suite, 
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Soient 

s  =  y  •in(gt  -•)-*-  ciu/  sin(aÇ  -  gt  -+-  0), 
*s  =  AW  sin/i  +-  *(,)  tin  (a*  -  /«); 

en  différentiant,  on  aura 

ds  =  gy  cot($t  —  tf)  -+-  (i—  a»)fIH7  cos(a*  —  gt  -+-  0), 
<!.*,  =  h^eoêft  -+-  (i  -  am)A(,)  cos(a*  -  /i), 

et  par  suite, 

£*£f  =  i  [**<•>  -h  (.  -  »?  *„.*<■>]>  cc^i  -/<  -  o; 

en  retranchant  ces  deux  valeurs  l'une  de  l'autre,  on 
trouve 

Ona,n0ê44et4i>eigo=fn&et£~~I:=47wa(1""~  fm)î 
d'ailleurs  nous  avons  trouvé  plus  haut 

d'où  Ton  conclut 

*-T=rli-,(«-a-)(!+î)-arf]^»^-1). 

et  par  conséquent 

*(*-^)-*£H-),.-<* -/»-•>. 

3i . . 
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Si  l'on  substitue  cette  valeur  et  celle  de  2(?.(r—  j 

dans  l'expression  de  d.âv,  on  aura 

**--  •M*[(5-H)+(i-r-*)-]'-«'^-,)- 

d'où,  en  intégrant  et  observant  que  Ton  a 
on  conclut 

Telle  est  l'expression  de  l'inégalité  à  longue  période 
que  l'aplatissement  de  la  Terre  introduit  dans  le  mou- 
vement en  longitude  de  la  Lune.  Cette  inégalité  avait 
été  reconnue  par  Mayer,  longtemps  avant  que  Laplace 
ne  fût  parvenu  à  en  pénétrer  la  véritable  cause.  Cette 
découverte,  en  effet,  exigeait,  relativement  aux  at- 
tractions des  sphéroïdes,  des  connaissances  théoriques 
que  la  science  n'avait  point  encore  acquises  du  temps 
de  Mayer.  La  valeur  de  âv  que  nous  venons  de  trou- 
ver s'accorde  avec  celle  que  M.  Plana  a  obtenue, 
dans  sa  Théorie  (le  la  Lune,  par  une  méthode  beau- 
coup moins  simple  et  beaucoup  moins  directe  ;  mais 
elle  diffère,  quant  au  second  terme  de  son  coeffi- 
cient, de  celle  que  Laplace  a  trouvée,  soit  dans  la 
Connaissance  des  Temps  pour  i8a4>  soit  dans  le 
XVIe  livre  de  la  Mécanique  céleste.  Dans  le  premier 
ouvrage,  Laplace  trouve  que  le  facteur  qui  multiplie 

la  quantité  —  se  réduit  à  zéro;  et  dans  la  Mécanique 
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céleste,  où  il  est  revenu  sur  le  même  sujet ,  il  trouve 
pour  ce  facteur  ^-,  au  lieu  de -^.  Nous  avons  indiqué, 
dans  le  n°  ioo,  la  cause  de  ces  erreurs ,  qui,  du  reste , 
n'a  d'influence  que  sur  les  termes  dépendans  de  la 

seconde  approximation  :  aussi  le  terme  —  -^-— ,  qui 

forme  la  principale  partie  de  la  valeur  numérique  de 
l'inégalité  dont  nous  nous  occupons ,  mais  qui  est  le 
moins  difficile  à  déterminer,  a-t-il  été  trouvé  exactement 
par  Laplace  et  par  MM.  Damoiseau  et  Poisson ,  qui 
Vont  calculé  après  lui  par  deux  méthodes  différentes. 

no.  En  substituant  pour  S(0>  sa  valeur,  n°  iod, 
l'expression  précédente  devient 


*  =  --* £ (i+Tm)* 


»in(*£  -/*-  B). 


Pour  réduire  cette  expression  en  nombres,  nous 
ferons  usage  des  valeurs  suivantes ,  qu'on  peut  regar- 
der comme  des  données  fournies  par  l'observation  : 


m  =  o,  0748013  a 

a*  =  3o5' 

-=  0,0165617 , 

1 
9  ""585' 

y  =  0,0896734, 

X  =  a3°  vf  55"  ; 

m  est  le  rapport  des  moyens  mouvemens  du  Soleil  et 

de  la  Lune;  —  représente  le  rapport  du  rayon  moyen 

de  la  Terre  à  la  distance  moyenne  de  la  Lune  à  son 
centre  :  comme  nous  avons  pris  cette  dernière  distance 

pour  unité,  —  est  là  quantité  qu'il  faut  substituer  à  la 

place  de  D  dans  l'expression  de  c?o  ;  -^  est  la  valeur 
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la  plus  probable  de  l'aplatissement  de  la  Terre  donnée 
par  l'ensemble  des  phénomènes  qui  servent  à  le  me- 
surer ;  q  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur 
sous  l'équateur  ;  y  la  tangente  de  l'inclinaison  moyenne 
de  l'orbite  de  la  Lune  sur  l'écliptique  vraie;  X  l'obli- 
quité de  l'écliptique  au  commencement  du  xixe  siècle. 
Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  trouve 

*  =  -  6*,a*3  ain(^  -/<  -  0). 

Bûrg  a  fixé  cette  inégalité  à  —  6",8,  et  Burckardt 
à  —  7",o;  en  la  supposant,  par  un  milieu,  —  6^,9, 
on  trouverait  l'aplatissement  de  la  Terre  égal  à 
—  o,oo33368  ou  299*t69, 

L'expression  de  la  tangente  de  la  latitude,  n°  106, 
contient  l'inégalité  suivante  : 

*-- L-4, (»„^§nw._!,).in/,. 

Les  autres  inégalités  du  mouvement  en  latitude,  ré- 
sultant de  l'aplatissement  de  la  Terre ,  sont  tout  à  fait 
insensibles,  e'  représente  l'excentricité  de  l'orbe  so- 
laire, et  l'on  avait,  en  1801, 

e'  =0,0167918. 

En  joignant  cette  valeur  aux  précédentes,  on  trouve 

&s  =  —  7^,867  sin  ft. 

Bûrg  et  Burckardt,  d'après  l'ensemble  des  obser- 
vations de  Maskeline  et  de  Bradley,  se  sont  accordés 
à  fixer  cette  inégalité  à  —  8",o  ;  cette  valeur  dififère  peu 
de  la  précédente;  la  coïncidence  serait  complète  en 
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augmentant  un  peu  l'aplatissement  que  nous  avons 
attribué  à  la  Terre,  et  en  le  supposant  de  o,oo33o49 

OU    302  ,  58' 

Les  deux  inégalités  précédentes  du  mouvement  en 
longitude  et  en  latitude  de  la  Lune  se  réunissent  donc 
pour  donner  à  la  Terre,  à  très-peu  près,  le  même 
aplatissement;  et  cet  accord  pourrait,  au  besoin,  ser- 
vir de  vérification  à  l'analyse  d'où  ces  inégalités  sont 
déduites.    Les  coefficiens   dont  elles  sont  affectées 
changent  d'ailleurs  très-sensiblement  suivant  la  valeur 
qu'on  suppose  à  l'aplatissement  du  sphéroïde  ter- 
restre; en  déterminant  donc,  par  une  longue  suite 
d'observations,  ces  coefficiens  avec  toute  l'exactitude 
désirable,  on  pourra,  par  la  comparaison  de  ces  va* 
leurs  à  leurs  expressions  analytiques,  évaluer  avec 
beaucoup  de  précision  la  véritable  mesure  de  l'apla- 
tissement de  la  Terre.  L'observation  suivie  des  mou- 
vemens  lunaires  nous  offre  par  conséquent  le  moyen 
le  plus  certain  peut-être  que  nous  ayons  de  fixer  cet 
élément  important  pour  les  calculs  géographiques  et 
astronomiques;  et  le  rapprochement  que  ce  résultat 
établit  entre  des  phénomènes  qui  ont  en  apparence 
si  peu  de  rapport  entre  eux,  est  sans  contredit  l'un 
des  points  les  plus  curieux  de  la  théorie  analytique 
du  système  du  monde. 

m.  Pour  former  l'équation  (A.),  n°  1 09,  nous  avons 
supposé  fd'.àïL=o9  conformément  au  théorème  géné- 
ral établi,  n°  91;  nous- allons  démontrer,  par  le  calcul 
direct,  que  cette  équation  se  vérifie  en  effet  relative- 
ment à  l'inégalité  à  longue  période  qui  a  pour  argu- 
ment gt  —ft  :  ce  sera  le  moyen  de  vérifier  en  même 


Digitized  by  VjOOQlC 


488  THÉORIE  ANALYTIQUE 

temps  l'exactitude  de  plusieurs  des  résultats  auxquels 
nous  sommes  parvenus  dans  les  numéros  précédents. 
En  négligeant ,  comme  nous  le  faisons  ici ,  l'excen- 
tricité de  l'orbe  solaire ,  on  peut  supposer  dr'  =  oet 
dv'  =  mdt ;  on  aura  ainsi ,  n°  i4  9 

et  par  suite 

En  différentiant  l'expression  de  R,  n°  3,  on  trouve 

-j?  = ; " 9ln  <a"  -  a'>> 

d'où,  en  différentiant  par  rapport  à  âet  faisant,  comme 

I  -f-  s7 

précédemment,  u2=  — — ,  on  conclut 

En  vertu  de  l'action  du  Soleil ,  on  a ,  ne  29 , 

v  =  t  -+-  e  -+■  -g-  m*  sinaf. 

En  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  p>  et  mettant 
mt  à  la  place  de  t>'  dans  l'équation  précédente,  on 
aura 

'•(S)  =  «[-S«*S(-««-t-')]- 

Soit 

<?u  =  uCOy  cos(a£  -+-#«  —  ft  —  $)  -+- $<•>•/  cos(aÇ  —  gt  -+-ft  -+-  6), 
*>  =  *(o)y  sin(*f  — /*  —  0)-f-  *('>y  sin  (if  +  gt  —ft  —  0) 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  à-\-rp)j  et  n'ayant 

égard  qu'à  l'inégalité  dont  l'argument  est  gt  —ft9  on 
trouvera 

On  a,  par  ce  qui  précède ,  n06  108  et  iop, 
par  conséquent , 

(  (s-g-s+g=°)'B    ) 

,  /<*R\       36(tt>  1       /    36i      a5      i735\        !       .    .         ,t      &. 

d'où ,  en  intégrant  et  observant  que  l'on  a 

(g-  !)-«=!»,', 
on  conclut 

/r.(g)* --£«•»,.« <*-/»-•>. 
On  a  d'ailleurs ,  n°  109 , 

<?R  as  -  i|«  «<*>  y  C06  (ff  -/l  -  0)  i 

on  aura  donc  enfin 
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d'où  Ton  voit  que  les  termes  qui  forment  le  coeffi- 
cient de  l'inégalité  gt  —ft  se  détruisent  mutuellement, 
en  sorte  que  cette  inégalité  disparaît  de  la  fonction 
fd'.dR,  en  portant  même  l'approximation  jusqu'aux 
quantités  de  l'ordre  m%  ce  qui  est  conforme  au  théo- 
rème général ,  n°  91 . 

M.  Plana  a  calculé ,  dans  deux  endroits  de  son  ou- 
vrage (vol.  Ier,  pag.  157  et  397),  les  valeurs  des  fonc- 
tions âR  et  fd'.àR  relatives  à  l'inégalité  dont  l'argu- 
ment est  gv  —Jvj  et  il  a  trouvé  ainsi ,  en  observant 

que  la  quantité  qu'il  désigne  par  A'  est  égale  à  — , 


<TR 


=  o,         fd'.âVL  =  ^  m  6(o)  y  cos  (gv  —  >  —  0). 


Ces  valeurs  ne  sont  point  en  contradiction  avec  les 
précédentes ,  puisque  la  fonction  R  n'est  pas  supposée 
développée  de  la  même  manière  dans  les  deux  cas  ; 
elles  prouvent  seulement  que,  dans  le  calcul  même 
des  inégalités  à  longues  périodes,  où  l'on  porte  géné- 
ralement l'approximation  beaucoup  moins  loin  qu'on 
ne  le  fait  pour  les  autres  inégalités  périodiques,  on 
doit  se  garder  de  confondre  les  formules  où  l'on  prend 
pour  variable  indépendante  la  longitude  vraie  de  la 
Lune,  avec  celles  où  la  différentielle  du  temps  est 
supposée  constante.  C'est  en  grande  partie  à  ce  que 
Laplace  n'a  point  suffisamment  observé  cette  distinc- 
tion, qu'il  faut  attribuer  les  incorrections  dont  sont 
affectés  les  résultats  qu'il  a  obtenus  (*)  relativement 
k  cette  classe  importante  d'inégalités  lunaires. 


(*)  Connaissance  des  Temps  pour  i8?4  >  —  Mécanique,  céleste, 
livre  XVI. 
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De  l'inégalité  à  longue  période  dépendante  de  la  différence  des 
deux  hémisphères  terrestres, 

na.  Cette  inégalité  a  pour  argument  trois  fois  la  Ion- 
gitudedela  Lune,  moins  la  longitude  du  périgée,  moins 
deux  fois  la  longitude  du  nœud.  Nous  emploierons  f 
pour  la  déterminer ,  les  formules  de  la  variation  des 
élémens  elliptiques ,  parce  que  cette  méthode  a  l'avan- 
tage ,  comme  nous  l'avons  dit  n°  88,  d'isoler  l'inégalité 
que  l'on  veut  considérer  de  toutes  les  inégalités  du 
même  genre,  qui,  par  leur  combinaison,  pourraient 
la  reproduire  dans  les  expressions  des  coordonnées 
de  la  Lune ,  et  qu'on  est  obligé  de  calculer  quand  on 
fait  usage  des  formules  ordinaires  du  mouvement 
troublé,  alors  même  qu'on  est  averti  d'avance  que 
ces  inégalités  auxiliaires  doivent  demeurer  tout  à  fait 
insensibles. 

La  différence  d'aplatissement  des  deux  hémisphères 
de  la  Terre  introduit,  n°  104,  dans  la  fonction  per- 
turbatrice. R ,  le  terme 

*'D'/      ,„      3        A 

—  {C06d-5c0se)- 

En  conservant  les  notations  des  numéros  précédens, 
on  a,  n°  io5, 

#cos  à  ■+■  6 in  X  sin  fv  . 


il  en  résulte  dans  la  fonction  — —  (  cos 8  6  —  g  cos  0  ) 
le  terme  suivant 

ft'D'  8in»;.8inyp 

*'4      (n-*1)* 
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C'est  le  seul  auquel  il  soit  nécessaire  d'avoir  égard 
dans  la  recherche  qui  nous  occupe.  Si  l'on  réunit  donc 
ce  terme  à  ceux  qui  résultent  de  l'action  du  Soleil , 
qu'on  néglige ,  comme  précédemment,  les  termes  dé- 
pendans  de  la  parallaxe  solaire ,  et  qu'on  suppose , 

pour  abréger,  6(l)  = j ,  on  aura 

P__._,D   .   6<'>gin3> 
Jft  =  nrr*ï  ■+-  „  » 

P  représentant ,  comme  dans  le  n°  io5  ,  la  fonction 

7(1  —  3**-+-3(i—  *f}co8(ap  —  av')]. 

Faisons,  pour  abréger,  X  =  — S1P     ±;  en  obser- 

r«(n-*>)a 

vantque  r-r-  =  —  4X,  on  aura 

R  =     mV*P  -+-X, 
rj|5  =  am»r«P-«-4Xi 

en  supposant  que  la  caractéristique  c?  se  rapporte  au 
facteur  ê(l),  dont  nous  négligerons  le  carré ,  on  en 
conclura 

*R  =     o\mVsP-+-X, 
*.r™  =  3*.mV»P  -  4X. 

Nous  n'aurons  égard,  dans  le  développement  de  R, 
qu'aux  termes  qui  dépendent  de  l'angle  Zft—ct—ïgt, 
parce  que  ce  sont  les  seuls  qui  peuvent  devenir  consi- 
dérables en  acquérant  le  très-petit  diviseur  (3/*—  c — ag)* 
dans  l'expression  de  la  longitude.  En  substituant  donc 
dans  l'expression  de  X,  i+iesxn{ct-tù)--f  sin(ag*-a0) 
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—  ^L  sin  (et  -h  ngt  —  a)  —  20)  à  la  place  de  e, 

i  -+-  4ecos(c*  —  w)  à  la  place  de  —  et  —  ~  cos(2g£  —  20) 

—  c72cos(c£  -+•  *gt  —  o)  —  26)  à  la  place  de  $a,  et 
en  négligeant  les  puissances  de  y3  supérieures  au 
carré ,  on  aura  ainsi 

R  =  m«  r*  P-t-  ~  6(,>  «  y»  sin  (3/*  —  et  -  aj«  •+-  *»  -+•  a0). 

Si  l'on  ne  considère  dans  une  première  approximation 

que  les  termes  qui  peuvent  s'abaisser  à  Tordre  — r 

dans  les  variations  des  élémens ,  on  pourra  faire  abs- 
traction du  premier  terme  de  cette  expression,  et 
Ton  aura,  en  différentiant, 

4JL  =  i|  6<g)  y»       COs(3/*   -   Ct  —  Igt  -f-  61  -+-  a0), 
£  a  6)  O  y 

^-  =  i£  6<>  «y  coi(3y»  -ct-2^  +  «+  a«). 
y  ay  4 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (  3  ) 
et  (5)  du  n°  87,  et  en  intégrant  ensuite,  on  trouve 

i5     6(,)ev* 

,5      ô^-v9 
y  Jy  = — r  <r7 ^ — ain(3/<— *i  — a£*-+-di-f-a0). 

Ces  valeurs  étaient  nécessaires  pour  la  suite  de  ce 
calcul. 

En  comparant  les  deux  expressions  précédentes 
de  R ,  on  a 

o 
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d'où  l'on  tire 

dX  dX  _. 

on  aura  donc 

dit  /rf.m'r'P\    ,    „v. 

ou  bien ,  en  différentiant ,  par  rapport  à  & ,  cette  ca- 
ractéristique portant  uniquement  sur  le  facteur  ê(,) 
dont  nous  négligeons  le  carré , 

,     d*  /d.m'r«P\ 

Supposons  la  fonction  m2  raP  réduite  en  une  série 
ordonnée  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  e 
et  de  y*  ;  la  partie  non  périodique  de  ce  développe- 
ment contiendra  deux  termes  de  la  forme  He*  et  H'y  *, 
et  il  est  aisé  de  s'assurer  que  ce  sont  les  seuls  qui ,  par 
leur  variation ,  pourront  produire  dans  &.m2ri'P  des 
termes  de  Tordre  m2  affectés  du  très-petit  diviseur 
3/"—  c  —  ag  ;  on  aura  donc ,  en  vertu  de  ces  termes 
seuls , 

on  en  conclura 

ou  bien ,  en  substituant  pour  e&e  et  yây  leurs  valeurs, 

et  en  observant  que ,   d'après  l'expression  de  R  en 

3  3 

série,,  n°  6,  ona  H=g,  H'=  "~  §> 
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on  a  d'ailleurs 

/<*.ma/*P\  /rf.wiV*P\  ,    1M 

'(—s-)  +  >(-7r-)  =  *"'** 

et  par  conséquent 

Cela  posé,  reprenons  la  formule  (8),  n°  93.  En 
négligeant  les  puissances  de  ea  et  ya  supérieures  à  la 
seconde ,  on  aura 

et,  par  suite,  ^ 

J  /    ,      JR       1  ,     <*R       r  .     dK\ 
\  Ai  2         <fe  1      '  dy  ) 

En  substituant  dans  cette  formule  pour  ù.a  — , 

rf.e  -7-    +  (>.)t-,  leurs   valeurs  précédentes,  on 
trouve 

Si  Ton  remplace ,  dans  cette  expression ,  â .  m2  r a  P  et  X 
par  leurs  valeurs ,  on  aura 

Il  est  facile  de  s'assurer,  comme  dans  le  n°ioa  ,  que 
l'inégalité  précédente  est  la  seule  de  cet  ordre  relative 
à  l'argument  3ft  —  et  —  agi  que  renferme  l'expres- 
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sion  de  la  longitude  vraie.  En  changeant  donc  e  en  ^ 

et  en  intégrant  ensuite ,  on  aura 

^X(fe-')"(V,-,,^+,+',)- 

On  laisse  subsister  9  dans  cette  expression ,  le  diviseur 
3/"  —  c  —  ag  sans  le  développer ,  parce  que  la  série 
qui  résulte  de  ce  développement  n'est  pas  conver- 
gente. 

ii 3.  En  substituant  pour  6(l)  sa  valeur,  n°  na  ? 
l'inégalité  précédente  devient 

Pour  réduire  en  nombres  cette  expression  aux  va- 
leurs rapportées  n°  i  io  ,  je  joindrai  les  suivantes,  qui 
résultent  également  de  l'observation  : 

c  =  0,991548,  e  =  0,054731, 

*==  1,0040s»; 

e  représente  l'excentricité  de  l'orbe  lunaire,  (  1  —  cït 
est  le  moyen  mouvement  du  périgée,  et  (g  —  1  )  t  le 
moyen  mouvement  du  nœud. 

A  l'aide  de  ces  valeurs  et  de  celles  qui  sont  rap- 
portées n°  1 10,  en  supposant  d'ailleurs  f  =  1 ,  on  a 
formé  les  suivantes, 

L'expression  de  Je  devient  ainsi 

oV=—  o*,63i  *'cos(V*  —  c/  —  agf-t-fti-t-aff). 
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La  période  de  cette  inégalité  serait  de  1 79  ans  à  peu 
près. 

M.  Bessel,  en  comparant  les  longueurs  du  pendule 
à  secondes  observées  dans  les  deux  hémisphères,  a 
trouvé  que  ces  observations  étaient  suffisamment  bien 
représentées  en  faisant  h'=  o,ooo3345;  on  peut  donc 
admettre ,  d'après  les  suppositions  les  plus  probables , 
que  le  coefficient  h'  est  inférieur  à  un  millième;  l'i- 
négalité précédente,  dans  cette  hypothèse,  ne  s'élè- 
verait pas  à  un  millième  de  seconde  :  elle  serait  donc 
tout  à  fait  insensible. 

Cependant  cette  conclusion  n'est  pas  rigoureuse; 
nous  n'avons  calculé  que  le  premier  terme  du  coeffi- 
cient de  cette  inégalité ,  et  il  se  pourrait  que  le  second 
terme  augmentât  beaucoup  la  valeur  du  premier, 
de  même  que  le  terme  du  second  ordre  qui  entre  dans 
l'expression  de  c  modifie  considérablement  la  valeur 
de  cette  quantité,  n°  g5,  et  par  suite  celle  du  divi- 
seur 5f—c—zg  dans  lequel  elle  se  trouve.  Ce  doute, 
que  l'analyse  précédente  peut  laisser  encore  sur  la  vé- 
ritable valeur  de  l'inégalité  à  longue  période  que  nous 
venons  de  considérer,  ne  peut  être  levé  qu'en  por- 
tant l'approximation  aussi  loin  que  nous  l'avons  fait 
pour  les  autres  inégalités  du  même  genre;  les  géomè- 
tres ,  d'ailleurs ,  qui  se  sont  occupés  de  cette  recherche 
très-délicate  par  le  grand  nombre  d'inégalités  dont  il 
faut  considérer  la  combinaison ,  ne  s'accordent  pas 
dans  leurs  résultats  (*),  et  l'analyse  développée  avec 

(  *  )  M.  Poisson ,  dans  son  Mémoire  sur  la  théorie  du  mouve- 
ment lunaire   (  Mémoires  de  l'Institut ,  tome  X  ) ,  est  arrivé  à 
Tome  IV.  3s* 
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beaucoup  d'étendue  par  Laplace  dans  lés  Commis- 
sauces  des  Temps  pour  1823  et  1824»  et  dans  le 
XVIe  livre  de  la  Mécanique  céleste,  a  besoin  d'être 
rectifiée ,  puisqu'elle  est  entachée  de  la  même  erreur 
qui  a  rendu  fautif  le  second  terme  des  coefficiens  de 
toutes  les  inégalités  à  longues  périodes  que  ce  géo- 
mètre a  calculées.  Je  me  propose  de  revenir  sur  ce 
sujet  dans  la  suite. 

114.  L'inégalité  précédente  mérite  d'autant  plus 
d'être  déterminée  avec  soin ,  qu'elle  se  rattache  à  un 
point  demeuré  encore  obscur  dans  la  théorie  de  la 
Lune.  En  effet,  Bûrg,  par  la  comparaison  d'un  grand 
nombre  d'observations  faites  pendant  les  deux  der- 
niers siècles  y  avait  été  conduit  à  remarquer  des  dif- 
férences qui  semblaient  indiquer,  dans  le  mouvement 
en  longitude ,  l'existence  d'une  inégalité  dont  la  pé- 
riode serait  de  180  ans  environ,  c'est-à-dire  la  même 
à  peu  près  que  celle  de  l'inégalité  que  nous  venons 
de  considérer.  Cette  inégalité  ne  pouvant  provenir, 
ainsi  que  l'avait  d'abord  imaginé  Laplace,  de  la  dif- 
férence d'aplatissement  des  deux  hémisphères  terres- 


un  résultat  identique  avec  le  nôtre  ;  mais  il  s'est  borné  à  consi- 
dérer, comme  nous,  les  quantités  dépendantes  de  la  première 
approximation  ;  M.  Plana,  qui  a  poussé  la  précision  jusqu'aux 
quantités  dépendantes  de  l'approximation  suivante ,  et  qui  a  cal- 
culé la  même  inégalité  par  deux  méthodes  différentes,  dans  sa 
Théorie  de  In  Lune  (vol.  I,  pages  173  et  482),  a  trouvé  des  résul- 
tats qui  non-seulement  diffèrent  du  précédent  dans  Tordre  d'ap- 
proximation auquel  nous  nous  sommes  arrêté,  mais  qui  même  ne 
présentent  aucun  accord  entre  eux  ;  ils  ne  peuvent ,  par  consé- 
quent ,  inspirer  aucune  confiance. 
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très,  qui  ne  produit,  comme  on  Ta  vu ,  que  des  alté- 
rations tout-à-fait  insensibles  dans  le  mouvement  lu- 
naire, ce  grand  géomètre  fut  obligé  de  lui  chercher  une 
autre  cause,  et  il  crut  pouvoir  l'attribuer  à  Faction 
directe  du  Soleil  et  à  l'existence  d'une  inégalité  à  lon- 
gue période  provenant  de  cette  action ,  et  ayant  pour 
argument  la  longitude  du  périgée  de  l'orbe  lunaire, 
plus  deux  fois  celle  du  nœud,  moins  trois  /ois  la  lon- 
gitude du  périgée  solaire.  La  période  de  cette  inégalité 
serait  de  184  ans,  et  son  argument  étant  à  très  peu 
près  le  même  que  celui  de  l'inégalité  précédente,  elle 
pourrait  devenir  sensible  en  acquérant,  comme  elle, 
un  très  petit  diviseur  par  l'intégration.  En  effet,  d'a- 
près la  notation  adoptée,  l'argument  de  cette  inégalité 
serait«H-a0— 3w'ou(i  —  c)t-hz(i—  g)t— 3(i  —  d)mt\ 
or,  d'après  les  observations ,  on  a ,  n°  1 1 3 , 

i  —  c  =  o,oo8452  ,     g  —  1  =  0,004022 , 

c'est-à-dire  que  le  premier  nombre  est  à  peu  près  dou- 
ble du  second ,  en  supposant  d  =  1  ;  il  en  résulte 

(1  —  c)  +  a(i  —  g)  —  3(i  -  c')m  =  o,ooo4o85. 

La  petitesse  de  cette  quantité  doit  augmenter  con- 
sidérablement les  inégalités  dans  lesquelles  elle  entrera 
comme  diviseur,  et  à  plus  forte  raison  les  termes  de 
la  longitude  moyenne ,  dont  les  dénominateurs  seront 
affectés  de  son  carré  par  la  double  intégration  qu'ils 
subissent.  Cependant,  comme  l'inégalité  que  nous 
considérons  serait  au  moins  du  sixième  ordre  par  rap- 
port aux  excentricités  des  orbites  de  la  Lune  et  du 
Soleil,  et  à  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  à  Péclipti- 

3a.. 
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que ,  d'après  la  loi  du  développement  de  la  fonction  R, 

que  son  coefficient  serait  de  plus  multiplié  par  les  très 

petits  facteurs  m2  et  —,  ce  qui  relèverait  au  dixième 

ordre ,  il  paraît  peu  probable  que ,  malgré  la  petitesse 
de  son  diviseur,  cette  inégalité  puisse  devenir  consi- 
dérable, et  Laplace,  par  cette  raison,  s'était  dispensé 
d'en  faire  le  pénible  calcul  ;  mais  on  peut  aller  plus 
loin,  et  il  est  facile  de  s'assurer,  par  des  considéra- 
tions très  simples ,  qu'il  n'existe  point  dans  l'expres- 
sion de  la  longitude,  d'inégalité  sensible  dépendante 
de  l'argument  &>  -f-  a  0  —  3&>'  ou  3£  —  y  4-  3y'  —  2ï} , 
du  moins  parmi  les  termes  qui  résultent  de  la  première 
approximation. 

En  effet,  en  examinant  avec  attention  l'expression 
de  la  fonction  R ,  n°  3 ,  on  voit  que  l'inégalité  que 
nous  considérons  ne  peut  provenir  que  du  dévelop- 
pement des  puissances  impaires  de  la  quantité  que 
nous  avons  désignée  par  /x,  en  sorte  qu'en  négligeant 
les  termes  inutiles  à  la  recherche  qui  nous  occupe,  on 
peut  supposer 

R=-^(3fi-5f.»). 

Cette  inégalité  se  trouvera  donc  comprise  parmi 
celles  qui  dépendent  de  la  parallaxe  du  Soleil  et  elle 

aura  pour  facteur  la  très  petite  quantité  —n  indépen- 
damment du  facteur  m%  qui  est  commun  à  tous  les 
termes  de  l'expression  de  R.  On  sait,  d'ailleurs ,  d'après 
la  loi  générale  du  développement  de  la  fonction  per- 
turbatrice, n°  4>  livre  VI,  que  le  terme  dépendant 
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de  l'angle  co-h  20  —  3&>'  doit  avoir  pour  coefficient 
la  quantité  eef*y2.  D'après  cela,  supposons  qu'en  dé- 
veloppant la  fonction  R,  et  en  n'ayant  égard  qu'aux 
inégalités  dépendantes  de  l'angle  w  +  a9-3w'  ou 
3£  —  (p  +  3ç'  —  arç ,  on  ait 

R  =  m»  *  ee"  y  *  -,  co  s  (  3  £  -  ?  -+-  3  y  '  -  a  ij  ) , 

£  étant  un  facteur  numérique  quelconque. 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  la  troisième  et  la 
cinquième  des  formules  (À),  n°  87,  et  qu'on  intègre 
les  expressions  résultantes,  on  aura,  pour  les  termes 
des  valeurs  de  e2  et  de  7*,  dépendans  de  l'argument 
que  nous  considérons , 


*e' 


a  m1  kee'*y%  a 


jZ^z  -,cfcs(«  +  aô~3*'), 


3-c-a$ 


*v*  =  —  -i — -.  cob(û)  h-  a  0— 3w'). 

'  3  —  c  —  ag  a'       x 

La  fonction  R ,  n°  6,  renferme  les  termes  suivans  : 

et,  en  substituant  cette  valeur  dans  les  formules  (8), 
n°93,  on  trouve  qu'il  en  résulte,  dans  l'expression 
différentielle  de  g ,  le  terme 

En  remplaçant  dans  cette  expression  e*  et  y2  par 
leurs  valeurs  précédentes,  et  intégrant  la  valeur  résul- 
tante, on  aura 

4(3  — *  — a*)*a'        v  ' 

pour  la  partie  de  la  variation  de  ch  dépendante  de 
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l'angle  &>  -+-  a0  —  3u',  et  qui  acquiert  par  l'intégra* 
tion  le  très  petit  diviseur  (3  —  c  —  ag)2  ;  les  autres 
inégalités  dépendantes  du  même  argument  seraient  sim- 
plement divisées  par  3  —  c  —  a  g ,  et  Ton  peut  par  con- 
séquent les  négliger  par  rapport  à  la  précédente.  Si,  au 
moyen  des  valeurs  numériques  des  quantités  m%  c',  y% 
rapportées  n°  1  iq,  auxquelles  on  joindra  les  suivantes 

<?=o,o5473 1,-7  =  o,ooa5a55i,  et  au  moyen  de  la 

valeur  du  diviseur  3  —  c  —  a  g  rapportée  plus  haut, 
on  réduit  en  nombres  le  coefficient  de  l'expression 
de  Je,  on  trouvera  que  ce  coefficient,  abstraction 
faite  du  facteur  k ,  ne  dépasse  pas  cinq  dix-millièmes 
de  seconde ,  il  faudrait  donc  que  le  facteur  k  fut  très 
considérable,  pour  qu$  cette  inégalité  pût  devenir 
sensible;  or,  on  peut  aisément  démontrer  que  non- 
seulement  le  facteur  k  n'a  pas  une  semblable  valeur, 
mais  que  même  il  se  réduit  à  zéro,  en  sorte  que  tous 
les  termes  dépendans  de  l'argument  «  -h  a  9  —  3w' 
disparaissent  de  la  fonction  R. 

En  effet,  en  substituant  pour  /x8  sa  valeur  dans 
l'expression  précédente  de  R,  on  trouvera  qu'il  en 
résulte  le  terme  suivant  : 

c'est  le  seul  qui,  par  son  développement,  puisse 
produire  des  inégalités  dépendantes  de  l'argument 
3£  —  <p  +  3ç> '—  a>?.  L'expression  précédente  peut  s'é- 
crire ainsi 

u       5     ,   .  /        3  t\         *    co»^' 
R=8m        (/"""à5)  colî,"75" 

+  gmr    (,-5'V,m3,'-7*-' 
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D'après  les  valeurs  elliptiques  de  s/  et  de  r',  n°  5 , 


on  trouve 


sin3/=  sin3ro<  —  3«r'sin  (3m(  —  p') 

-h^- e"sin (3 mt  —  a/)  —  î-sin(3mi  —  3/), 

ooê  3^  =  co»3m*  —  3^ cos(3 m*— p'), 

a'4  al 

-7i  =  i-h4ff'c08?'-*"7e"c08a?'-t-'^<î"co*3y'; 

on  tire  de  là 

sin3e'      /      i       ai      ai       a3         \    ,.   .    tt%  „   J% 

7vy  =  (-;-,-T"-,-T  =  0r  "«■<»«-»?'>. 

cos3c'      /     i      ai      ai      a3         \    „       #_  ,   J% 

_=^-4-T~T  +  T=oj^cos(3m/-3?'). 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  R , 
on  voit  qu'elle  se  réduit  à  zéro;  d'où  l'on  peut  con- 
clure que  les  coefficiens  de  tous  les  argumens  qui 
résultent  de  la  combinaison  de  l'angle  Zmt  —  3<p' 
avec  un  multiple  quelconque  des  angles  <p  et  a  y  se- 
ront également  nuls ,  et  que  par  conséquent  la  fonc- 
tion perturbatrice  ne  renfermera  aucune  inégalité  re- 
lative à  l'argument  3|  —  y  +  3  y',  du  moins  parmi 
les  termes  dépendans  de  la  première  approximation. 
Il  suit  de  là  que  la  partie  la  plus  sensible  du  coeffi- 
cient de  cette  inégalité  provenant  de  Faction  directe 
du  Soleil,  disparaît  de  l'expression  de  ch,  et  par  suite 
de  celle  de  la  longitude  vraie.  Nous  avons  déjà  vu 
que  l'inégalité  dépendante  d'un  argument  semblable, 
et  qui  résulte  de  la  différence  d'aplatissement  des 
deux  hémisphères  terrestres,  était  tout-à-fait  insen- 
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sible  :  il  faut  donc  chercher  ailleurs  la  cause  des  ano- 
malies remarquées  par  Bùrg  dans  les  observations 
qu'il  a  comparées  ;  mais  il  sera  bon ,  auparavant ,  de 
discuter  de  nouveau  ces  observations,  et  de  leur  com- 
parer les  observations  nouvelles,  pour  s'assurer  de 
l'existence  réelle  de  ces  différences;  c'est  un  point 
important  de  la  théorie  lunaire  que  les  astronomes 
doivent ,  avant  tout ,  éclaircir.  En  attendant ,  Bùrg  a 
cru  indispensable,  pour  représenter  les  observations, 
d'introduire  dans  ses  Tables  une  inégalité  à  longue 
période  dépendante  de  l'argument  &>+  a  9  —  3w%  et 
dont  il  fixe  le  coefficient  déduit  des  observations  à  1 3",  8; 
et  Burckhardt,  à  son  exemple,  a  introduit  dans  les 
siennes  une  inégalité  à  laquelle  il  suppose  une  pé- 
riode de  180  ans,  et  dont  le  coefficient,  toujours  d'a- 
près les  observations,  serait  de  ia%5  (*). 


(*)  La  supposition  de  Bùrg,  fondée  sur  une  analyse  incom- 
plète de  Laplace  (  voyez  l'introduction  des  Tables  de  Bùrg  ,  par 
Delambre)  est  tout-à-fait  inadmissible ,  et  Ton  a  vu  qu'il  ne  peut 
exister,  dans  l'expression  de  la  longitude,  aucune  inégalité  sen- 
sible dépendante  de  l'angle  w-f-  20  —  3w';  quant  à  la  suppo- 
sition d'une  inégalité  dont  la  période  serait  simplement  de  180 
à  i85  ans,  sans  en  assigner  positivement  l'argument,  et  dont  le 
coefficient  s'élèverait  de  1 3  à  i4  secondes ,  on  se  demande  comment 
une  inégalité  d'une  telle  importance  aurait  pu  échapper  jusqu'ici 
aux  investigations  des  géomètres  ? 
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CHAPITRE  V. 

Servant  de  complément  au  chapitre  troisième. 

ii 5.  La  réduction  en  nombres  des  formules  con- 
tenues dans  le  chapitre  troisième  nous  a  indiqué 
quelques  inégalités  qui  n'avaient  point  encore  été  dé- 
terminées avec  toute  la  précision  qu'elles  pouvaient 
atteindre;  nous  avons  donc  cru  nécessaire  déporter, 
à  leur  égard ,  l'approximation  plus  loin  que  nous  ne 
l'avions  fait  jusqu'ici.  Nous  ajouterons,  en  même 
temps ,  aux  expressions  de  la  longitude  et  de  la  lati- 
tude ,  quelques  inégalités  nouvelles ,  très  petites  en 
elles-mêmes ,  mais  dont  la  précision  des  observations 
modernes  pourra ,  par  la  suite ,  exiger  qu'on  tienne 
compte. 

Reprenons  d'abord  le  calcul  des  deux  inégalités 
dépendantes  des  angles  a|  —  3  9  et  a£-»-3qp?  n09  26 
et  3o. 

Le  développement  de  la  fonction  perturbatrice  a 
donné 

\     3a  iq8  6144      )  v  \49)  " 

a5 
-h_in,<?»  cos(a£  -4-3p), 

*a  (4  4) 

—  =  Z.  m'  e'  sin  (i  P  —  3  ») k  ni*  c*  sin  (t.  £  -+-  3  ?  ) . 

dv       ,(>  <4J>  ,b  <4») 
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La  seconde  de  ces  valeurs ,  multipliée  par  dt  et  inté- 
grée ensuite,  donnera 

/(?)*=(^-,-He'-^<-5?) 

En  substituant  pour  R  et   F l  y-  )  dt  les  valeurs  pré- 
cédentes dans  la  formule 

on  en  conclura 

(a5  5     \ 

jm^gmM  e"  cos  (af  -h  3p). 


On  a  trouvé ,  par  les  approximations  précédentes , 
n08  26  et  ai, 

-t-(^»,-l-^m,)<,  eo.(a{  +  »f), 
+  (^'»,-Sm')e,C0,(a{-af) 

(,r:y=iSm4e,c°*(a{-a',)+^m4e,c<>,(9f-3p) 

On  a ,  d'ailleurs,  par  les  formules  du  mouvement  ellip- 
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tique ,  n°  5 , 

a* 

r"  =1—  3<?  cob  çj  -+-  -=-  coi  3p , 

r4  =1—  4*  cos  9?  ■+-  ©•  coiay  -+--«•  00s  3p, 
r*  =1—  5e  00s  9. 

En  combinant  ces  valeurs,  et  en  les  substituant  dans 
la  formule 

on  trouve 

P44==  (     7êm'-4-^6"TO,)c'C08(aÇ-*-3Ç>)- 
Si  dans  les  deux  équations  de  condition,  n°  i5  , 

<t4,[(a-am-3c)*-i]  =  (a-am-3<:)*  P4.-+-a  fd'K„+r^, 
a44[(a-am-H3c)*-i]=(a-am-i-3c)ï  P44+a  Çd' R^-hr^fl, 

on  substitue  pour  P48,  P44  , /tf'R48»  etc.,  leurs  valeurs 
précédentes ,  et  qu'on  remplace  c  par  sa  valeur,  n°  24* 
on  formera  les  équations  suivantes  : 

-H-?)(-S-'-*-'-^-) 

,  /  x  /  c  x  /83    .      i5o5    A   ,   /a5    ,      5    ,\ 

(a4— aom)«44  =  (a5  — aom)  i  —m1-*-— g-mM  -h  (  "g*m  "f_8m  ) ; 

d'où  l'on  tire 

io5         7703    .      35o8iog   , 
„    _     aia5m.  ,    l9l^m> 
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Au  moyen  de  la  formule 

r       r\      ri     r       \    rI 
et  des  valeurs  de  d  -  et  (  &  -  \  ,  on  aura 

on  a  trouvé  ,  n°  1 8  , 

f(^)dt  =  (|ro'-+-|'w,)«>«aÇ-+-(-f'»,--9'»,)*^(^-?) 

/m»       m«\ 
-f-^-H-yj  ccos(aÇ  -+-  ,) 

"*"(  8  m*"+"76    /  e'  cos(a*  "+*  a?) 
"^(s1""""  8  m*)  *"  e0,(a*  ""  3?) 

En  combinant  cette  valeur  avec  l'expression  sui- 
vante 

i  /       m%\  5,  i3  a       , 

-î  =  i  +  al  H—s-  \  ecotç  -h  -e*  co**y +ye  cos*?  t 

on  trouvera 

-(Si"*-'-ïH*'-",<5''>- 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule,  n°  27, 


dv 

dl 
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et,  en  supposant  /*  =  1  —  ^- ,  et 

■£  =  (a  -  im  -  3c)  b„  C08  (aÇ  -  3j>) 
+  (a  -  am  +  3c)  bu  coB  (aÇ  h-  3p), 

on  aura ,  en  comparant  les  cosinus  semblables , 

-(-ï)(-l-4KÏB?-'Hîf-**^îS-)' 

La  résolution  de  ces  équations  donnera 

_  io5      ^6011  ag64653    , 

116.  Reprenons  maintenant,  au  moyen  de  la  for- 
mule (16),  n°  3i,  le  calcul  des  deux  inégalités  dépen- 
dantes des  angles  a§  —  aç>  —  y',  aÇ  —  a<p  -+-  ç\ 

Soit,  n°  35,  àr=  -  r]àl--t-  r]  (<^)\  en 
supposant,  n°"  26  et  ai, 

£-  = m*e'cosç>'-*-l  'ô*m  •+"  "TjT"  m  )  w'co«(f-  ç>') 

Vif  m"h  6^ml)  e«,COfl  (?-*"?') 
-t-  -T-  m  c*  e'  cos  ( 2 p  —  y'; 7-  m  c*  e'  cos  (a 9»  -h  ç>'  ) 

+  (Qm,+  Tm')  e'  coi(2*  ~  *'} 

-(?+§w,)''c08(îlf  ^?,) 
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-l£m*e*  e'coeCQÇ  -  19  -  9') 

i5 
-h  _  m*  <?*  e'  cos(a{  —  ay  -h  y'), 

Ur-j   =— ^m*«e,co8(a|-j>-9»')-igm,ec'co6(a|-9-*-ç>'), 

on  conclut 

£r  =  — f^m-H^pmM  ce*  cos  (9  —  y') 
-4-  1  Tp  "»■+■  ^  «■  )  *«'  co*  (f  ■+"  ?') 
—  -tt-  m  ete/co8(!ïp--f')-^--r^-me•  e*  008(39-1-9') 
-(^m«H-l|2m^  e'  cos(aÇ  -  9'} 

/i5           65      ,      53533    A      ,        ,    r  ^     M 

-H-/ -g-m-+-   ^7   m* 5§JTm  )  "   co8(a?  —  ?-+-?) 

/35         ai65    A    ,    ,        ,    „ 
"Hlf m~*~Trfn  )  e   e  cos(aÇ  -  a?  -  9') 

(i5  aa5      \ 

ym+  -gr-  «M  «*  *'  cos(a$  —  29  H-  9'). 

On  a  ,  d'ailleurs , 

r  =  1  —  «  ce»  9 cos  a 9  — g-  m  e  co8  (aÇ  —  9  ) , 

dr  =  (  i m*)  e  sii^-j-e*  sin  39 

+  5»'  sinaÇ  ""M"?  m'*"3Ïm,)  C8»n(a|  — 9); 

d'où  l'on  tire  d'abord 

rtfr  =  (  ^m4-i22rroi\  e"  e'  cos  (aÇ  —  39  —  9') 
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et ,  par  conséquent , 

d.rêr       /     3i5    ,      891     A    t    .    .    ,    „  .. 

"*"  \     iB  m*~*~  55  m ')  e*  e' 8in  ^**  ~"  **  "*"  ^' 
on  aura  ensuite 

(i5  io3    ,      3?oo3     A    ,    ,    .    ,    v  ,. 

-I6m~15rm+  736  m )  e  e  8in(a*  "  a?  +  ' )* 

En  retranchant  cette  seconde  valeur  du  double  de  la 
première ,  on  trouve 

ïd.rtr  —  drtr      /      35  t     544007     A    _  ,  .    ,    „ 

d'où ,  en  différentiant ,  on  conclut 

d.(*d.rtr-dr8r)      /    lo5    ,     2697     *      534°35    A   .  ,       <  * 


(46) 

Le  développement  des  fonctions  R  et  —  a  donné 

-(  ÏB'",-7i4  m'- S1"4)  e" •'  €0i (a*  -  %  +  ?'>' 

dK      /     io5    ,      i35    t     9oi85    A    t    .    .    ,    „ 

Âr  =  (-8-m  +16  m i+  TïT1*)  c  '  8in<a*  "  ■•;  -  *'> 

/     i5     ,      i35    ,      755o3    A    t    ,    .    ,   y 

+ V  t  *-  ir*- Z57rm  )  ' e  8ln (a*  -  ■'  + ?  >• 


<4«) 
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En  multipliant  respectivement  les  deux  termes  de 

la  valeur  de  j-  par  les  fractions 

'*r^~l£m~^~îc        3wt  \         a       16     / 

1  1  /        3  ^61    A 

=-     i  +  rW  +  TW1    » 

a  -  m  -  ac        m  \        a  10      / 

on  aura 

/     i5         45    ,      663a3    A    .    , 

En  supposant,  n°  3a , 

<*R  <*R  /i5    ,      2711    A    ,    .    ,    „  . 

on  aura 

,  »R    .    ,      .        du.   . 
,'  — e'ain?'-4-a  —  e'cos?' 


/io5    .       i35    ,      io885    / 


)«*  e'  sin  (aÇ  —  a$>  —  ç/ï 
(4M 


16  64  ioa4      7  <44) 

/  i5     ,       i35    .      3a573    A    t    .    .    ,    „ 

\  16  64  ioa4      /  v  Jn}      Y  J 

En  multipliant  respectivement  les  deux  termes  de  cette 

expression  par  les  facteurs  —  |  (  1  h-  -  -+-  22  m2  )  et 

/        3  261     a\ 

—  Ii+-wn — g-  rrr  \ ,  on  aura 

/Y  ,  <*R   ,  .      ,         <*R    f  ,\ 

~mJ  V  5PC  sin ?  +  * 57  e  cos f  ) 

/     35    ,      n5    ,      45145    A    ,    ,        ,    „ 
=  \TTsm  -  «T m        3Ô7a  W  j  et  *  COB<a*  -  %"  *'> 

/       i5     .      45    _      aoi53    A    ,    ,        ,    „ 

V       16  64  ioa{      /  .X       ?J 
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Ajoutant  à  cette  valeur  celle  de  la  fonction  m  II  — \  dt 
donnée  plus  haut,  on  aura 

JVr  =  (   !**+  g  m--  ^  «•)  c.  ,  co.  („  -  ,,  _  f  ) 

Si  dans  l'équation  n°  i4 

fd'K=R-fd'R9 
on  substitue  pour  R  et/d"R  leurs  valeurs ,  on  aura 

fcTR  =  r(ojm»  +  (o)ma  +  ^^m*1  e,  ^  ^  (a£  _  ap  _  ?/j 

-h  I  (o)  m*-t-  (o)  m«  —  2_  m«  I  fi»  <.'  COft  (aç  —  a?  .+.  ?'). 

Au  moyen  des  valeurs  précédentes  de  &  -  et  de  r, 

et  en  observant  que  Ton  a—  =  —  r  d*  -,  on  formera 
la  suivante  : 

<?r      3         f  /ai  1161     A       ,         ,  ,, 

—  =i-mf  tf'cos/  —  I  ■jrm_*-~H7~m  )  r  *   C08  (?  —  ?  ) 

-+-  (^-m+  ^  «"■)  *  *' c0§  (p  ■+■  /) 

—  2  m»  <»'  cos  (2Ç  —  ?')■+-  —  *'  co»  (af  H-  9') 

—  /~w4-igi.mM  c  <?'  co«(a£  —  ?  —  /) 

H-  (]j  "»-*-   g7  m*)  c  *'  cos  (3$  -  ?  +  f>') 

/35         3o6i    A    .    ,        ,    y  ,x 

■H(ï8m"H"I55"",7  e       c08(  5  ""  *f  ~  ?) 

Tome  IV.  33 
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On  a  d'ailleurs,  n°  16,  en  observant  que  r  —  =  ^H, 

dK      m»       /  i35    A  m*    , 

dT  =  T  ~  V    "*"  "ï6  m  )  €  cos?  ~  "4  e  C08  2? 

'  C08  î£    —   (  âm»_|_^.m»\   c  cos  (a£  __  çjX 


3 
■  -  ; 

2 

4 


-+-  -^-m*  e*cos(af  —  -iç>). 


En  combinant  ces  valeurs ,  on  conclut 

$r(  <*R\       /ai     ,      i3ai5    A    ,    # 

T\rdF)  =  (64m  +Tï^mj  *  e  C08^f  -fa-*'* 

on  aura  ensuite,  nM  3o  et  18  , 


d.âv 


^  =  — 3iw«<?'cosy'+(~mH-.L— ro"J  *  e'  cos(?  —  f') 
/ai  885     A 

"  VT  mH"iâ    / e    cos  (?  +  ?'} 

/io5  566i     A    .    f 

"  (Tr1*^  ^"■,)  e' c' co8  <3p  +  ?') 

35        ,  i5 

-  (f mI  -»-  9m')  «  C08  (a*   -   ?) 

d'où  Ton  tire 

<*.**>  /Y<*R\  /     6ai     ,      ii34o    A 


c"  e'  cos 


(3|  -  af  -  F') 

(40 


x/     î6i     ,      ai753    A    t   , 

"*"  V""B4  m      17Tm7  '  '  «*(»*  -  «f  +  ?'> 
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En  rassemblant  les  valeurs  précédentes ,  et  en  ob- 
servant que  (f.rT-=aJR,on  formera  la  suivante  : 

En  substituant  cette  .valeur  et  celle  de  la  fonction 
d^^r^-drSr)  dans  k  formule  (,6),  n°  3i ,  et  sup- 

posant  A  =  i  — y-,  on  trouvera 

On  a  d'ailleurs,  d'après  l'expression  de  la  longitude  e, 
n°  29,  en  ne  tenant  compte  que  des  deux  inégalités 
que  nous  considérons, 

^±:=  (-3m-^mt-h^r'',,)  *«•  '•''  <*'  cos<a*  -  »?  -  /) 

+.(_   m^?ro«4-^m^  *4i  e»  *'  C08(2f  -  aP  ■+-  ?'). 

En  comparant  cette  expression  à  la  précédente ,  on 
trouve,  toute  réduction  faite , 

.     ,        io5         557    4      35o545    . 
48  16  16  10*^4 


*"=-76m-*~"S"mH""i536-,n 


33. 
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117.  Reprenons ,  au  moyen  des  deux  dernières  for- 
mules (A),  n°  1,  le  calcul  des  inégalités  dépendantes 
des  angles  4£  et  4?  +  ??  nOS  a6  et  3o.   » 

Le  développement  de  la  fonction  perturbatrice,  en 
portant  l'approximation  jusqu'aux  quantités  de  l'or- 
dre m7  pour  la  première ,  et  de  l'ordre  me  pour  la  se- 
conde, adonné 


cos  4£ 

(86) 


sin4Ç 

(86) 


+(S"'-'fm,)""(<ij;)"' 
a  r-(4-*ï-*T-*Sf-)l 

[_-{Tm+-^""t-~^"n)e        J 

En  multipliant  respectivement  les  deux  termes  de  la 
seconde  de  ces  valeurs  par  les  fonctions 

1  1        m        m*        m'  i  14 

? —  =  7  "+"  7"  H 7 1 — 7~ï      7 7 ==  P  H p  Wii 

4  — 4m     1     4       4       4      4  —  4m  -»" c     5     a5 
on  en  conclura 

~JW    L-(S--;S-Sf-)'    J 

-§(Èm4+ïm5)fCO,(4f^)p)- 
En  substituant  les  valeurs  précédentes  de  R  et  de 


cos  41 
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on  aura  ensuite 


cos  4£ 

(86) 


+  (lgm<  +  T'n,)CC08(4f^/)' 

Au  moyen  de  la  valeur  de  &->  trouvée  par  les  ap- 
proximations successives ,  on  a  formé  les  suivantes  : 

^/4g5    ,      t37a5    ,      53a4i83    ,\  ,.„ 

[/m*       19  i5i     .       i6.)o5i     A     T 

\a        6  1a  43ao       /        I 

+  (t",+t?--- &")  —  <«-'> 

('?),==Swi  *'  «^W  +  jg»*  -  ««  (4*  -  ?). 
En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

(  *  )  Le  calcul  de  ce  terme  se  trouvera  plus  loin ,  page  5 1 8. 


cos4£ 
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et,  en  supposant  rj  =  3ea—  3ecos<p,  r*  =  i— 4«cosç. 

r\  =  i,  on  aura 

P       I       /i485    ,      38853    4      ag8o353    A    ,    I  "°Shi 

Si  dans  les  deux  équations  de  condition  ,  n°  i5  , 

.-M[(4-4j")'-o     =(4-4<  v»+*fd'R„+r^ 

on  substitue  ces  différentes  valeurs,  et  qu'%on  rem- 
place c  par  sa  valeur,  n°  it\ ,  on  formera  les  équations, 
suivantes  : 

flit(i5  — 3aiïn-i6m")  =  (i6— 3ann-i6m*) 

ÛM(a4-4om)  =  (a5-4om)^m*-H^m-) 

d'où  Ton  conclura 

M      8  480  7200  108000 

/io5    ,      a8ii     4     656483    _\    , 

8o5     .      irai     _ 
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Pour  obtenir  le  même  degré  d'approximation  dans 
l'expression  de  la  longitude ,  observons  que  si  dans  la 
formule 

i 
on  suppose  -  =  i+e  cos  <p  , 

[7     4      2737     ,      1G3869    ,      75548Î3    ,~1 
8  480  9ao°  108000         I  . 

/io5    ,      a8u     4      656'483    A    ,         I  C082A 

/495    .       i37-i5    4      53o4i83    A  , , ,  x 

-(S^îl,Éi)#ao,(41^^ 

et  qu'on  remplace  (  &  -  j    par  sa  valeur  donnée  plus 
haut,  on  trouvera 

[(9m,  ,  3497 _.  ,  **'<*>„,. ,  '9»59',i  mA~l 

On  a,  par  ce  qui  précède, 

/(ï)-G-*î-*?+?-(*-*if-')'l-« 

—  J -m'-h  9m*  J  c  cos  (a  Ç  —  ç?  ) 

(m*       m'       67    A  ,    „         x 

—  -^  y  -+-  -^mAJ  e  cos  (af  -f-  ?) 


co«4f 
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+  (àm'+ 15™*)  e  co" (4f  +  p)' 

i  «•#»•/       a    A 

/-î=  i-H- +T  +  ^a+jm'j  e  co«9 

/i5  ao3    t      31585    A 

Au  moyen  de  ces  valeurs ,  on  forme  la  suivante  : 

nJW  "L-(W-*3î-*1«hF-,)'J 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  générale 
et  en  observant  qu  on  peut  supposer  ici  n=  i  —  —  — ^  > 

■£  =  (4  - 4m)  *„  cob 4«  -H  (5  -  4m)  6„  co*  (4$  ■+-  ?), 

on  aura,  en  comparant  les  cosinus  semblables  dans 
les  deux  membres , 

4»+^r'»+36oora-h    .08000  m 
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(5-4.)»-(âf^ig-) 


d'où  Ton  conclura 

h    -(™l   »4_^649  .  ,  647^3  f   3i36336i  ,\ 
\  »56     iao     28800     432000   / 

118.  La   fonction   R,  n°  6,  contient  Jes  termes 
suivans : 

R  =  —  j-  m»  e  e'»  coa  (?  -  3?') 
-5^  m"  ee»  co«  (?  H-  3?') 
_l_  22  m»  j*  co8  4y' 

2535 
fif"  m*  e  *"  COB  (a*  —  ç>  —  3p') 

3 

—  g7  m"  c  e"  cos  (2$  —  ?  -H  3ç>'). 

La  fonction  que  nous  avons  désignée  par  P,  n°i3,  con- 
tient les  termes 

P  =  -^pm«  ee"cos(f   -  3p') 
-ySm*  «  e'»  cosCy  H-  3?') 
H-^m*  *<?"cob(2*  -  ?  -  3?') 
■+-  ~£  e  *'•  cos  (2|  -  p-H3ç>'). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (6),  ii°  i3, 
et  en  l'intégrant  ensuite,  on  trouve  que  la  fonction 
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&  -  contient  les  termes  suivans  : 

*  '      371 

dr  =  wmee     co*(?  -  3/) 
371 

~7j^  m  *c"  cos?  "+■  V) 

8j5 

H-  -^-  m  e  e'1  cos  (a£  —  ?  —  3p') 

5 

~  64  mce"  cos(2*  -f  +  V); 

et,  au  moyen  de  l'équation  j  =  ac?-,  on  en  conclut 

371 

^=-^-me  <?"  8Îo  (ç>  —  3p') 

371 

—  -^-  m  c  en  sin  (p  4-  3?') 

—  g    n»*'«.in49' 

H-^-  m  e  <?'•  co«(af  —  f  —  3f') 

5 

—  s-   m  *  e"  cos  («j£  —  ?  —  3ç>'). 

119.  Reprenons  le  calcul  des  inégalités  dépendantes 
de  la  parallaxe  solaire. 

En  calculant  séparément  les  termes  résultans  de  la 
première  et  de  la  seconde  partie  de  l'expression  de  la 
fonction  perturbatrice  R ,  n°  3 ,  et  en  désignant  res- 
pectivement par  R,  et  Ra  ces  deux  parties,  nous  avons 
trouvé  / 

■+-  ^j  m»i/eo§(f  —  a*)    -+■  55 «'J  /  cos(3£-+-  a.,). 
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En  ajoutant  ces  valeurs ,  on  en  conclura 

R  =  _^-m»^a-co8(Ç-2P')-gm-ie-co.(^a/) 

et ,  en  observant  que  Ton  peut  supposer  ici  fd'R  =  R, 
et  que  Ton  a,  n°  16, 

<*R 


^  =  2^+31*,, 


on  en  conclura 

+    g  „,.•  y.ooi(|_a,)+gIÉ.ify.eoi(3e-a^ 

Au  moyen  des  valeurs  de  (f-,  n°a6,  ona  trouvé 

Oriy==?w,?e'tco8u""a?') 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

et  en  remplaçant  r4  etr*  parleurs  valeurs  elliptiques  r 
on  aura 

P=  fi  m  7'e  e'  cos(*  "+"  ?  ~  *'5 
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Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (6), 
n° 1 3 ,  on  aura 

I  r       »  •  45        a 

j  -^--4-^-=-  ^  m  -e  e'cos(É  -+-  ?  -  j') 

I  i3o5    .a     ,, 

[  -  §rf"/«o.(|-.,) 

i  22  5       a 

[  ~l6mâ'<MÎ'C08(3^?  +  *'> 

d'où,  en  intégrant,  on  tire 

*  r  =    8"  m  a'  e  *  C°8  ^  "*"  ?  ~  ?'^ 
*  435      a 

255 


""ïSmï'e  co8U-*-a?  ) 

45      a 

-H  2|mî  *e'cos(3|-  ?-+-?') 
25       a 

Si  Ton  joint  à  cette  valeur  la  suivante 

*;  =  T6m?e'CQ$(*-'/)' 
trouvée  n°  26 ,  qu'on  la  substitue  dans  l'équation 

en  supposant 
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on  trouvera 

L'expression  de  ja,  n°  73,  contient  les  termes  sui- 
vans  : 

"*"  Tg  mâ,y    C°8^  "*"  *^' 

En  vertu  des  valeurs  trouvées  n08  a6  et  72,  on  a 


a5      a 

d'où  l'on  conclut 


"3âm"'yt  C08(3*  -  a»)* 


—-ss^-my,»  cos(*  -  a,) 
1  1   1    f* 

Si  l'on  substitue  pour  —  et  — ~  leurs  valeurs  dans 

la  deuxième  des  équations  (A),  n°  1,  et  qu'on  sup- 
pose h  =  1 ,  on  aura 

î=Sm^ctf/co8(ç^?""ç,/) 


Digitized  by  LjOOQIC 


5a6  THÉORIE  ANALYTIQUE 

"^Éâ  w^v   co,(*  ""*  a,|) 

-+•  5-  "»- /  COB(f  -t-  2>j) 
52        a 

-+--l-m  -  *  e'  co»  (3Ç  —  9  -+-  /) 

En  intégrant  cette  équation  on  voit  qu'il  en  résulte , 
dans  l'expression  de  la  longitude,' les  termes  suivants, 
qu'il  faudra  joindre  à  ceux  qui  ont  été  déterminés 
n08  3o  et  77  : 

**  =  ^*,«J?  *  «'  «n  ce  h-  ?  -  ?') 
+  §»?•- -«-»/) 

~G4mâ'      sul(*  "Ha?) 
~  32  m^y*  "n(C  ~~  ^ 
~*~  3i  '"l?7"  8iD  (*  ^  a>?) 
"hT5Fmj?  e  *'  *iD(3*  -  *  +  ?') 
~~  !£  m?yi  Sin(3f  "~  a,g)' 

1 20.  Reprenons  le  calcul  des  inégalités  de  la  lon- 
gitude qui  dépendent  du  carré  et  des  puissances 
supérieures  de  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  à  Fé- 
cliptique. 

Nous  porterons  d'abord  dans  le  coefficient  de  l'iné- 
galité relative  à  l'argument  i\  —  <p  —  arç ,  l'approxi- 


(*)  Cette  valeur  a  été  employée  dans  le  calcul  de  l'inégalité  à 
longue  période  dépendante  de  l'angle  Ç  —  ?  H-  y7»  n°  I02- 
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mation  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  m8,  comme 
nous  l'avons  fait  pour  les  inégalités  analogues  dépen- 
dantes des  argumens  a£  —  9 -f- a>}  et  *£-!-<}>  —  a>j, 
n°8o. 

Le  développement  de  la  fonction  perturbatrice ,  en 
portant  l'approximation  jusqu'aux  quantités  de  l'or- 
dre m4  et  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  que  nous 
considérons ,  a  donné 

On  a  trouvé,  d'ailleurs,  n°  66, 

_  =  -  m»  e  /  sin  <*f  -  ?  —  1*). 

En  multipliant  cette  valeur  par  le  facteur 


a  —  am-c — zg  i-f-am 

on  en  a  conclu 

En  vertu  de  la  formule 

*  f *'*  +  '§  =  W  +  ™f(™)dt> 
on  aura  donc 

Nous  avons  trouvé,  n°  72, 
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Par  les  approximations  successives ,  on  a 

"*"  (là m* "*"  lÊ™)  €  y*  c08(**  —?-**)' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

et  en  observant  que ,  d'après  les  formules  du  mouve- 
ment elliptique,  on  a  r8  =  —  3ecos<p,  r4=  i  —  4**cosç, 
on  trouve 

Si  dans  l'équation  de  condition ,  n°  63 , 

/»  rfR 

on  substitue  pour  c  et  g  leurs  valeurs,  n08  *4  et  4ï> 
r/'R59-!-r  -j-^   leurs    valeurs    précé- 
dentes, on  aura 

a    •       a  i!i8       ' 


d'où  l'on  tire 


ai  ni    ,      Ga53    . 

.la  ia8  ioa4 


Déterminons  les  termes  correspondans  de  l'expression 
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de  la  longitude.  Par  ce  qui  précède ,  on  a 

"*■  (4  m%  ~"  â "V  e  yt  C0S  *?*  ~~  ?  ""  a^ ' 

d'où  Ton  conclut 

^/,(^)'"=(-i'B+s'B,-fem,)e/COê(9{-?-a,')- 

Au  moyen  des  valeurs  de  —  et  de  s2  précédemment 
déterminées ,  on  a  trouvé  ensuite 

1  .     «        /ai  i5o   ,       5853     A     ,       ,   „ 

En  n'ayant  égard  qu'aTargument  que  nous  considé- 
rons, on  a  d'ailleurs 

dv 

-  =  (a-am-c-a^)  ftM  e  /  cos  (a£  —  ?  —  2ij). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a),  n°73, 
et  en  remplaçant  c  et  g  par  leurs  valeurs,  n°*  24  et  60, 
on  trouvera 

d'où  l'on  conclut 

Tome  IV.  34 
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121.  La   fonction  R,  n°  3,   contient  les   termes 
snivans  : 

ai 

R= g   m*  e  e'  y"  cos(a£  —  ?  —  p'  —  a>j) 

3 

■+■  7£    *»'  *  «'  /  cos  (af  -  9  -+- V  -  a»,) 

a3i  * 

-+■  -gr-  m1  «  e*  /  cos  (a£  -t-  ©  —  p'  —  a>?) 

33 

—  g7    m*  e  e'  y*  cos  ^a£  -h  9  -+-  p'  —  a»?). 

La  fonction  que  nous  avons  désignée  par  P,  n°  1 3 , 
contient  les  termes 

P  =~  16  m*  e  e'  y*  cos  W  —  ?  -  9'  —  >«») 

-+-  ^   m'  <?  e'  y»  cos  (af  —  ç,  h-  ?'  —  a>,) 

23 1 
~17  m*  '  e'  yi  C08  W  +  ?  -  ?'  -  a») 

33 
"*"  3â   m*  e  e'  y%  cos  a*  "*"?■*-?'  —  *»»)• 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (6) ,  n°  1 3 , 
on  en  conclut 

%  1     49 

*  7-  =  ""  3â  ™  e  c'  *'  cos  (H  —  p  —  p'  —  a>,) 

ai 

-H  5-  m  e  e'   y1  cos  (a£  —  p  -h  p'  —  a»;) 

—  22  m  r  P'  y*  cos  (af  -+•  9  —  p'  —  2»ï) 

33 

~*~  64  m  *  *'  y*  COS  ^  "*"  *  "*"  9'   ~~  aï^" 

D'après  les  valeurs  de  v  et  de  s,  n°*  29  et  44 >  on 
trouve 

5'= y"  cos  a  17 -h  ^- m  *'*  y1  cos  (a  p' -h  a  17) -h  •^mc,y,cos(aÇ—  p'— a*?) 

3  35 

— gm^'/cos(a£-f-p'—  a  >»)-*-  ■g-m<?^'y,cos(aÇ  — 9— y—  a*?) 
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i5  i5 

— -g- m  e  <;' /  coa  (a  Ç  —  jn- /— a  a,) -h -g- m  <;  e' y  *  cos  (a  f  —  ?  h- ç>'-4- a  »j) 

35 

—  -g.m<?eVcos(af  —  ?  —  ?'-t-2i») , 

~  =  H-atfC08ç>-è--j-mce'co8(aÇ  — ç>  — ç)')—  —  m*e'  008(21  —  974-9'); 

d'où  l'on  conclut 

gm*e'/co8(2Ç  —  f-t-9'—  *>?)-H  s  mee'-/8 co8(2£-hp  —  9'—  2*7) 

—  ^  mee' y1  cos (2 Ç-+-9 -h 9'—  2 >?) g-m*«VC08(*É  —  ?  — ^-t-^îj) 


£5 

-+- -ïglïi  e  <?' y"  CO8  (2  Ç  —  9  H- f'-H  2  >?). 

Le  développement  de  la  fonction  —  donne 

S.   /   (57)^=—  gW»é?'/C08(2f  — 9'— 2»7)-hgm*,y,C08(2?-+-9/— 2*7). 

On  a  d'ailleurs ,  par  les  formules  du  mouvement  ellip- 
tique, —  =  2ecosç;  d'où  l'on  conclut 

p*- f  (£)*  =  -  l  m  e  e'  /  cos(2*  -  9  -  9'  -  a,) 

3 

+  j  *  «  «*  /  co«  (a|  —  9  -H  9'  —  217; 

—  2  m  tf  e'  y«  C08  (2Ç  -H  9  —   9'  —  2n) 
-1-  g  m  e  c'  y*  C08(2|  H-  9  -+-  9'—    2>j). 

La  valeur  précédente  de  -,  en  observant  que  l'on  a 
à  -!-=  *<?-,  donne 

o\  -L  =  —  î|ro  e  <•'  •/  cos  (2|  —  9  —  9'  —  2>ï) 
-+-  -g  m  e  <?'  y*  cos  (2  Ç  —  9  -h  9'  —   2 17  ) 

34. 
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-Pwef'/  cos  (a(  +  ç)  -  ?'-  au) 
33 

En  substituant  ces  différentes  valeurs  dans  l'équation 

et,  en   intégrant  l'équation  résultante,  on   trouve 
que  àv  contient  les  termes  suivans  : 

*v  =  ïk  m  e* *'  sîn (* ?> ~*~ a*^ 

+  !»««'/  «n  (a£  —  p  —  ç>'  —  2>?) 

3 

—  g  m  «?  «'  >•  sin  (aÇ  —  ?  h-  y'  —  a>j) 

—  ^mee'y'  sin  (af  H-  ?  —  ?'  —  a»j) 

33 

-+-  s-  m  c  <?'  •/  sin  (a£  -h  ç>  h-  ?'  —  ai?) 

35 

g  m  e  e'  /  sin  (a£  —  ?  —  9' -H  a»j) 

i5 
-h  -zm  e  e'  y*  sin(a£  —  p  -+-  /  ■+-  227). 

1  aa.  On  a ,  par  les  approximations  précédentes, 


<?-  =  —  •/*  cos  a»? ,     r  •  =  e*  cos  3 ç>  ; 


ce  qui  donne 


'••o^- =-7-^ -/' cos(3ç)-a>,). 


En  supposant  £-  =  Ae*  ya  cos(3ç  —  a*}),  on  a 
ensuite 

— I—  g'/cos(ç,—  a»»)-i-Ac,y8cos(3P  —  a>»)  —  ^«c,y,cos(af-haj?-a*ï)h 
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d'où  l'on  tire 

(1  \  *  5  m* 

*-  )  =  — ^t/»1  ey8cos(9>  —  a>j)  + -j  A  e»  y*c°s  (3?  —  2*7) 

""^m,f,',/,C08(3?>~a,,)î 

on  a  d'ailleurs  r*  =  1  -+■  é1  cos  29 ,  par  conséquent 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

on  trouve 

p=s  (5  a.-t8t)  m*  e'  »'  co,(3?  ~ a,)- 
On  a,  n°  3, 

On  trouve ,  par  ce  qui  précède , 

!l  =  -r»^î  =  -Ae»./  cos  (3f  -  a*), 
r •  jf  =  «  i  __  3  tf  eos  ç? cos  ap  —  y  cos  3  f  ) 

xl  —  ^-cosaîj-i-e/cosjç»  — a>j)-*-ic*  y*  cos  (a?  — ,J*)— i  cVcos(3ç>— a>j)  I 

(1111  a3\    _    .       ,,  x 

Au  moyen  de  ces  quantités,  on  aura 

Rs=-(;A-g)»«e«y«cot(Sf-a,). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  con- 
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dition 

l(3c-a*)«-i]  a  =  (3c-agr)"  P-+-4R, 


on  trouve 


i5    ,.       m1  .        i6q3    .  ,  A       a3    . 

m1  A  =  —  A  —  -r2-»»  —  îw'  A  +  ^m1, 

a  a  5ia  16 


d'où  Ton  tire ,  enfin , 

A  _  ., 

1024 


A  =  i^ 


On  a  ensuite 

1     1   1  r   5  1 

—  =  -  $  -  =  a  (n-  e»  cos  a  ç>)  I  —  ^c  y*  cos  (y  —  a»)-h  A  <?'  -/•  cos  (3  p  —  a  ij)  1 1 
~ï  =  (  i-f-aecos?  -*--eîco8ap-^--7-*,  cos  3ç>) 

y1 

-—  cos  a>7  —  e  /  cos(?  -h  a>j)  -4-  c  y*  cos  (  ç>  —  a*j 

X  {-*-  7  e"  y*  cos  (a?  —  ai?)  —  -g-  c*  y*  cos  (a?  -j-  a>j) 

1  5q 

^  e-  y"  cos  (3?  _  a„)  -  ^|  e*  y*  cos  (3P  h-  a„) 

d'où  Ton  conclut 

l7î=:a(A-7g)  e'  71  cos  (3?  -  a,), 

**         /       1       5      i3       1  3i  \    a    , 

71=  (     4^4-T6-î|=    pj^'y'coscs^-a,) 

/     i3      5      i3      59        ao5\    ,    a 

Ces  valeurs,  substituées  dans  l'équation -7^  =  , 

*  dt  r* 

en  supposant  y  =  Se*  sin (3  f  —  hyj)  4-  &  ea  sin  (3ç  -h  arç), 
donneront  9  en  comparant  les  cosinus  des  mêmes  an- 
gles : 
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On  aura  donc ,  dans  l'expression  de  la  longitude ,  le& 
deux  inégalités  suivantes  : 

*>  =  ^|  «*  y1  «n  (39  -  a n )  -  |j  e«  /  tin  (3 ?  -4-  2 , ). 

_  ia3.  La  valeur  de  s2,  déduite  de  celle  de  s,  nos  44 
et  63,  contient  les  termes  suivans  : 

55  =  —  ~  m*  e'*/ co»(4Ç  —  ?'-4-a>))  -4-  J7  wf  e' -/coa (4 Ç -h y  —  a vj) . 

En  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (a),  n°  73, 
et  supposant    -^    =  i  ,  on  trouve 

d'où  Ton  conclut 

«»V=-^m«i?'/"Sin(4ç--?'-a,)-h-ï2gm»c'y'8in(4$-4-?,-2^. 

En  observant  que  Ton  a  s*  =  —  H — ;+  etc. ,  on 

trouve  aisément ,  d'après  la  valeur  de  -,  n°  44  >  que 
l'expression  de  s1  contient  les  termes  suivans  : 

s'  =  f  —  I  — !*y«J  •/ cosa*  —  (1-+-  yJ)ey'  cos(ç>  -4-  a>j) 

On  a  d'ailleurs, 
d'où  l'on  conclut 

ÎL^=-^  cos  a»7-7^/cos(ç)-4-a^)  -hlrwe'/cosCv'-a/,) 
r»  4  4  «4 

3 
-h  -g  m/  cos(a£  -4-  a>j). 


O 
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On  aura  donc,  en  ne  considérant  que  ces  termes  r 

dv  y*  3  45 

^=  — ycoaa*  — Te/costp+aïOH-^me'/cosfp'—aiij 

3 
-t-^gm/cos(aÇ-ha„); 

d'où  ,  en  intégrant ,  on  tire 

y*  3  £5 

$v  =  —  —cos^y]  —  7e/cos(f4-a*?) ^me'/oo8(9/—  a>?) 

3 

-*-g7in/8in(af4-aiî). 


La  valeur  de  -,  na 44»  contient  les  termes  suivans  : 


s  5 

~  =  y8iD>?  +  eysin(?--  »j)-heysiii(f -hij)-t-g«/siti(?  —  3>>); 

d  où  Ton  conclura 

8*  I  5 

—  = y*C092t)-h  ey%C0ê(f  —  Zri)—  «/cosfçH-aij)-*- 5tf/co*(p  — 41») 

r*  a  o 

3 

-+--  my^osCaf  —  a*), 

r*      i  i  i 

—  =  g/€08  4>,  — -«/C08(f— ^>7)H--c/C08(?-h4>>) 

3 

—  ygm/cos(aÇ  — 4»j). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  s*  =  —  +  — 4> 
on  trouve 


J»=— -*/C08a*j-+-5/C0s4>j4-5<î/C08(?  — 4>7)-h-«f/cos(f»-+-4>?) 
a'  o  o  a 

3 
— -jgm/co8(aÇ  —  4>j). 

On  a  d'ailleurs,  n°  75 , 


i  5 

—  =  i  4-  a<?  cos  f  —  7  e  •/'  cos  (ç>  —  a  >j) ; 
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d'où,  en  supposant  h=i9  on  conclut 

^  =  g  /  cos  4  *,  h-  £  /  cos  (?  —  4n)  H-  g  /  cos  (?  -h  4*) 

3 

-^w/cosÇaf-^). 

En  substituant  cette  valeur  dans  la  deuxième  des  for- 
mules (A),  n°  i,  et  en  intégrant  ensuite,  on  trouve  : 

<Tw  =  i-  /  sin  4  r,  -  —  e  /  lin  (  ?  -  4 y,  )  -|-  5  e  /  sin  ( ?  -+-  4  *  ) 


3 


-g^m/«in(2$  —4*7). 


la/j.  L'expression  du  rayon  vecteur,  n°  7a ,  con- 
tient les  termes  suivans  : 


4o5 


-v!!iîm*Vcos(2£-hç>)- 


On  a  d'ailleurs ,   par  les  formules  du  mouvement 
elliptique  $ 

r^-Scli  +  Te1)  cosp; 

d'où,  en  supposant  P  =  -r3(f-,ona  conclu 

Cette  valeur,  substituée  dans  la  formule  (6)~,  n°  i3, 
donne 


2745    ,        2*5       \ 


d'où  l'on  a  conclu 
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Reprenons  ta  formule  (a)  du  n°  73  : 

î-'[î]*>-h/(?H 

Au  moyen  des  valeurs  de  s2  et  de  — ,  déduites  des 

valeurs  de  s  et  de  vy  et  de  la  valeur  de  - ,  donnée  par 

les  approximations  successives ,  on  a  formé  les  sui- 
vantes : 

.  1*5  «•_  4455  I 

3a  a56      "  / 

■+•-  e'  co*3u, 
a  ' 

Ces  valeurs,  substituées  dans  la  formule  (a),  ont 
donné 

On  a  d'ailleurs,  en  ne  tenant  compte  que  des  termes 
que  nous  considérons,  n°  29,  —  =  *bzo  cosaÇ;  en 
comparant  ces  deux  expressions,  on  conclut 

.  /     6517        4      3i5       ,    lt       3o        „       i5       a8   \    , 

\      1024  -*a  ^50  1*28      n'1  / 

ia5.  Reprenons  enfin,  pour  la  compléter  de  la 
même  manière,  l'expression  de  la  latitude. 

Au  moyen  des  valeurs  de  z  et  de  -,  on  a  formé  la 
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suivante  : 

z       63 
-;=  jgm*  *'/  *in(a£  -  ?>  _  3,) 

—  ^  m*  e'  /  sin  (a£  -+-  y'  —  3>j) 

-h  2  e*  y  sio  (4?  -  i,) 

63 

~~~  §4  m' yi  ,in  (**  ""  3*?)* 
Cette  valeur,  substituée  dans  l'équation  différentielle 

d*s  (        3    A         z 

donne,  en  intégrant, 

g=z  S  ""  e' y%  ,in(a*  -  ?'  —  3*0 

-»-^«4  y  «»>  (4?  -  >?) 
"t-jg?64  */  «n(4?  -h  i) 

Au  moyen  de  la  formule    ,  =  -  et  des  valeurs 

de  z  et  -  précédemment  déterminées,  on  a  conclu 
de  là  : 


s  ai 

35 


=  5-  m  e'  •/  sin  (aÇ  -  ?'  -  3>?) 


"""    3a    "*  *'  y>   8'n  ^   +   /  -    3»?) 

^"S^  y  sin(4?  -  «i) 

6a5  . 
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ia6.  L'action  de  la  Lune  trouble  le  mouvement 
de  la  Terre  autour  du  Soleil ,  et  il  en  résulte ,  par  la 
réaction  delà  Terre  sur  la  Lune,  des  altérations  dans 
quelques-unes  des  inégalités  dont  le  mouvement  de 
ce  satellite  est  affecté ,  altérations  dont  il  faut  tenir 
compte  lorsqu'on  veut  obtenir  une  grande  précision. 
Pour  les  déterminer,  observons  que  si  Ton  nomme  jci9 
j,  et  z,  les  coordonnées  de  la  Lune  rapportées  à 
trois  axes  rectangulaires  menés  par  le  centre  commun 
de  gravité  de  la  Terre  et  de  la  Lune ,  par  £,,  >?,  et  /, 
les  trois  coordonnées  de  la  Terre  relatives  aux  mêmes 
axes  et  à  la  même  origine ,  on  aura  ,  par  la  propriété 
des  centres  de  gravité , 

m.r, -h  MÇ,  =  o,     myï  -H  M >?,  =  o ,     m*,  -f-  M*»  =  o. 

Soient  X,  Y  et  Z  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  de  la  Lune  et  de  la  Terre,  X4  ,  Y,  et  Z,  celles 
du  centre  de  gravité  de  la  Terre  par  rapport  à  trois 
axes  rectangulaires  parallèles  aux  premiers  et  passant 
par  le  centre  du  Soleil ,  en  sorte  qu'on  ait 

Si  Ton  substitue  dans  ces  équations  à  la  place  de  £, , 
Y)t  et  fa  leurs  valeurs,  en  faisant ,  pour  abréger,  v  =  — > 

et  en  observant  qu'ayant  désigné  par  a/,  y  et  z\  n°  i , 
les  coordonnées  du  Soleil  rapportées  à  trois  axes  rec- 
tangulaires qui  se  croisent  au  centre  de  gravité  de  la 
terre,  on  a .  X,  =  —  af,  Y,  =  —  jr*9  Z,  =  —  z',    on 

trouve 

*'  =  —  x-hvx,,  y=— Y-i-vj,,  *'  =  —  z-+-v*,. 

On  aura  donc  égard  aux  perturbations  résultantes,  dans 
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le  mouvement  de  la  Lune,  de  son  action  sur  la  Terre, 
en  changeant  simplement  ocf^y1^  z'  en  —  X+vjc0 
—Y  4-  vfi  et  —  Z  -|-  vzt  dans  l'expression  de  la  force 
perturbatrice  R,  les  termes  vx„  vjr%  et  vz%  pouvant 
être  regardés  comme  exprimant  les  perturbations  des 
coordonnées  de  la  Terre  dues  à  l'action  de  la  Lune. 
Cela  posé ,  on  a  ,  n°  i , 

R ri m'{x4-*-yy+zz') 

V (x-  x')«  ■+-  (.y-  r')%  H-  (*  —  S'Y  (x'«  +y n ^_  zn  j| 

En  développant  cette  expression  par  rapport  aux 
puissances  ascendantes  des  coordonnées  £?>  jr>  z,  né- 
gligeant les  termes  du  troisième  ordre  relativement  à 
ces  quantités,  et  supprimant  le  terme 


qui  est  indépendant  des  cordonnées  de  la  Lune ,  on 
trouve ,  n°  3 , 

m'  lx*+y  -H*')         Im'&x'+jy+.ss'y 
r  = .  h —. 

î(I'«+/«  +  ,'«)?  a(x"-+-y>-h*',)î 

En  substituant  respectivement ,  dans  cette  expression , 
—  X  -4-  vxi ,  —  Y  -4-  vyh ,  —  Z  -+-  vzi  à  la  place 
de  a:',  y1  et  2',  et  désignant  par  R,  les  termes  af- 
fectés du  facteur  v ,  dont  nous  négligerons  le  carré  et 
les  puissances  supérieures,  on  aura 

_         3mS(j>-j-.r,-+-  z*)  (Xxt-h  Yr,  H-  Z*,) 


afX'H-Y'-hZ1)» 

3  m' 

ï(X.r  +  l/  +  Z«)  (**iH-.rri-*-**i) 

(V  +  r  +  Z1)' 

i5m' 

'w'(Xx  +  Y.r+Z«)(Xx1+Y/1+ZO 

a(X*-+-Y»-4-Z,)î' 
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Si  l'on  néglige,  comme  nous  le  ferons,  le  carré  dey, 
on  pourra  supposer,  dans  cette  expression, 

X  =  —  x'  =  —  r '  cos  *',     Y  =  —y  =  —  r  '  sin  v't     Z  =  —  z'  =  o, 

elle  deviendra  ainsi  : 

R  __      ^ m' v  i  [ 5 (xcosp'4-.t  sin  ♦>')"  —  r*)(xl  coêv'-hxl  sin»»')  ) 

On  pourra  aussi ,  au  lieu  des  coordonnées  xiy  jri9  z%  9 
relatives  au  centre  commun  de  gravité  de  la  Terre 
et  de  la  Lune,  substituer  les  coordonnées  x9  jr,  z 
qui  se  rapportent  simplement  au  centre  de  la  Terre; 

mais  les  différentielles  rf'R.  — ,  r—  ne  devant  être 

dt>         dr 

prises  que  par  rapport  aux  coordonnées  de  la  Lune, 
on  ne  devra  faire  œ  =  xi9  jr  =yi  et  z  =  zK ,  que 
quand  cette  opération  sera  effectuée.  Si  Ton  suppose 
donc 

.r  =  rcosi',    <r  =  rsin*',     xx=rlco6t>li    yx  =  t\  sin  »»,  ; 

on  aura 

D          3m'vr'r,  { f3      5  /n"I        ,  #x  .        H        ,  .) 

R,= r;- -  î\  -H — cosavv— v'Jlcofi^— 1>')  — 2cos(v — v'  )  cos  (y— vt  )  >  i 

formule  dans  laquelle  on  fera  r,  =  r  et  vf  =  v  après 
qu'on  l'aura  différentiée. 

Telle  est  donc  la  partie  que  l'action  de  la  Lune 
sur  la  Terre  ajoute  à  la  fonction  perturbatrice  R ,  et 
à  laquelle  il  faudra  avoir  égard  loi'squ'on  voudra  dé- 
terminer les  perturbations  du  mouvement  lunaire  qui 
dépendent  de  la  masse  de  notre  satellite. 

Proposons-nous  de  déterminer,  par  exemple,  les 
termes  que  cette  cause  ajoute  au  coefficient  de  Piné- 
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galité  du  mouvement   en  longitude  dépendante  de  . 
l'angle  £  ou  de  l'inégalité  qu'on  a  nommée  équation 
parallactique >  n°  6;  son  importance,  comme  on  le 
verra  bientôt,  exige  qu'on  la  détermine  avec  toute 
l'exactitude  .qu'on  peut  atteindre 

Il  suffira ,  dans  ce  cas ,  en  négligeant  les  excentri- 
cités des  orbites  de  la  Lune  et  du  Soleil,  de  supposer 

_.  Q"»av  fa  \ 

R'=-     8     U)C09*' 

<JH.         „  am'v  (a  \ 

La  valeur  précédente  de  R4  donne ,  en  la  différentiant 
par  rapport  à  v  seulement,  et  en  faisant  r,  =  r,  i>,  =  v 
après  la  différentiation , 

dKx        3ro'vr3    .     f 

*-  =  ?  — «*(«'-'' )ï 

,on  a  généralement  d'R  =  -£-  dr-\-e—dv;  mais  lors- 
qu'on néglige  les  excentricités  et  les  termes  d'un  ordre 
supérieur  km2,  on  peut  supposer  rf'R  =  —  dv  ;  en 
n'ayant  donc  égard  qu'aux  termes  que  nous  considé- 
rons,  et  faisant   m!  —^  =  /w2,  on  aura 


r<f'Rl  =  -?m,v^  co*|. 


A.u  moyen  de  ces  différentes  valeurs,  l'équation  de 
condition ,  n°  1 5 , 
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donnera 

et ,  par  conséquent , 


a70  =  -g-  m  v . 


En  supposant ,  ce  qui  suffit  ici ,  dv  =  — ,    on  en 
conclura 


15 


I^a  masse  de  la  Lune  produit  donc,  dans  l'expres- 
sion de  son  rayon  vecteur,  le   terme  -g-rav-^cosÇ, 

et  dans  celle  de  la  longitude ,  le  terme  ->-  ni  v  —,  sin  Ç. 

Pour  porter  l'approximation  jusqu'aux  quantités  de 
Tordre  ma,  il  faut  conserver  les  quantités  de  Tor- 
dre m?  dans  l'expression  de  la  fonction  perturbatrice; 
or,  on  a  généralement 

».=-('£K -(£)*. 

ou  bien,  en  substituant  pour  r&-  et  dv  leurs  va- 
leurs résultant  de  la  première  approximation ,  et  pour 
r  —  et  —  les  termes  de  leur  développement ,   qui  . 

combinés  avec  ces  valeurs,  peuvent  reproduire  l'ar- 
gument que  nous  considérons  : 

«?Rt=  —  I h-  m1  cos?£j  —  biï-  cos  £ 

3    t    .      v    i5       a    , 

ni1  sin  26  •  -7-  m  s»  —.  sin  £  : 

2  4         « 
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d'où  Ton  conclura 

/i5       45       45       i65\     .    a 

On  a  d'ailleurs,  n°  i4> 

/*.-» -/[(S)  *.+(«)*]. 

On  a  vu  plus  haut  que  la  fonction  -7—  contenait  le 
terme  —  y  m2  v  —,  sin  £  ;  la  différentielle  rf</  renferme 

le  terme  mdt;  en  vertu  de  ces  valeurs,  en  observant 

dK  dK 

Clued7  =  -*T>  on  trouve 

p'R1=B1^-?m'y^coiÇ. 

En  affectant  la  caractéristique  &  aux  quantités  mul- 
tipliées par  le  facteur  v,  on  a  ensuite 

En  n'ayant  égard  qu'aux  termes  que  nous  considér- 
ons, on  peut  supposer  P,0  =  -  (  à-  j  ;  on  aura  donc 


r< 
ainsi 


^r.  =  jm'v-cos£. 


En  substituant  ces  diverses  valeurs  dans  l'équation 
de  condition,  n°  i5 ,  relative  à  l'argument  que  nous 
considérons,  on  aura 

i5    .       /i5     i65     3     i65  i47\     , 

Tome  IV.  35 
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Si  Ton  suppose  dans  cette  équation  a10=  gim-\-cun  v, 

on  trouvera  a  =  ~ ,  et  par  suite 

La  formule  (i5),  n°  27,  donne 

en  supposant  donc    &v  =  fcT0^7sin  Ç,   en  vertu  des 

valeurs précéderi tes,  et  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes 
que  nous  considérons,  on  aura 

d'où  Ton  conclut 

En  réunissant  les  termes  dépendans  delà  masse  de 
la  Lune,  que  nous  venons  de  calculer,  à  ceux  du 
même  ordre  que  produit  dans  le  coefficient  de  l'iné- 
galité parallactique  l'action  directe  du  Soleil,  on  aura, 
en  ne  considérant  que  cette  inégalité, 

,1       r      i5  81     ,      /i5         81    Ali 

*v  =  [-  ¥  w~  8  w  +  \J  w+  f  )  VJ  «'sm  ** 
On  voit,  par  ces  deux  expressions,  qu'il  suffira, 
pour  tenir  compte  des  termes  dépendans  de  la  masse 
de  la  Ltfne,  de  multiplier  par  le  facteur  (1  —  av)  les 
termes  obtenus  en  ne  considérant  que  la  seule  action 
du  Soleil.  Cette  règle,  que  nous  venons  de  vérifier 
relativement  aux  deux  premiers  termes  de  l'équation 
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parallactique,  paraît  s'étendre  encore  aux  approxi- 
mations suivantes ,  et  comprend  toutes  les  inégalités 
du  même  genre ,  c'est-à-dire  toutes  les  inégalités  dé- 
pendantes de  la  parallaxe  solaire;  il  faudra  donc, 
pour  plus  d'exactitude,  lorsqu'on  réduira  en  nom- 
bres les  formules    précédentes ,   multiplier   par  le 

facteur  1  —  a  v  ou  — — ,  '  ce  qui  revient  au  même , 
puisque  nous  négligeons  les  quantités  de  l'ordre  va, 
toutes  les  inégalités  affectées  du  facteur  -- ,  qui  ont 
été  déterminées  n°*  26  et  3o  (*). 

On  peut,  d'ailleurs,  généraliser  les  résultats  précé- 
dents par  les  considérations  suivantes. 

D'après  les  valeurs  deR,  r -7- et  — ,  n°  3,  en  ne 

considérant  que  les  termes  qui  dépendent  de  la  parai* 
laxe  solaire ,  on  a 

rfR  3roV"r  e    .    9 

cm  or 

*fR  3mV*    _        t  .  _        _  .. 


(*)  M.  Poisson ,  dans  son  Mémoire  sur  la  théorie  de  la  Lune, 
a  contesté  l'exactitude  de  cette  correction;  mais  le  calcul  sur 
lequel  il  se  fonde  e6t  visiblement  inexact ,  puisqu'il  le  conduit  à 


trouver  (  —  /w  -t-  -J-  m7  J  v  pour  les  deux  premiers  termes  que  la 
masse  de  la  Lune  ajoute  au  coefficient  de  l'inégalité  parallactique , 

au  ) 


lieu  des  deux  termes  !  -j-  m  -+-  %-  m3  j  v  que  donne  un  calcul 

rigoureux ,  comme  on  vient  de  le  voir,  et  comme  Va  trouvé  ,  de 
son  côté,  M.  Plana. 

35.. 
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Si  l'on  n'a  égard  qu'aux  termes  qui  dépendent  de 
la  masse  de  la  Lune ,  en  nommant  R,  la  partie  qui  en 
résulte  dans  l'expression  de  la  fonction  perturbatrice, 
on  a,  par  ce  qui  précède, 

1  Ot' 

dv     ~~  4r'4 

r45l^-^l![3«n(p  -  »')  ■+-  5cob3(*  -  f')]. 
rfr  4r'* 


En  réunissant  donc  ces  deux  parties  de  la  fonction  R , 
ira 


on  aura 


rg»(.-..)r«. 


Si ,  de  même  <  l'on  substitue  dans  l'équation 

«ÎR  /rf/\       <JR  . 

à  la  place  de  r  ™  et  de  ^ ,  les  valeurs  qui  se  rappor- 
tent aux  deux  parties  K  et  R",  dans  lesquelles  nous 
avons  décomposé  la  fonction  R,n°i 6,  et  qu'on  les  réu- 
nisse ensuite,  il  est  clair  qu'on  aura,  généralement, 

./„_<._..,  /[-£(?)-£*]• 

Les  expressions  précédentes  subsistent,  quelque 
loin  qu'on  porte  les  approximations,  puisque  nous 
négligeons  les  carrés  de  v  et  de  ^;  et,  comme  les  trois 
quantités  fci'R,  r£*f(£)<it  sont  les  seules 
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qui  entrent  clans  les  équations  qui  déterminent  les 
perturbations  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude, 
on  peut  en  conclure  que  pour  avoir  égard  à  la  masse 
de  la  Lune,  il  suffira  de  multiplier  par  le  facteur 
(i  —  av)  les  coefficiens  des  inégalités  relatives  à  la 
parallaxe  du  Soleil ,  et  qui  ne  dépendent  que  de  Fac- 
tion de  cet  astre.  Cette  remarque  nous  dispensera  de 
faire  un  nouveau  calcul  pour  déterminer  les  termes 
dont  il  s'agit.  Au  reste,  la  correction  qui  en  résulte 
n'est  guère  sensible  que  relativement  à  Yéquation 
parallactiqae,  la  plus  considérable  des  inégalités  de 
cette  espèce. 

127.  Nous  avons  supposé  dans  l'expression  de  R, 
n°  3  ,  /  =  o,  ce  qui  revient  à  prendre  pour  le  plan 
auquel  on  rapporte  le  mouvement  de  la  Lune,  le 
plan  de  l'écliptique  vraie  ;  il  est  aisé  de  faire  voir,  en 
effet,  que  les  inégalités  qui  résultent  du  déplacement 
séculaire  de  l'écliptique  étant  tout  à  fait  insensibles, 
les  phénomènes  relatifs  aux  mouvemens  de  la  Lune  ~ 
sont  absolument  les  mêmes ,  soit  qu'on  les  rapporte 
à  une  écliptique  fixe  ou  au  plan  mobile  de  l'éclip- 
tique vraie.  Pour  cela ,  observons  que  s*  désignant  la 
tangente  de  la  latitude  du  Soleil  au-dessus  de  Péclip- 
tique  fixe,  cette  quantité  peut  être  représentée  par 
une  suite  de  termes  de  cette  forme,  n°  69 ,  livre  II , 

2Asin(i'-f-*i-f-/). 

L'angle  ht  croissant  avec  une  grande  lenteur,  h  est 
un  coefficient  très-petit. 

Soit  zt  ce  que  devient  la  fonction  z  par  rapport  au 
plan  de  l'écliptique  fixe  ;  on  aura,  aux  quantités  près 
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de  l'ordre  s9  que  nous  négligeons , 

b1  =  g  -+-  2k  ain  (vf  -+- ht  -+- 1)  -h  3t, 

la  caractéristique  &  désignant  la  variation  de  la 
fonction  z  provenant  du  mouvement  séculaire  de  l'é- 
cliptique. 

L'expression  de  la  fonction  R ,  n°  3 ,  en  négligeant 
les  quantités  de  l'ordre  y2,  contient  le  ternie  suivant  : 

R=-— -[i-t-3(r—  st)cos(^v  —  iv')-i-  iajs'cos(<'—  v')—  3**], 

Au  moyen  de  la  formule 

£R      dK       *  (ré!±\ 
dz        rds       r  \  dr  / 

on  en  conclut 

dW  m'rs       3ro'r/         ,  .. 

.5r  =  -T7i-  +  -77r-cos(.-,'). 
L'équation  (19),  n°  37,  devient  ainsi  : 

d*g.       z.        m'rs        $m'rs' 

Si  l'on  néglige  les  excentricités  des  orbites  de  la  Lune 
et  du  Soleil ,  en  suivant  l'analyse  du  numéro  cité ,  et  en 

observant  qu'on  a,  n°  8,  —5-  =  m2>  on  trouvera 

— f-h  I  i-f--mM  *,  —  3m1/  gob(?  —  v')  =  o. 

Le  terme  \rrïzK  introduit  dans  cette  équation  la 
quantité  f/n2  2Asin(</+  ht  +  l)9  le  terme  suivant 
une  quantité  égale  et  de  signe  contraire ,  qui  détruit 
la  première;  si  Ton  substitue  donc  pour  zK  et  s9  leurs 
valeurs,  en  observant  qu'on  peut  supposer  <>  =  /,  en 
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n'ayant  égard  qu'aux  inégalités  dépendantes  de  la  va- 
riation séculaire  de  l'écliptique ,  on  aura 

d*.te       /       3      \ 

-jpr-*'  (  H--/nMo5-4-2[i—  (i-f-A)'  }ksln(ti-ht-\-l)^o. 

Four  satisfaire  à  cette  équation ,  soit 

(?r  =  2  A'  sin  (i  -+-  ht  -+-  i). 

En  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  &z ,  on  aura 

S[l—  (i4- *)*](*+ À')  sin  (/  +  &/+/)  + -m*2  A' sin(*-f-A*-t-/)==o; 

d'où,  en  comparant  les  .w/îwj  des  mêmes  angles ,  on 
tire 

A   —  —  5 _ 

L'inégalité  qui  résulte  du  déplacement  séculaire  de 
l'écliptique  dans  l'expression  de  la  fonction  zK  sera 
donc 

2(lh-j-h*)k  sin  (t-j- ht +1) 

Le  coefficient  de  cette  inégalité  est  insensible;  en 
effet,  d'après  la  théorie  des  mouvemens planétaires , 
l'angle  ht  ne  s'élevant  qu'à  a5"  au  plus  par  an, 
et  l'angle  f  m?  t ,  d'après  la  valeur  de  m ,  n°  1 1  o ,  crois- 
sant de  4o°?37  à  peu  près  dans. le  même  intervalle r 

le  facteur  ,  ?__  aZT/I  ne  surPasse  guère  o,ooo34; 
le  facteur  £  ne  s'élevant  d'ailleurs  qu'à  quelques  cen- 
tièmes de  secondes,  le  produit  de  ces  deux  facteurs 
est  une  quantité  tout  à  fait  insensible. 

Ainsi    donc,    dans   l'équation    différentielle    qui 
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détermine  les  inégalités  de  la  latitude,  on  peut  omet- 
tre les  termes  qui  dépendent  des  déplacement  sécu- 
laires de  l'écliptique ,  et  la  latitude  de  la  Lune  par 
rapport  à  l'écliptique  vraie  est  la  même  que  dans  le 
cas  où  cette  écliptique  serait  immobile;  ce  qui  est 
conforme  à  la  supposition  que  nous  avions  admise , 
n°  3?  pour  simplifier  les  formules  d'où  dépend  la 
détermination  des  mouvemens  lunaires. 
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CHAPITRE  VI. 


Des  inégalités  du  mouvement  lunaire  qui  résultent 
de  V action  des  planètes. 

128.  Parmi  les  causes  qui  peuvent  produire  dans 
le  mouvement  de  la  Lune  des  inégalités  sensibles,  il 
faut  comprendre  encore  la  différence  d'action  que 
les  planètes  exercent  sur  la  Terre  et  sur  son  satellite. 
Pour  les  déterminer,  soient  m"  la  masse  de  la  planète 
que  l'on  considère ,  X ,  Y,  Z  ses  coordonnées  rap- 
portées au  centre  de  la  Terre ,  f  sa  distance  à  ce 
centre,  la  fonction  perturbatrice  R  sera  augmentée, 
par  l'action  de  m",  de  la  quantité 


m"  (j  X  -\-jr\  -h  z  Z  } 


ou ,  en  développant , 

m"        i  mV"       3  m^xX-hjrY  +  zZ)' 
/        a  /■    "*"  a  J% 

Soient  x",  f\  z"  les  coordonnées  de  m"  rapportées 

au  centre  du  Soleil ,  x'y  jr'9  z'  étant  celles  de  la  Terre , 

on  aura 

x  =  *"-y,     Y=yt-y,    z  =  j"-*'; 

et  la  fonction  précédente  deviendra  ainsi  : 

m"        I  m V       3     „  (tx"  -Kr.r"  -f-  zz"  —  xjt'  —  rr'  —  «'): 
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Prenons  pour  plan  fixe  le  plan  de  l'écliptique  ; 
soient  r"  le  rayon  vecteur  de  la  planète  m"  projeté  sur 
ce  plan ,  «>"  l'angle  que  cette  projection  fait  avec  l'axe 
des  X,  et  s"  la  tangente  de  la  latitude  héliocentrique 
de  la  planète  :  nommons,  comme  précédemment , 
r'  le  rayon  vecteur  de  la  Terre,  et  s/  l'angle  formé 
par  ce  rayon  et  par  la  droite  d'où  Ton  compte  l'an- 
gle <>",  on  aura 

x"  =  r"  cos  v"y        jr"  =  r"  sin  t'%        *"  =  r  "s"  ,\ 
x'  =  r1  cos»»',        y  =  r'  sinv',         z'  =  o. 

L'accroissement  delà  fonction  R  par  l'action  de  m", 
en  substituant  pour  xf,  y,  g,  a/',  f  et  s"  leurs  va- 
leurs, devient 

m"        i  m"r%        3  m*  r%  [r*  cos  (y  —  vn  )  —  r'  cos  (v  —  v'  )  -+-  r'ss"  ]  * 
7"  ""5/*    "*"*  (i  -f-  **)/• 

Si  l'on  développe  cette  expression ,  en  observant  que 
Ton  a  

/  =  <Jrn  -4-  r*1  —  aiV  cos  j  »>'  —  %>") , 

aux  quantités  près  de  l'ordre  du  carré  de  s"  que  nous 
négligerons,  on  trouve 

m"        wV(i-3i')       3mV 

7"*"  W  +   4/* 

C  r"1  cos  (av  —  a  »»")  -+■  r"  cos  (av  —  a  *>')  —  a  rV  cos  (ay  —  y'  —  v")  ) 
X    f  H-4rl'«''[i-ffCOS(i'--«>")  —  r'cos^  —  p')]         )" 

Le  premier  terme  de  cette  expression  ne  renfermant 
pas  les  coordonnées  de  la  Lune  ,  disparaît  par  la  dîf- 
férentiation  dans  les  équations  différentielles  du  mou- 
vement troublé.  On  peut  négliger  les  termes  divisés 
par/5  ;  en  nommant  donc  R,  la  partie  de  la  fonction 
perturbatrice  qui  dépend  de  l'action  de  m"  sur  la 
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Lune  ,  on  aura  simplement  : 

_       m  r 

D'après  la  valeur  précédente  de  f,  il  est  aisé  de 
voir  qu'on  peut  développer  la  fonction  j$  en  une  série 
de  la  forme 

L  /<">  +  /<;>  C08(^  -  u')  h-  2(')cosa(pff  —  S)  -+-  etc.  ; 

en  nommant  donc  i  le  rapport  du  moyen  mouvement 
de  la  planète  à  celui  de  la  Lune  pris  pour  unité,  il  en 
résultera  dans  R  les  termes  suivans  : 

R=^n/(o)^/(owi(i_m)/^/(ocosa(i-m)t4.otc.j. 

En  ne  considérant  que  ces  termes  et  en  négligeant 
l'excentricité  de  l'orbe  lunaire ,  ce  qui  permet  de  sup- 
poser r  =  a,  on  aura 

r^='iR*    J*'R  =  0' 
et  l'équation  différentielle (6),  n°  i3,  deviendra 

___iH_ji_hÏJL  I/(0)-t-i(,)cosri-m)/-+-/<>)cosa(/-iw)<-+-elc.    =cv. 

Cette  équation  donne,  en  l'intégrant, 


a  _       m"  a' 
r  —  "       £— 


X 


t/(,)co8(i—  m)t     Z^cosatt  — /»)/      J(3)cos3(i  —  m)t        t    1 
i__(,_m;t  i  —  4(i  —  w)«  i—  9(«  —  ro)*  J' 

et,  en  vertu  de  l'équation  (i5),  n°  27,  on  en  conclut 

—  m"  a* 

.  n(,>cos(i  — im)i      lwcoia(i  —  m)«      /(,)cos3(i  -  m)r  1 

1.    1  — (i  — m)1  1—  4(i  — m)'  1  —  9(1  —  mf 
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d'où ,   en  intégrant    et  observant  qu'on  a ,    n°  8, 

~^~  =  m2,  iri  désignant  la  masse  du  Soleil ,  on  tire  : 

[/(,)ain(i—  m)t       i  /('>8inafi-m)<  ~| 

iJ(1)8in  3 (i  —  m)t        .  \ 

3     i  —  9(*  —  m)*  _J 

Cela  posé,  dans  le  cas  d'une  planète  inférieure, 
a  désignant  le  rapport  de  la  distance  moyenne  de  la 
planète  au  Soleil  à  celle  de  la  Terre  au  même  astre , 

ce  qui  donne  a=  — ,  on  pourra  supposer,  n°  18, 

livre  VI , 

[H-a1  —  2acos(i  —  m)n"I=-A(,°)-t-6(8,)cos(t  —  m)t 
2    «  * 

-+- b  J'*  co8 1  (i  —  m)t  -h  Ole. 
ï 

Cette  valeur,  comparée  à  celle  de  la  fonction  ^ ,  donne 

•'•!<■>  =  *<'\  «'»/<'>  =  *<•>,  etc. 

Dans  le  cas  d'une  planète  supérieure ,  a  représentant 
alors  le  rapport  de  la  distance  moyenne  de  la  Terre 
au  Soleil  à  celle  de  la  planète  au  même  astre ,  ce  qui 

donne  a  =  — ,  on  aura 

a    7 
««!<■>  =  *.*(•> f       .'•/«  =  «•»«    etc. 

La  variation  tfe  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune  résul- 
tant de  l'action  de  m",  devient  ainsi ,  pour  une  planète 
inférieure , 

'  6J°  sin  (i  —  m)  t  i*>  sina (t  —  m)  « 

i  _?. _f.  i  _i 


■mm'         \  .(j)    .    , ,.  .  , 

1  o^     ew3ii  —  »)* 

^  y;_9(,.-wy--^^- 
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et  pour  une  planète  supérieure, 

J_« h  -  -¥ 


i  ~-  m     mr 


*î3)  »in3(i-ro)« 
i    4 

3       i—  9(*—  m)' 

Ce  sont  les  seules  inégalités  sensibles  que  l'action 
directe  de  la  planète  m"  sur  la  Lune  produise  dans 
l'expression  de  la  longitude  vraie;  mais  l'action  de  m" 
sur  la  Terre  introduit  dans  l'expression  de  son  rayon 
vecteur  des  inégalités  qui ,  réfléchies  par  l'action  du 
Soleil  dans  le  mouvement  de  la  Lune,  y  produisent 
des  inégalités  du  même  ordre  que  celles  que  nous 
venons  de  considérer.  Pour  le  faire  voir,  supposons 
qu'en  négligeant  les  termes  dépendans  des  excentri- 
cités des  orbites,  on  représente  les  inégalités  de  la 

fonction —7  résultant  de  l'action  de  la  planète  ni'  sur 

la  Terre,  par  la  série 

-^[V0  coB(nff/-it'*H-«"  —  O  -h  *(,) co9 2 (n"t-n't  ■+•  e*  —  e') -*-  etc.]. 

Le  terme  ^4r  °[ue  renferme  la  fonction  r  — ,  n°  3, 
par  son  développement,  produira  le  suivant  : 

_  ?^£  |>>co8(/-  m)i  +*(0cos a (i  -  m)/-hetc.l; 

d'où  résulte  dans  &  -  les  termes 

r 
am'L     i-(*-m)s      ^      i  — 4(i  — m)»     "*"  otc*  J  ' 

et,  par  conséquent,  en  vertu  de  l'équation  au  =  — , 
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dans  àv  le  terme 

3m»     m"  |~A(,)  sin  (t  —  m)t       *<°  sin  a  (i  —  m)  t  1 .  ,<a 

r    — : — r rr-H 77? r.— -Hetc.  I*  \e) 

4 
quantité  du  même  ordre  que  celle  qui  résulte  de 

l'action  directe  de  la  planète  m"  sur  la  Lune.  En  les 
réunissant,  on  aura  toutes  les  inégalités  sensibles  qui 
peuvent  résulter  de  l'action  des  planètes  dans  le  mou- 
vement de  la  Lune. 

Pour  réduire  en  nombres  les  formules  précédentes, 
nous  supposerons  que  m"  représente  successivement 
Vénus  et  Jupiter.  On  aura ,  relativement  à  Vénus , 
par  les  n°*  87  et  89  du  livre  VI , 

-^  =  45Ï8V  «  =  7-  =  °.?>333ri. 

log»^  =  o,£48oi63,     log*^  0,8684434,       loB&<,,>  =  0,7-48044. 

il  i 

Les  observations  donnent  i  —  m  =  0,0467899 ,  et 
Ton  a,  n°  iro,  m2  =  o,oo5595a34;  la  fonction  (a) 
réduite  en  secondes  au  moyen  de  ces  valeurs,  devient 

— o",547o3  sin  (i  —  m)  t  —  o*,mo/i3  sin  a(i  —  m)t  —  o  Va456  sin  3  {i — m)  t. 

En  observant  que  c?r",  dans  le  n°  97,  livre  VI,  dé- 
signe  ce  que  nous  nommons  ici  -7- ,  on  aura  pour  la 

tir* 

partie  de  —  résultant  de  l'action  de  Vénus, 

-7-  —  —  0,0000057218  cos  (1  —  m) t 

-h  o  ,ooooi<53449  «>»  a  (•'  —  w»)  * 

-t-  o  ,ooooo258 1 1  co6  3  (1  —  m)  t 
H-  elc. 

La  fonction  (c),  réduite  en  secondes,  deviendra  ainsi  : 

—  oV|*4^* 9in  t  '  —  m)  '  -*-  o",6ioo8sin  a(i  —  m)  t  -ho",  06496  sin  3(i  —  m)  t. 
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En  réunissant  cette  valeur  à  la  précédente,  on  aura 

pour  les  inégalités  du  mouvement  lunaire  en  longitude 

d  ues  à  l'action  directe  et  indirecte  de  Vénus  sur  la  Lune, 

—  0^,971 35  sin  (/  —  m)  f-Ho'r>38o859in  a(i  —  ro)i  —  o",o5g6osin3(i  —  m)  t. 

Relativement  à  Jupiter,  on  a ,  nos  87  et  89,  livre  VI , 

*<,}  =  o,Gi9o63o,       b?  =  0,148198,      *<S)  =  0,030439. 

«  \  * 

Les  observations  donnent  /  —  ;«  =  —  o,o68495a;  la 
fonction  (a),  réduite  en  secondes,  devient  ainsi  : 

°"i°7oG7  sin(i  —  m)  t  -+-  o",oo858sin  a  (i  —  m) t  -+-  o",ooi3o  sia  3 (i  —  m)  t. 

On  a  d'ailleurs,  n°  97,  livre  VI,  en  vertu  de  l'action  de 
Jupiter, 

—  =  0,0000161375  cos(i  —  m)  I  —  0,000009312a  cos  a  (i*  —  m)t 

—  0,00000065573  cos3(i  —  m)  t. 

La  fonction  (c) ,  réduite  en  secondes,  devient  ainsi  : 

—  o",8i9578in(i  —  m)£-j- 0^,^3728  sina(i —  i»)/ -f-o",oii668in  3  (/  — m)  £. 

En  réunissant  cette  valeur  à  la  précédente  J  on  aura , 
pour  les  inégalités  que  l'action  directe  et  indirecte  de 
Jupiter  sur  la  Lune  introduit  dans  l'expression  de  son 
mouvement  en  longitude  : 

—  0^,74890  Bin(i ;  —  m)n-o",a45869ina(i  —  m)*H-o",oiag6sin3(i  —  m)  t. 

L'action  des  planètes  introduit  dans  la  valeur  de  la 
quantité  c  qui  détermine  le  mouvement  moyen  du 
périgée  lunaire,  des  altérations  légères  qu'il  est  facile 
de  déterminer  au  moyen  des  formules  du  n°  95.  En 
effet ,  la  fonction  R ,  par  ce  qui  précède ,  contient  le 

m"l  ^  r7 

terme  — ^ — ;  si  on  le  développe,  en  n'ayant  égard 
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qu'à  la  partie  non  périodique  de  ce  développement, 

et  faisant  a,zlm  =  b^\  on  trouve 

T 

H  =  l*?>!£  «V, 

l6     »     a**  ' 

et ,  par  l'analyse  du  n°  39 ,  on  voit  qu'il  en  résulte 
dans  c  le  terme  suivant  : 

8m    {    m1' 

Zm'r7 

La  fonction  R,  n°  3,  contient  le  terme   — j-ir&rf9 

et  par  son  développement  il  en  résulte  dans  R  le 
terme 

9  m'a*  <?r' 
~~&~âir  ~ar> 

&r'  désignant  la  partie  constante  de  la  vaïiation  du 
rayon  vecteur  de  l'orbe  terrestre.  Ce  terme  produira 
dans  c  le  suivant  : 

4m  "7- 

En  le  réunissant  au  précédent ,  on  aura  l'altération 
totale  de  la  valeur  de  c,  due  à  l'action  directe  et  indi- 
recte de  la  planète  m";  mais  ces  deux  quantités  sont 
absolument  insensibles. 

1 29.  Considérons  maintenant  le  mouvement  en  la- 
titude. La  fonction  R,  en  vertu  de  l'action  de  m",  con- 
tient le  terme  suivant,  n°  108, 

r 
En  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  s2  et  en  obser- 
vant  que  1  on  a ,  n<>  37,  -  =  -  (  -  )  +  -  ^  ,  on 
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trouve  qu'il  en  résulte  dans  —  le  terme 

5m"r  r*  s"[r"  co%(y—  v")—  r'coa(t>  —  v')) 

Si  Ton  substitue  dans  cette  expression  à  la  place  de  s? 
sa  valeur  elliptique ,  /'sin^*— 0"),  en  désignant  par  y" 
la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbite  de  m"  à  l'éclip- 
tique  9  et  par  0"  la  longitude  de  son  nœud  ascendant; 
que.  conformément  à  la  notation  adoptée  n°  18, 
livre  VI ,  on  suppose ,  pour,  le  cas  d'une  planète  infé- 
rieure, a"=aa',  et 

'"  =  *&?+'?»<? -«•>  +  «<•]' 
on  s'assurera  aisément  que  la   fonction  précédente 
renferme ,  dans  son  développement ,  le  terme  suivant  : 

Ce  terme  acquiert,  par  l'intégration  dans  l'expression 
de  la  latitude,  un  très-petit  diviseur  de  l'ordre  m2, 
qui  peut  le  rendre  sensible.  En  effet,  si  Von  substitue 
cette  valeur  à  la  place  de  Q  dans  l'équation 

d**      I       3    A* 

qu'on  intègre  l'équation  résultante ,  en  observant  que 
l'on  peut  supposer  ici  p  =  nt  4-  e ,  et  que  l'on  a , 

n°  8,  rtan2=  i  et  -— =  ma,  on  trouvera  qu'il  en 

résulte  dans  z  le  terme 

On  a,  d'ailleurs,  s=  -;  l'action  d'une  planète  infé- 
rieure produit  donc  dans  s  l'inégalité 

_  la  ~  r«ftf>  -  A<  >1  /  8in(nl  +  t  -  *")• 

Tome  IV.  *  36 
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Pour  une  planète  supérieure,  cette  inégalité  deviendrait 

-  5  ^  [*r  ~ *  *i,}] yH  sîn  {m + e  ■  e*)- 

Réduisons  ces  deux  quantités  en  nombres.  En  sup- 
posant d'abord  que  la  première  se  rapporte  à  Vénus , 
d'après  les  valeurs  de  &(30),  &(af),  etc.,  n°  89, livre VI,  an 

T         ï 

moyen  de  la  formule  (5),  n°  19,  livre  VI ,  on  trouve 

*î,}  =  83  ,',0760. 
ï 

On  a,  d'ailleurs ,  n°  88,  livre  VI ,  y"=  tang  (3°  a3'  ag  "  ); 

en  joignant  ces  valeurs  à  ce]  les  de  —  et  de  a  rapportées 

plus  haut,  on  trouve,  pour  l'inégalité  résultante  de 
l'action  de  Vénus  dans  le  mouvement  en  latitude  dp 
la  Lune, 

o",23476sin{n«-r-«~  *')• 

Pour  Jupiter,  au  moyen  des  valeurs  rapportées 
n°  89 ,  livre  VI ,  et  de  la  formule  (  5)  ?  n°  19,  on  trouve 

*a0)  =  a, 51906, 
b[l>  =  i,i33io. 

s 

Ou  a ,  d'ailleurs ,  n°  88 , 1  ivre  VI, /=  tang(  1  °  1 8' 5a" ) ; 
enjoignant  à  ces  valeurs  celles  qui  sont  rapportées  plus 
haut,  on  trouve,  pour  l'inégalité  produite  par  l'ac- 
tion de  Jupiter  dans  le  mouvement  lunaire,  en  latitude, 

ow,o37i8sin(«i-t-s  —  01V), 

Q'  et  0,T  désignant  respectivement  les  longitudes  des 
nœuds  ascendans  des  orbites  tic  Vénus  et  de  Jupiter 
sur  Fécliptique  fixe. 
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i3o.  L'action  des  planètes  introduit  encore  dans  l'ex- 
pression du  mouvement  moyen  des  nœuds  de  légères 
variations,  qu'on  peut  déterminer  par  les  formules 
du  n°95.  En  effet,  la  fonction  perturbatrice  renferipe, 

en  vertu  de  l'action  de  m",  le  terme  ^       !  T    s  '\  en 

4/* 

le  développant,  et  en  n'ayant  égard  qu'à  la  partie 
constante  qui  en  résulte,  on  aura 

3       <•>  a  « 

En  comparant  cette  valeur  à  celle  de  la  fonction  R , 
n°  q5,  on  voit  que  la  quantité  g  est  augmentée 
par  l'action  d'une  planète  inférieure  de  la  quantité 

3      ,i(o)m"         .  .  \  .     ,    3    fti(o)//t" 

3  m2  6,  — r;  cet  accroissement  serait  de  5 a8  b\  —r  re- 
0  f  m  8         |  m 

lativement  a  une  planète  supérieure. 
I^a  fonction  R ,  n°  3 ,  contient  le  terme 


4r"   ' 

ce  terme  produit  le  suivant  §  — ^ — 7  y2,  ùrr  dési- 
gnant la  partie  constante  du  rayon  vecteur  de  l'orbe 
terrestre;   on   peut  en  conclure  qu'il  en  résultera, 

dans  l'expression  de  g,  le  terme  —  |  m2  -Ç.  On  voit 

par  là  que  l'action  directe  et  indirecte  de  la  planète  m" 
introduit  dans  g  des  variations  égales,  mais  de  signes 
contraires  à  celles  que  cette  action  produit  dans  c; 
mais  ces  quantités  sont,  comme  nous  l'avons  dit,  tout- 
à-fait  insensibles. 

1 3i  -  Considérons  enfin  les  altérations  que  l'action 
des  planètes  peut  introduire  dans  les  inégalités  sécu- 
laires du  mouvement  lunaire.  En  vertu  de  l'action 
directe  de  la  planète  m",  la  fonction  perturbatrice  ren- 

36.. 
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ferme  le  terme 

n  «  trff*cos(av  —  Jh>"  ) -h  r '*  cos  (a*»  —  a/)  —  ar'/"fcos(*.ip  —  t>'—  o'M] 
3m  r    ^ -, 

qui,  en  se  développant,  produit  des  termes  de  cette 
forme 

^  H  m*  c'«  -+-  ~  H'  /n«  <■'  e"  -+-  ~  II"  m«  e"  », 
m'  m'  m' 

e"  étant  le  rapport  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  m" 
au  demi-grand  axe. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir,  par  l'analyse  du 
n°  94  y  que  la  quantité  précédente  produit,  dans  l'ex- 
pression de  la  longitude  e  de  l'époque ,  des  termes  pro- 
portionnels à  l'excentricité  c'de  l'orbe  terrestre,  et 
par  suite ,  dans  l'expression  de  la  longitude  vraie  de  la 
Lune ,  une  inégalité  séculaire  analogue  à  celle  qui 
résulte  de  l'action  indirecte  des  planètes,  et  que  nous 
avons  déterminée  n°  94.  Mais  tous  les  termes  dont 

m" 

il  s'agit  étant  multipliés  par  le  très-petit  facteur  — , 

peuvent  être  regardés  comme  insensibles  relativement 
à  ceux  qui  forment  Y  inégalité  séculaire  proprement 
dite,  et  qui  sont  simplement  multipliés  par  m2;  il 
paraît  donc  inutile  d'y  avoir  égard. 

L'action  directe  des  planètes  est  donc  à  peu  près 
inappréciable  dans  la  variation  séculaire  de  la  lon- 
gitude vraie  de  la  Lune,  tandis  que  l'action  indirecte, 
transmise  par  le  moyen  du  Soleil ,  produit  la  partie 
très-sensible  de  cette  variation  que  la  comparaison 
des  anciennes  observations  aux  modernes  avait  fait  re- 
marquer aux  astronomes  long-temps  avant  qu'on  fut 
parvenu  à  en  découvrir  la  cause  théorique. 


oqI< 


DU  SYSTEME  DU  MONDE.  565 


CHAPITRE  VIL 

Expressions  numériques  des  trois  coordonnées  qui 
servent  à  déterminer  à  chaque  instant  la,  position 
de  la  Lune  autour  de  la  Terre. 

i3a.  Nous  allons  réunir,  sous  un  même  point  de 
vue,  les  différens  résultats  auxquels  nous  sommes 
parvenus  dans  les  chapitres  précédens  ;  nous  conver- 
tirons ensuite  les  formules  littérales  en  nombres,  au 
moyen  des  données  fournies  par  l'observation,  et 
nous  obtiendrons  les  valeurs  des  trois  coordonnées 
d'où  dépend  à  chaque  instant  la  position  de  la  Lune , 
avec  toute  l'exactitude  que  comportent  les  observa- 
tions modernes.  Nous  aurons  ainsi  atteint  le  but  final 
qu'on  doit  toujours  se  proposer  dans  la  théorie  de 
notre  satellite,  quelle  que  soit,  du  reste,  la  marche 
plus  ou  moins  directe  qu'on  ait  suivie  pour  y  par- 
venir. 

Dans  les  formules  suivantes,  on  se  rappellera  que  v 
désigne  la  longitude  vraie  de  la  Lune ,  t  4-  e  sa  lon- 
gitude moyenne,  mt  -h  e'  celle  du  Soleil  ;  et  que ,  pour 
abréger,  nous  avons  nommé 

p  =  cl    -h  eg  —  w   V anomalie  moyenne  de  la  Lune; 

<p'  ■=.  c'mt  -+■  c's'  —  m'  l'anomalie  moyenne  du  Soleil; 

Ç  =  t  —  mt~ht—  e'  la  longitude  moyenne  de  la  Lune  moins  celle  du  Soleil; 

>j  =  gt  -+-  gg   —  6  la  longitude  moyenne  de  la  Lune  moins  celle  du  noeud: 
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Dans  ces  valeurs,  les  trois  quantités  £-,  w,  6  ne 
sont  pas  constantes;  elles  doivent  être  augmentées 
respectivement  de  leur  équation  séculaire,  déterminée 
par  les  formules  suivantes,  nos  94  et  98. 

Équation  séculaire  du  moyen  mouvement  de  la 
Lune  , 

Equation  séculaire  du  moyen  mouvement  du  périgée, 

r_?ffl._^m._^m._!2m,,-| 
L      *(*-^-)^f-v  J 

Equation  séculaire  du  moyen  mouvement  des 
nœuds , 


r    9   ,     33    ,     3îi6i    4     84517    .     "î 

I        8  5a  206  1024  ! 


/■(«"  — E")  A. 


Dans  l'intégrale  /(e'2  —  E'2)dt,  e!  est  la  valeur  de 
l'excentricité  de  l'orbe  solaire  qui  répond  à  £=o, 
E'  sa  valeur  après  un  temps  quelconque. 

Les  quantités  c  et  g  qui  fixent  les  mouvemens  pro- 
gressifs du  périgée  et  des  nœuds,  sont  déterminées 
par  les  formules  suivantes,  nM  *4>  5i,  70,  4i>  60, 
83  et  97  : 

3  ,     *a5    .     4071    4     265493   , 

4  32       128       2048 
_  1282263»  ,  _  1273925965  T 

2j5ç6  W     589824  m 
/  3   ,   675  ,   3i893  .   2891955  \  , 
\8      64      5i2       8fjy»    / 
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/  9  8i5    ,  (  61170     t       17678^)    A    ,. 

\  o  S'a  -ilAi  1024         / 

\  1  ia  ia8  ioa'|       /' 

*(*--¥  "") '••-" 

^     «  *  *       9    «  /1  « 

—  g?'"  <-V-»~   7»"J  V 

34576  "'       M^8S4  m 
/3    ,      189    ,      3«m     ,      885arei5    ,\   , 

+  (««._»*_?£*_  HZ»*).,. 
\8  3a  a56  1024      / 

\8  (>4  5ia  4otyfi      /  ' 

-(lm'-6l  "')<""" 

-Ï"MJï--H',+£-v 

Cela  posé,  en  ne  conservant  dans  l'expression  du 
rayon  vecteur  que  les  termes  du  cinquième  ordre, 
les  seuls  qui  puissent  produire  des  quantités  sensi- 
bles (*),  et  en  réunissant  les  résultats  obtenus  n°*  26, 


(*)  Les  termes  que  nous  supprimons  ici  étaient  nécessaires 
pour  le  calcul  de  la  longitude  vraie,  qui  exige  que  les  approxi- 
mations soient  poussées  beaucoup  plus  loin  que  pour  le  rayon 
vecteur. 


Digitized  by  LjOOQIC 


568  THÉORIE  ANALYTIQUE 

53  et  72 ,  on  trouvera 

Expression  du  rayon  vecteur  en  fonction  dcHa  longitude  moyenne. 
a  m*       !79    a      97    e       w1   .. 

»  -t-  "^  —  ""33  w»  —  /S  m    ^ ^  e 

r  6       288  4°  4 

m*       6A5    ,      i52i2û    . 

1  -#-,75-  —  -=3  m* -*  ».* 

6        138/ 


-  (i +f-)  ••-£-■■  }•— 
!-(S--S-Wi') 

-+■  (  1+5»1-  %—  m*  —  5 e* J  «•  cos  a 9 
-+-  i  *  cos  4^  -h  —  «•  cos  5ç> 


a  16 


^4  «6  4 

-§  m1  «"  cos  a?'  -^jm*e"coB30' 

4  16 

21  1 1  k3    ,      833    _ 

Tw^lfmH--8"ro 

5i       s      180      „     63      , 

-64mérM~§4we  ~7Bm> 
-  Tm~'S4"m~73"m 

5i       .      189      ,,     63       . 
~64mc  -T%me  +tfmy 


i  e*  cos  0' 


e  c'  cos(jp  -  0') 


I  e  e'  cos(0  H-  0') 


(21  1 161     A     .    ,         .  .. 

TmH~"l2-      /        *  C08(*P  —  ?) 

^(-S—  ^)-'«COS(P^2?') 

H j.  m  e*  e'1  cos  (20  —  20') *  m  <?*  e'*  cos  (20  H-  20') 
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/m*      3    ,      5  ,       i35       A     , 

/      5      i35  48i     A  , 

/33    ,       i35  A        f 

■^35  T5f e  )  e  /  C08  (9  ■+■  »«> 

'  3  3 

■7«'  e'  y*  cos  (ç»'  —  a»»)  -^-7'»,  «'  '/  cos  (?'-+-  ai?) 

"gïm  *  *'  "'*  C08(?  —  ?'  —  a*») 
04 

O  18  V) 

■(?~3-)" 

"  8me^e  -Tme/      IBm^ 
i5      ,    187    ,  ,  31673    ,      ma4g5     « 

-S•»,'*-(^6'»-f'-•)'',        }— W-f) 

-(Tgm-4"ê'w,)'', 
33    ,      lot    ,      5897    < 


/4o5         5o37    ,\    ,      16S 


m'  e"       >  c  cm  (af  • 


.-J5"'? 


i-(t-*ï-')'-jï-'--ï-,',J 


«?'   C08  (a  £    —    Çj'  ) 


s'  cos  (a£  -1-  ç,') 


Digitized  by  VjOOQIC 


57o  THÉORIE  ANALYTIQUE 

/  i5  ,   aa5  ,   45    \ 

"*"  (   ^'^  17  m'"+"  l0  m  e*  )  c*  cos  (2g  -+-  aç>) 
'35„,-l_  ,269  .   47*55  ,     \ 

"■64"mc-64wtf,-T6mV 

(a3i  ,   5737  _   045    \ 
/   33  ,   1687  .   4o5    \ 

+  \    4m'~  Tg"1  ct)  c"cos  (a*  "*"  a^î 

(io5  7703    ,  \     . 

GfW"*~W m   )  e   C08(a|  ~  3?> 

2125      ,      . 

"*~"38ï" m   *    cos(af  -+■  3?) 
IQ5    ,    ,    , 

ft~m     C     e    Cos  (2£  —   2p   —   ?') 

»5     .    .    , 

4-   -g-  m*  <?»  c'  cos  (2Ç  —  2p  H-  p') 

4q 

-+-  ■?  ro1  e*  e'  cos  (2$  -h  25?  —  /) 

—    |   m*  e»  <?'  cos  (2g  +  2p  +  ç>') 

(255         1201 1    .\ 
la~m*+"'_256~     /  '  e    COs(a*  ~"  ?  ~  2*'} 

~*~  (~  h  m~~  "2^  m*)  c  eH  cos  (**-?  +  a©') 

"""la"  C0B  (2*  "*-  P  —  %?') 

55 

g  m  c4  cos(a£  —  4?) 

245 

-h  -577-  m  «••  p'  cos  (2|  —  3p  -i-  f»') 
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.^__m«+.|w._f_«m./^  /co8(a|  -  an) 

"(s,w"*"755m,)  e  yi  eos(a*  ~"  9  ~  *V}) 

i65 
"  k5  m*  e  v%  cos  (2*  —  ?  +"  a*î) 

/     33         5o3    ,\       ,        ,    „  , 

-  ~  m*  c'  y»  cos  (a£  —  ç/  —  a>j) 

3 

-  g  m»  e'  •/  cos  yi\  -+-  ?r—  ai») 

--^  m"  e*  y*  cos  (af  —  39  —  a»?} 

75 
-5-  m   **  /  cos(;j|;  —  a?  -h  a>j) 

33 

-  —  me*  y1  cos  (aÇ  h-  a?  —  2>î) 

'     i5         81     ,      58i7    ,  \ 

"-l6m-^6W-■a56W,  \.         t 

io5      .       i5       ,.       165       J«'C05Ç 

__IB__^m.j_CCo.u  +  ?) 

■(75TO-Wm,)î'e'c°'U-,'') 

(5     45        aaM    1      ,oa5  ,     5  „      i5  A  a    . 

43S     a    «  4o5     *i 

~7agm«'e  C0BU-a?)  -75gm^clco8(ÇH-a?) 

i5      a      ,       /v  ,N 

"  T  m 7ec  C0B(? -»-?  —  ?  ) 

"(à  ~~  4  m)  7' e  e' C08(ç  "*"  *  -+■  *'> 

435      a      „ 
~ïâ8mâ'  *    cos^f  -  *?) 

355      *      „  ,  „  r>45a. 


/a5     ,       u5    ,\  a 

•(cl"'--n8mj?c083* 


an5       a  '  i?i       & 

-gj-m*- rcos(3Ç  -  ?)  +  ^w'  jj}*cos(3f-HçO 
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25       a  a  . 

~~  64  m7'  y  cos(3*  ""  **) 

805        4 

-h  fe  m*  e'cos  (4Ç  -  /)  -|m«  e'  cos  (4|  -h  ?') 
+  (^m,+  lâw8)C,C08(4l"a?) 

-*-^m8cc/co8(4?-?-9')-^«8^'co8(4ç-f-h/) 

585  5o5 

■+-  5J5  i»f  e'  cos(4£  —  3<p) -f--jj- m' <?*<?' cos  (4f  —  2p  —  p') 

225 

rr-  m  e*  e'  cos  (4£  —  2p  -H  p'  ) 

-h    g  m"  •/,cos(4Ç  —  2*7)  -f"^gm*  *  "/'  cos(4£  —  p  —  217). 

1 33.  En  réunissant  de  même  les  résultats  obtenus 
nos3o,3i,  3a,  33,  34,  35,  36,  57,  58,  77,  78,  79,  80, 
101,  102,  109,  n5,  116,  117,  118,  119,  120,  isi, 
122,  123  et  124 9  on  aura,  pour  l'expression  de  la 
longitude  vraie  de  la  Lune,  en  fonction  de  sa  longitude 
moyenne  : 

Expression  de  la  longitude   vraie   en  /onction   de  la   longitude 

moyenne. 

v  =  ,  +  «  +  l  m*  ne»  -  E»)  dt 

/        î    ,     75    ,     2665o    4     4B?4?2§_»     657568i9^x 
(a-H3m-64m       rfô  m  "T*»  m     -l45Pë-m  ) 

4:/  -  (j  +  ^  +  ^y-  (9M^5^m.)c-  \c  sinp 
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-(jr^")"-^**"       >•■•'"' 

-(s-îi-)''-'-^'- 

■(j*S--8'-î<)-*" 

^e*Bin4P+i2Ee'sin5? 

,         735    .      1261     4      149S17    ,      3q57665    „N 
16  4  96  576 

96447  "M 
552g6 
'27         2925    ,      45h35    ,      39.522017    .\       v    ,   . 

Tm-t-^-m-t-i^rB,-+-  6T44  m  \   ><,s,n? 


9«    .  ^'m*  l   l387'nr* 

■4  WH"i^8  m+^rw 


81 
32 


.«2 


we   +3îm> 


c*  sin2?' 


5?  m*"  tin 3?' 
ai  ia33 


04  *°48 


307187071  to.  91720676239  w, 
1769472 


5i       ,      180      „      63      . 
+  3ime^lïwe    --8m> 

ai    717  ,   32i5  t   2806183  . 
4     32      32      6144 


>  e  e'  siu  (p  —  p') 


5i 


_  -99^09 w^»8o8fo6o3i9m<  ^  e  , 

2216  176947*  (  r 


17' 


""  32  ^  ""  "5ÎT  ^"^  "S"  m,/t 


63 
8 


S 


'io5 


6081 
"  128 


rf+îMzSrf 


5l2 


13 


945 


1641 

__L_f 


I  e*  c'  sin  (2^  —  p') 


128 


128' 


(~^rw~  ^m;  c,c'8in('i?+?') 
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/(»         5355    .      43557    ,  \ 

/     63         u45    .      io5i<)    ,\      „    .    . 
+  {  ~  Ï6m- Ttf  m  ~  W")  ce    "n  fr  +  ■* > 

-+-^m««e'  »in(3?-?')— 3^mf«e'.iiiD(3P  +  p') 

[1       it    ,      33    ,      6a3    .-| 
-4  +  ïïm  "S"  -3g"4      , 
-(^-îà-)•,-8'',  J 

/3       i35  69     ,      a837    A      .    .    . 

+  1 4  ~  "3T  "'  -  3S  m  "  348'"  j  «»'  s,n  ^  -  2"> 

'»M_22|1rf_fcîirf+^me.+.2L1IA 

16  108  5ia  iq8  i*j8  1 

45  le1/ sin(ç/~  a>ï) 

V       -T3m^  / 

/  3  201    s\    ,  t    .   ,  ,  ,  ' 

_+"  VT6m"f"TÏ8     J     v  8in(?    '"2,7) 

ge  /   s,n  (3?"*-  2v?) 

-H^-m  e  e'  y*  sin  (ç>  —  ç.'  —  217) 
2m  <?  c'  •/*  sin  (y  —  y'  -f-  a»;) 

~  \im  C  e'  y*  Sin  ^?  "*"  9'  ~~  a^ 
-h-jim  e  ef  y*  sin  (p  -*-  w'  -f-  2>j) 

-h^m  <?"/  «ih(a?'-2i,) 

-h^iw  c"  /  sin  (a?'  -Haiï) 

4--^es  -/  sin  (3?  -  -ii,) 

—  V^f'v*  sin  (3e -h  a*?) 

-+-  3^  '/  sin  4* 
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103 1 


75»  ""■-»- 13"" 

i5       , 
13"» 


8  12  7a  108  i()5888  \ 

102859909  '  3748i755oi 

"*"    1244160    m  .      373248oo 

I    îd  64  1024  4096 

l  +ifiojfi!8|-l 

1        \  ^949'a  / 

\\& w_4"24  m"*"T4rm+"8Br    / 

(2m-4_  4?  m.  .   5,49  m,  .  91745   A 
16  64  3072  368(i4 

*SSB- 

1      /  63  i-fli    ,      544181    ,\  ,  , 

I       /  i5       ,    269     ,      221027     \       . 

11025  .  „   975   .  ..   555   . 

256  256        5 12 

65i7  .  ,   3A5  ,  „  ,   3g    „  , 

1024  32      '   256     ' 

/1925  .   32o85  _   525   .   37">   , 

I02i  2O48  »**«  »*** 
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8  24  576  3456  4l47a 
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ô5agfio 

\  '6  (4  ioa4  4og6        /      \ 

/.353    ,      taffïg    ,\    „  V8.n(if-?') 
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i7875<yi85  16839339119 

331776  4976640 

|   775    iii3  ,   5oi6i  ,   470i4a5  A  . 


fe'ain(a$-t-ç>') 


a56      ia8 

64 


307a 


3 

7a8' 


375  a* 


aii765ai3i  a   i5o834oa58n  , 
"*"   884736  m"h   i3a7io4o  m 
i5   _   aa5   ,t   3   , 
.^64mc--37,ne  -8Wy 


»  e'sii^a?— a?) 


/95    ,      913    ,      148693    4      5i5       .      39      A   t  .   /   u 


35m   .     l80tm«    .    ^m'    I     l5°79J7  m4 

4     3a      ia8      0048 


iaoai89  .   a6o3643ao33  .     f 


176947a 


ia      3a      a   ' 

,5«   I73~»  .  49°45-.,  ,  a9i83oo5_4 
4    3a     384      i843a 

a8a7aia637  B   47o658i48655  ,1   ,  .  .»        .  M 

9i5   .   iS   „   3   , 


19    ,      3i3i    ,      1 15757    .      5346351    . 


64 


6144 


I 
15" 


''_,7m.     »«îm,     "80873  9677359  m.^ 

Ï6m     l97m  — poFm     "5559Tm 

-ï!^rae,-'-lm•', 


Tome  IV. 


|ee'»in(af-t-ç>  —  p') 

|*e"«iii(iif-+-p-»-f') 
3? 
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16  9!)  144      ^    27648        \  ,. 

/io5         6011    ,      2gG4653    A    ,    .    ,    , 

+\iïm+w  +^m~  )   8,,,(af  - 3?) 

+  (Tpm,-1-^,",)  «"  ,in  (af  +  3?> 

+  (     TRr"M-ï*,  +  ^n,')e.,'.i„(2S-a?_p') 

^S    ,    ,    ,    .    , 
+  7-T  m   e'  e'  sin  (af  -t-  3p  —  p') 


64 

2a5 


-  |?    «*   tf1   C'   8in(!lÇ  H-   2Ç>   -h   p') 


280 

■*■  16  m*  *  e"  8in(*s  -+-  p  -  V) 

35 

-+-  -j  m  c4  sin(2f  —  4?) 

2|5 

"+"~érm  e%  e' fiîn  (3*  —  3^  —  ç/) 

io5 
—  -5— m  <?'  c'  sin  (a£  —  3ç?  -+-  ç' ) 

765 
"*"  64" m  '*  e'%  •»»(**  —  aP  —  2P') 

5a5 
~~!rim  c*  e'*  8in  (2*  -*-»?-+■  V) 

■Bme"-femtf  +  64wy  / 

+  V" sm    p"  "  64  w c  +  64 "^7  y  6in  <a*  + a"> 

/3         61     t      «7787    A        ,    .    , 
/     5  19    t     35735    A       ,    . 
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(33         a3i    ,      aoi    A-     .   .    ,   .. 
~  fcm^a56TO  +  57ïm>e  y  Sln  (a*  ■+"  *  -\a*> 
3o 
~"  3ïi        e  "'*  sin  (a*  "+-  P  -•-  a>>) 

H"\TSm'~T',,7  e'  y%  sin(2*  —V-  **) 
+(t  ^ w~  Sm')  *'  ^  8în  (**  +  f'  -  a«> 

H-  g7  w»s  c'  •/  sin  (a£  -+-  ç>'  -f-xa»7) 

i5 

—  5- m  <?"  -/  sin  (a£  —  a?   —  a»/) 

15 

—  ~  m  e*  y1  sin  (aÇ  —  a?  -h  a*0 

45 

—  |^  ni  e»  •/  sin  (aç  ■+-  a?  —  2*}) 

-h  2  m  e  «'  /  sin  (a£  —  y  —  /  —  a>,) 

3 

—  -  m  e  «'  ■/  sin  (aÇ  —  j>  -h  ç/  —  a>,) 

—  ^  w  *  «'  /'  8in  (**-+-?-?'  —  *>ï) 

33 

-H  5-  m  c  <?'  y*  sin  (a£  h-  ç,  h-  ?'  —  a»?) 

35 

—  1^  m  e  e'  y*  sin  (a£  —  9  —  ç/  -+-  a^) 

H--^m  <?  e'  */*  sin  (a{  -  e  +  /  +  a»?) 

i5  q3     .       6887     .        137197       « 

8  8  ia8  5ia 

463oo6i     ,       aao74o555  .  „    . 

i5       .       i5       „       i65       , 

,3.9',333    4  I  (.->»)-,<  «n(f-P) 

37- 


Digitized  by  VjOOQlC 


58o  THÉORIE  ANALYTIQUE 

fb      45         6699  .38987.  ,45  A 

,5  J(i-2*)-;e'sm(H-t') 

+  -&  ) 

-+-  '-m-/e'  sin  (Ç  -f-  9  —  ç>') 

■8-l6mj?Ce,,n({  +  ?-?) 

/i5    ,      5    ,      35a     ,      6G6a4o    ,\  «     .    ,_ 

/     o535    ,      8i865    ,      758ioÎ9   A,  ^',       •    /»>•        % 

-^m'^e  sin(3{  +  P)  +Sm*îîe'  "in(3f  ~  ?,) 

+  (TSm,-^m,)^e'Bin(3l"h9,)-^m^,in(3f~,?) 
-t-*-"»j,ee'iin(»f-P-t-P')— î^m  j,-/**in(3f-a,) 

[ao.  649  6I7623  313633^  ~l 

*(*-*«-*5B-)'-i^J 

c«iu(4f-p) 

^  / 1407  _.      19981    ,      ifi6a5    ,   ,      385    ,   ,\    ,    .    ..„ 

(301     .      56i  1  4275    ,.       qq     ,    A    ,    .    , ,  „ 

/iia5    f      18495    ,      i755883    4     66847gS3    A    .    .    ,,„ 

\  ?.-)(»  5l55  819Ï  Ol44o  /  V^  ry 
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aie"" 


^—  m'  e*  sin(4*  -*-  aP) 


-(-s--!â;---^2-)"'""<«-'+'''» 


585 
■+■   ;gg  w'^sin  (4C  —  3?) 

-   lljL  mtefle'tiD(4(  -  a?  -+-  9') 


~ïa8  '"  "  ~  ""  ^        ~r    '    r; 
n335 

256 

a55 


+  ?ig5w>ee'«8in(4f-P-2?') 


-jg   m«ee"8in(4Ç  -  ?  +  a/) 


9 


3  3?i5 

•+-   ^   m  /  «in  (a|  -  4,)  -+-  g^  m»  sin  6Ç 


~ ^ (f +  T")  >  8in(/<  -  ^ 

i5v^5Yiiii»i  x 

Q/»)fl/ («r-2ï ;  -  38)  e  /  cos(3/£  -  «  -  a,) 

ia8(3/-c-aff)V3/-c-a^)  /      7         v  y         *  *' 


Il  faut  encore  ajouter  à  cette  expression  les  inéga- 
lités résultantes  de  l'action  des  planètes,  n°  128. 

1 34 .  La  latitude  de  la  Lune  au-dessus  du  plan  de  l'é- 
cliptique  mobile ,  c'est-à-dire  Tare  dont  le  sinus  est  -» 
a  pour  expression 

•hut-=s?.+iO),+èO)1+€le- 


Digitized  by  VjOOQIC 


58a  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Au  moyen  des  valeurs  de  -  ,  n08  44  et  86,  on  a 
formé  les  suivantes  : 


■  ^m  c;  /  sin  (©'-+-  ,) 


(g  ai     .       us  19     _       45       ,      117      ,.\   ,  .    ,  ».       v 

"+"(~Sw"i"75w,t)  c  y*  ■*»(**  +  j»  +  fl) 

"*"(""  5  m"4"3Bm")  ey*  8in(a*  -  *>'-*-  *) 
"*"(    3amH~a36m/  *'7"  sin(**  -*•?'+*>) 

+  jjm^' /  sin  (aÇ  —  ?  —  ç/  —  »») 

-H  -r  m  «  *'  /  «n  (a|  —  ?  —  p'  -+-  n) 

3 

-  7  e  -/  sin  (y  -  Si,) 

-  7  c  */  sin(p  H-  3fl)i 
(î)'=jj/ .in, +  £/*.*„. 
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En  vertu  de  ces  valeurs  et  de  celle  de  -  donnée 

r 

n0s  44  et  86 ,  on  trouve  pour  l'expression  de  la  lati- 
tude de  la  Lune  au-dessus  du  plan  de  l'écliptique  vraie  : 

Expression  de  la  latitude  en  fonction  de  la  longitude  moyenne. 

1         ia8  5ia  24576  I 

Lalitude  =  \  -  (  !  -+"  57Îm')  ^^  y  mV*  /  y  si"  n 

\       \8      a56  1034     )y       8     y  ^64y    ' 

(  l  -  64  m  -7ÔW  ""^8  m  ""^88  W  1 
7       /     5      i35         455i    ,\  t      aa7    ^      ( 
■4"^(-8^  64-m-*  "  5Î7m>-"  64  m  c     /^«fr-'î 
1/3      i35         88i    A    ,  \ 

m«       io5  a655^      7'o43'm, 

a        64  ioa4  6144 

(5      85ai    A    .      m    *  „         f  .   ,  \ 

-  4  -  -5Ï7mj e      3TwV        }«*■«(*♦-  *) 


c'  y  sin  (/  —  „) 


c'y  sin  (y '-+-17) 


3     9  ,   1107  ,   537375 
/3   i35    1449  ,   ^4*3  ,\  •   •  / 

+  (3mH_S  m'•4"i^^m,)  "'7  8in(ç,~  ^  ^ 

/       Q            123      t        18837     A        ,         .    ,  x 

-+   I  —  ^  m ^-  m* jggi-  m»  t  c  c'  y  sin  (y  -4-  f  '  —  >?) 
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_4o5 
64 


m  <?»  c' 


y  sin  (aP  4-^4.,) 

—  7   m  e  en  y  sin  (y  -+-  a?'  -f-  ,,) 

+"£|  «•>  sin  (4,  _„)  +^Sy  sin(4p  +  „> 
~y'  sin  3,+  (5— ^1»)  ey"  sin(P-3„) 

-  g  e  y'  sin  (*  +  3i0  +  gj  »  *'  y»  sin(P'  -  3,) 
+  gj  «  ^  /  8iD  (*'  "*-  **)  -*■  grj  /  sin5, 

_  il  m ,.,  ,    3g  i5  *   «' 

Ï3""  +758me'  +^1F 


y  «iu(af  —  *) 
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ÏÏ5     "^  27648 
i35  îgao    ,      io68a5    . 


)- 


/i35    1919    i*»i5 
/  55  ,   1481  A  „ 

3 

'65 


/  3     &_  ,   17971  A  , 


y  sin  (a? -h,) 


3375   4 
io5  « 


3835 
158' 


/  i5    3o35  A  , 
(-64m-l68m)5' 


109835 
1034 


ey  sin  (3{  — p—  ))) 


i5    34c  ,   4588i  .  ,  i844o83  / 


c  y  sin  (2  %  —  9  -+■  rj) 


-3    a3 


sin(2$-t-p  —  »») 


(-|n 


(t-*Ï-)  <* 

"V   5 


«  y  sin  (af  -+-  p  H-  17) 
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a8o55 
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■(-Ï-S-)' 

■(i-a-)»- 


e'-/  sio(aê  — j»'— ,) 


!  52  138  IOl4 

/3i5         î77ii    ,\   ,      i353     .    ,.  !    , 


■(-A-S-)/ 


3  n5    _      ao83    ,      i388i5 


>  e'  y  sin  (a£  -+-  5»'  —  rt) 


8'"      W         W       ^  "36864 

3a      384     JP'6         f 
/   i35    4359  A  f   11   ,  ft  [    , 


''47m   3*57     808711  , 


5187   ,   io5   „   197   f  )••  ?««(»! -»P«-f) 

i5    i555  ,   336a3  , 

64     5ia     13388        . 

^27„,  ,  3o3     7779 

64w  +  a55w+4o^m  - 

4041       ,      i35      „      145  I  •"  y Bin  <**  + 3?  - *> 

2-^7  m  e*  —  — n  toc" ^  m  y*  / 

1034  138  356     7  y 

/4a5  a65    a       i33o5       ,      137      ,\    ,      .    ,   . 

lT3  "  +T54  *"  +  7554  "°  _5Ï3"»V  '  '  ,,n<a*  +  «p-"  «> 
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,35      ,      6,5       „      a,        ,     l««'y«»(>«-1»-.f +») 

H-  (  —  -  m  —  ^  m*  i  c  e'  y  sin  (a  £  —  9  -+-  5; '  —  17) 

+  |wlee'y  sin  (a£  h-  9  —  9'  -f-  *) 

-t-(-gw^  T      /  e  e  v  8in  (*£-*"  ?•+•  9  —  «) 
—  |  ro*  <?  e'  y  sin  (a  $.-*-  7  -h  9'  -+■  ri) 

+  (s  w  +  i§6  m*) '"*'  8in  (a*  - 3*'  "^ 

"*"  "5a  m*  C'f  7  8in  (a £  —  2P'  "+-  *) 

+  ?me,y  sin  (aÇ  -  3?  -  >j)  +  -i  w  e'  y  sin  (2$  —  3y -h  17) 

-+-  ~  e»  y  sin  (a^-t-  3?  —  >?) 

I057       ,    ,       .     ,   „ 
H — =^m  c1  e'  y  sin  (aÇ  —  aç>  —  9'  —  »j) 

455 

~~  âl6  m  e*  *'  y  Bin  (3*  ~~  2?  ~  9'  "*"  *' 

"*"  ôH  **  c*  *'  y  8in  (a|  —  »?-+-?'-  1) 
H — -qt-m  e*  e'  y  sin  (2|  —  ap  -+-  9'  H-  >?) 

fis 

-+-  gr   m  e*  e*  y  sin  (a£  H-  39?  —  9'  —  V, 

-  p    m  e*  e1  y  sin  (a|  -+-  a?  -4-  9'  —  19) 
--f-    —    m  e  c"  y  sin  (a{  —  ?  —  a?'—  ij) 

-  ^     m  r  f'2  y  sin  (a£  —  9  -f-  29'  —  »,) 
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45 


—   x-    m 


3a 


e  e'*  ■/  sin  (a£  —  9  -+-  2?'  -h  >j) 

5i 

-+-  — -  m  e  e'*  y  sin  (a|  h-  çj  —  a?'  —  17) 

—  £-  m  e  ets  y  sin  (a£  -*-  7  -+■  ap'  —  37) 

._B1_a_M.___m. 

-T6MC  ~Swe  +kmy 
i5         83  38917 

57       ,      i5      „      .65  lj  »«»«  +  ') 

""  ef  m  ? *  *'  8m  (  *  ~~  ?  ~  ")  ~  04  m  ? *  y  8in  (  *  "~  *  +  ,} 

171       a  .    ,„  x      i35      a  .    /v  x 

+  (5-fw)£c'*'sin  (*+-?'+>> 

""^âm  7y  »m(3*-  v,)H-^ro*-y  sin  (3Çh->?, 

i5 

ë4' 


6a5      a         .     ...  .       i5      «    ,      .    /a>   ,     ,         * 


33     ,      6ai     4      455ao3    . 

5  mS  -H  = m4  -*-  2 55-  ro* 

iab  5ia  iaa88o 

■(s^e-)--3-'-}'-(«-^ 

^a^m*"/8in(^+^^(ËW*+^W')<îy8in^?~î,"",î' 
~'""3â~m'*y  «n(4f  —  ?-**)■+-  5^m*cy  sin(4$-t-p  —  ») 
H-^ggm^'y  sin  (4{— /  —  >})— ^m»  c'y  sin  (4?  -+-?'—  >?) 
58^  aoa5 

*+"5îâ'"*e,y  8in(4£— *?  —  *)  "I"377m*c*  y  "n(4*  —  »?  ■+•*) 

-h  -5—  m'  c  &  y  sin  (4  {  —  7  —  ?'  —  ij) 
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|-    m»  e  e'  y  sin  (4|  —  <p  -+-  ?'  —  *) 


i) 


35  i5 

4-gjmc'/sin(QÇ  —  /  —  3>?)  —  gr  "»  «'  y»  sin  (*Ç-t-?' —  3>j) 

-f-^m»/sin(4Ç-30- 

\a*'ïV/DV   ,      ,/a      ™      43    .       fi      4   A    .    , 
7  m'  (t)   -tM^s  +  ^  +  îg^-^-î/JinA 

i35.  Pour  réduire  en  nombres  les  formules  pré- 
cédentes, nous  rassemblerons,  dans  le  tableau  sui- 
vant, les  valeurs  des  diverses  quantités  dont  nous 
ferons  usage,  et  qu'on  peut  regarder  comme  les  don- 
nées fournies  à  la  théorie  par  l'observation  : 

n ,  mourement  moyen  sidéral  de  la  Lune , 

cn365J* i73a5593V>4      * 

T,  temps  de  la  révolution  sidérale  de  la 

Lune 236o5gi",&> 

m,  rapport  des  moyens  mouvemcns  du  So- 
leil et  de  la  Lune 0,07480x30 

e ,    excentricité  de  l'orbite  de  la  Lune o ,0547307375 

e',  excentricité  de  l'orbe  solaire  (en  1801}..     0,0167918226 

y,  tangente  do  l'inclinaison  moyenne  de 
l'orbite  de  la  Lune  par  rapport  à  l'é- 
cliptique  vraie 0,089673362 

-,  rapport  des  demi-grands  axes  des  or- 
bites de  la  Lune  et  du  Soleil o  ,0025?55 1 

-  y  rapport  du  rayon  moyen  du  globe  ter- 
restre au  demi-grand  axe  do  l'orbe 
lunaire o  ,oi656i  7 

-j  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à  la 

somme  des  masses  de  la  Terre  et  de 
la  Lune — 

fv ,  longit.  vraie  comptée  du  point  mobile  de 

5o"  v 
réquînoxeduprintemps=iH •••     (1,000002886)  v. 
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Les  quantités  e  et  y  résultent  de  la  comparaison  des 
coefficiens  des  sinus  des  angles  <p  =  c^  +  C£-w  et 
rç  =  g*  H-  ge  —  0 ,  déduits  de  l'observation  avec  leurs 
valeurs  données  par  la  théorie.  Les  autres  quantités 
qui  entrent  dans  le  tableau  précédent  résultent ,  soit 
de  l'observation  directe,  soit  des  divers  phénomènes 
qui  dépendent  des  mouvemens  lunaires. 

Au  moyen  des  valeurs  qui  précèdent  et  des  expres- 
sions analytiques  des  équations  séculaires  du  mou- 
vement moyen,  des  mouvemens  du  périgée  et  des 
nœuds,  donnés  n°  i3a,  on  a  trouvé  d'abord  : 

Expression   numérique    de  l'équation    séculaire    du    mouvement 

moyen. 

[0,008392800(2)  -  0,00004938  indct.  =  o,oo83435oa )f(en  —  E")  dt. 

Expression  numérique  de  l'équation  séculaire  du  mouvement  du 

périgée. 

t  —  0,006294639    (2)    —  0,010790247    (3)  H 
-0,007371013    (4)    -0,003994393    (5)    J /(*'«- E")*. 
—  o,oo35  indét.     =  —  o, 03195029  J 

Expression  numérique  de  l'équation  séculaire  du  mouvement  des 

nœuds. 

[0,006294639    (2)    —  0,0004316100  (3)  "I 
-o,ooo38639o    (4)    -0,000194045    (5)      /(*"- E'»)<*/. 
=  o,oo528259i  J 

Pour  évaluer  l'intégrale  f(ef2  -  E'2)dt  qui  entre 
dans  ces  expressions,  nous  observerons  que,  par  le 
n°  98  du  livre  VI ,  on  a 

E'  =  e1  —  o",o9o3383 1  —  o",ooooo3a2oa  1  " , 

ou  bien ,  en  réduisant  les  secondes  en  parties  du  rayon 
pris  pour  unité, 

E*  =  c'  —  0,000000437971—  0,000000000015612/*, 
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t ,  dans  ces  formules ,  représentant  l'intervalle  de 
temps  écoulé  depuis  1800,  et  compté  en  années  ju- 
liennes de  365  jours  \. 

En  élevant  l'expression  précédente  au  carré ,  et  sup- 
posant e'  =  0,0167918,  on  en  conclut 

c'*—  E"  =  0,00000147087  (  —  )  h-  o,oooooooo33a5  l  —  )  ; 

et,  par  suite, 

fp*  —  En)dt  =  0,0000735435  /-LVh-  0,0000001108  (— )'• 

Comme  nous  avons  supposé  dans  les  formules  re- 
latives aux  inégalités  du  mouvement  lunaire ,  le  moyen 
mouvement  sidéral  de  la  Lune  en  365  jours  -J ,  on  n 
égal  à  l'unité  y  il  en  résulte  que  t7  dans  ces  formules, 
représente  l'arc  que  décrit  la  Lune  dans  le  temps  t ,  en 
vertu  de  son  mouvement  moyen  ;  il  faut  donc  multi- 
plier par  rc  =  i7325593",54  l'expression  précédente, 
pour  la  rendre  conforme  aux  suppositions  de  notre 
théorie ,  on  aura  ainsi 

/(<?"  —  E'f) dt  =  i*74V85  i*  "+-  l%92o»', 

i  étant  le  nombre  de  siècles  écoulés  depuis  l'année 
que  Ton  a  choisie  pour  époque. 

Si  l'on  substitueàla placede  l'intégrale/^2  —  E'2)dt 
sa  valeur,  les  équations  séculaires  du  moyen  mouve- 
ment ,  des  mouvemens  du  périgée  et  des  nœuds ,  de- 
viendront respectivement 

io*,63ii66i*  -+-  oV>i6oi()i*, 
—  4o",6u456i"  —  o",o6nç)5is, 
6*,73iooii*  -+-  o",oioi4a5is, 

i  étant  le  nombre  de  siècles  écoulés  depuis  1800. 
En  réduisant  en  nombres  les  valeurs  analytiques 
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des  deux  constantes  c  et  g,  n°  i3a ,  on  a  trouvé 

[o,oô4Tg64*6  (a)    +  0,0029411794  (3)  h-  0,000923699  (4)~| 
H-  Of0002735l9  (5)     -+-  0,00008oi68  (6)  -h  0,000022215  (7)    h 
H- o}  0000 1 2000  (ind.)=  0,008450821  J 

[0,004196426  (2)    —  0,000117712  (3)  —  0,000056729  (4)~| 
—  0,000002499  (5)    -+-  0,000001326  (6)  h-  0,000000866  (7)  I- 
=  0,004021678       J 

On  aura,  par  conséquent,  pour  les  quantités  qui  dé- 
terminent les  mouvemens  du  périgée  et  des  nœuds , 

(i--c)n*  =  (o,Oo845o82i) ni,       (g—  i)nt  =  (0,004021678)  n<. 

Suivant  les  observations ,  le  mouvement  du  périgée 
est  (0,008452)  nt ,  et  celui  des  nœuds  (0,0040217)/**; 
ces  valeurs  ne  diffèrent,  comme  on  voit,  que  dans 
la  sixième  décimale  pour  le  mouvement  du  périgée  ; 
elles  sont  identiques  pour  le  mouvement  du  nœud.  Cet 
accord  doit  être  regardé  comme  la  vérification  la  plus 
certaine  de  l'exactitude  de  la  théorie  lunaire,  et  il  mon- 
tre en  même  temps  qu'il  était  indispensable  de  porter 
les  approximations  aussi  loin  que  nous  l'avons  fait. 

i36.  Reprenons  maintenant  les  expressions  du 
rayon  vecteur,  de  ia  longitude  et  de  la  latitude  de  la 
Lune ,  et  occupons-nous  de  réduire  en  nombres  les 
coefficiens  des  diverses  inégalités  qu'elles  renferment. 

Les  astronomes ,  pour  calculer  un  lieu  de  la  Lune, 
emploient  ordinairement ,  au  lieu  du  rayon  vecteur, 
la  parallaxe  horizontale,  c'est-à-dire  l'angle  sous  le- 
quel le  rayon  terrestre  correspondant  à  une  latitude 
donnée  serait  vu  du  centre  de  la  Lune;  cette  paral- 
laxe, qui ,  jointe  à  la  longitude  vraie  et  à  la  latitude, 
forme  les  trois  coordonnées  nécessaires  pour  déter- 
miner la  position  de  l'astre ,  est  facile  à  déduire  de 
ce  qui  précède.  En  effet,  si  l'on  nomme  p  la  parallaxe 
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horizontale  de  la  Lune,  D  le  rayon  terrestre  qui  lui 
correspond,  et  r  la  distance  du  centre  de  la  Lune  à 
celui  de  la  Terre ,  on  aura 


D 

8inp  =  7, 


expression  dans  laquelle  il  suffira  de  substituer  pour- 
sa  valeur  en  .série  de  cosinus  d'angles  croissant  pro- 
portionnellement au  temps  t ,  pour  avoir  la  parallaxe 
exprimée  dans  une  série  semblable.  Soit  -  (i  +  k)  le 
premier  terme  de  ce  développement,  c'est-à-dire  la 

partie  non  périodique  de  Ja  valeur  de  la  fonction  -  ; 

r 
a  représentant  d'ailleurs,  comme  précédemment,  le 

dçmi-grand  axe  de  l'orbite  elliptique  de  la  Lune ,  qui 
est  lié  au  moyen  mouvement  donné  par  les  observa- 
tions, par  la  troisième  loi  de  Kepler;  en  ne  considé- 
rant que. ce  terme,  on  aura 

D(i  +  *) 

Cette  quantité  est  ce  qu'on  nomme  la  constante  de 
la  parallaxe.  Pour  en  déterminer  la  valeur  par  une 
formule  facile  à  réduire  en  nombres ,  il  faut  faire 
disparaître  le  diviseur  a  de  son  expression  ;  pour 
cela,  nous  observerons  que  sous  le  parallèle  dont  le 

sinus  de  la  latitude  est  -=,  l'attraction  de  la  Terre  sur 

V3 

les  points  placés  à  sa  surface  est  la  même  que  si  sa 
masse  entière  était  réunie  à  son  centre  de  gravité. 
En  désignant  donc  par  G  cette  force,  c'est-à-dire  la 
pesanteur  terrestre  augmentée  de  la  composante  ver- 
ticale de  la  force  centrifuge,  et  par  M  la  masse  de  Ja 
Tome  TV.  38 
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Terre,  on  aura 

mais  si  Ton  nomme  g  la  mesure  de  la  pesanteur  sous 
le  parallèle  dont  la  latitude  est  X ,  la  composante  ver- 
ticale de  la  force  centrifuge  sous  ce  parallèle  sera 
égale  à  gq  cosa  X,  n°  16,  livre  Ier,  en  représentant 
par  q  la  petite  fraction  y—  ;  sous  le  parallèle  dont  le 
carré  du  sinus  de  la  latitude  est  {,  ona  cosa  X  =  }; 
on  aura  donc ,  pour  ce  parallèle , 

et ,  par  conséquent , 

En  nommant  m  la  masse  de  la  Lune,  et  nt  son 
moyen  mouvement  dans  son  orbite,  on  a  d'ailleurs, 
par  les  formules  du  mouvement  elliptique,  n°  aa, 
livre  II , 

De  ces  équations ,  en  faisant ,  pour  abréger,  ^  =  v , 
et  négligeant  le  carré  de  q9  on  tire 


a        V    (i-4-v)*D« 


On  déterminera,  au  moyen  de  cette  formule,  le 
demi-grand  axe  a  de  l'ellipse  lunaire.  On  en  conclut, 
d'ailleurs , 


Si  Ton  désigne  par  l  la  longueur  du  pendule  à  se- 
condes correspondant  au  parallèle  que  nous  consi- 
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ocrons ,  par  n  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au 
rayon ,  et  par  T  le  temps ,  exprimé  en  secondes,  d'une 
révolution  sidérale  de  la  Lune ,  on  a 


1 1  ** 


En  substituant  ces  valeurs,  on  trouvera 


.  iH-b) 

L'équation  (a)  donne  ainsi 


S1D  J>  : 


Soient/?'  et  D'  ce  que  deviennent  p  et  D  relativement 
à  l'équateur,  on  aura 


.     ,      D'    . 


mais  ah  désignant ,  comme  précédemment ,  l'apla- 
tissement du  sphéroïde  terrestre,  et  D  etiy  les  rayons 
qui  aboutissent  respectivement,  l'un  à  l'équateur, 
l'autre  au  parallèle  dont  le  sinus  de  la  latitude  est  ~, 

on  a ,  n°  4o ,  livre  V, 
On  aura  donc  ainsi 

ou  bien,  en  remplaçant  (i  •+-  k)  par  sa  valeur,  n**  a3 
et  5o ,  

38. 
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Cette  expression  est  ce  qu'on  nomme  la  constante  dP 
la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune.  Pour  la  réduire 
en  nombres,  observons  que  sous  le  parallèle  dont  le 
carré  du  sinus  de  la  latitude  est  -|,  la  longueur  du 
pendule  à  secondes  est  om,99a586,  et  celle  du  rayon 
terrestre  6369733  mètres.  La  durée  d'une  révolution 
sidérale  de  la  Lune  est  de  a36o59i",8  ;  la  valeur  de  ah 
a  été  donnée  n°  1 10;  on  aura  donc  ainsi 

D=  6369733»,  9  =  £p 

T  =  a36o59i",8. 

Supposons,  de  plus,  le  rapport  -  de  la  masse  de  la 
Lune  à  celle  de  la  Terre ,  égal  à  -fe  ;  en  sorte  qu'on  ait 

—  m  _  * 

y  ~  M  -  7S* 

En  vertu  de  ces  valeurs ,  on  trouvera 


6570953. 

Au  moyen  des  valeurs  rapportées  dans  le  tableau  , 
n°  i35,  on  trouve,  d'ailleurs, 

.  m*       179     .      97     .       m»e'*  _  ,_ 

lH"  6"  *"  ÏST  ~  êfim  "*"  ~  =  I'0009°8743. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  sin^/, 
on  trouve,  pour  la  constante  de  la  parallaxe  horizon- 
tale à  l'équateur, 

^  =  34Qiff,a6. 

M.  Bùrg ,  par  la  discussion  d'un  très  grand  nom- 
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bre  d'observations,  a  trouvé  cette  constante  égale 
à  34ai%a3  (*);  la  différence  est  insensible,  et  cet 
accord  entre  le  résultat  de  l'observation  et  celui  qui  a 
été  déduit  de  la  loi  des  oscillations  du  pendule, 
montre  que  le  pouvoir  attractif  de  la  Terre  est  le 
même  sur  les  corps  placés  à  sa  surface  et  sur  la  ma- 
tière de  la  Lune;  il  suffirait,  en  effet,  de  la  plus  légère 
différence  pour  troubler  l'accord  qui  existe  entre  les 
valeurs  de  la  constante  de  la  parallaxe  horizontale 

(*)  Il  faut  observer  que  la  constante  de  la  parallaxe  change  de 
valeur  selon  la  manière  dont  on  exprime  le  rayon  vecteur  ;  en 
supposant  son  expression  développée  en  série  de  cosinus  d'angles 
croissant  proportionnellement  à  la  longitude  vraie,  et  en  rédui- 
sant l'expression  de  la  parallaxe  tirée  des  Tables  de  Biïrg  en  une 
série  semblable,  Laplace  a  trouvé  (Mécan.  céL,  livre  VII)  la 
constante  de  la  parallaxe  horizontale  à l'équateu régale  à  3432", 06  ; 
c'est  de  cette  détermination  que  nous  sommes  parti;  en  conver- 
tissant ensuite  la  série  relative  à  la  longitude  vraie  en  série  de 
cosinus  croissant  proportionnellement  à  la  longitude  moyenne,  et 
en  n'ayant  égard  qu'au  terme  tout  constant  de  ce  développement, 
j'ai  trouvé  la  valeur  de  la  même  constante  égale  dans  ce  cas 
à  3421  ",23.  Cette  valeur  s'écarte  peu  de  celle  queBùrg  attribue 
à  la  constante  de  la  parallaxe  dans  ses  Tables ,  où  elle  est  égale 
à  342o",g6  ;  mais  il  faut  remarquer  que  cette  constante  se  rap- 
porte à  une  forme  particulière  du  développement  du  rayon  vec- 
teur, et,  avant  de  la  comparer  à  celle  que  nous  avons  trouvée  par  la 
théorie,  ou  qui  est  donnée  par  la  formule  (6),  il  faut,  en  rame- 
nant l'expression  des  Tables  à  la  forme  ordinaire ,  prouver  que  la 
constante  de  la  parallaxe  ne  subit ,  en  effet ,  qu'une  très  légère 
altération.  C'est  une  attention  que  ne  paraît  point  avoir  eue 
M.  Poisson ,  d'après  ce  qu'il  dit  page  79  de  son  Mémoire  sur  les 
mouvemens  de  la  Lune  autour  de  la  Terre.  (  Mémoires  de  l'Institut, 
tome  X.  ) 
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de  la  Lune ,  déduite  de  la  théorie  de  la  gravitation 

universelle,  et  celle  qui  résulte  de  l'observation. 

La  valeur  numérique  de  v  est  la  seule  dans  l'ex- 
pression de  //,  sur  laquelle  il  pourrait  rester  encore 
quelques  doutes  ;  cette  quantité  exprime  le  rapport 
de  la  masse  de  la  Lune  à  celle  de  la  Terre,  et  il  est 
très  important  de  la  déterminer  avec  précision.  La 
valeur^  que  nous  avons  adoptée,  est  celle  qui  ré- 
sulte des  dernières  recherches  de  Laplace  sur  le  phé- 
nomène des  marées,  et  qui  s'écarte  peu  d'ailleurs  de 
celle  qu'on  déduit  du  coefficient  de  la  nutation  sui- 
vant les  plus  récentes  déterminations  (*)•  En  suppo- 
sant, d'après  les  résultats  de  M.  Lindeneau ,  la  masse 
de  la  Lune  -^  de  celle  de  la  Terre ,  on  trouverait  a" 
de  différence  à  peu  près  entre  les  valeurs  de  la  con- 
stante de  la  parallaxe  déduite  du  calcul  et  celle  dé- 
terminée par  Bùrg;  tout  indique  donc  qu'il  faut  s'en 
tenir,  pour  la  masse  de  notre  satellite ,  à  la  valeur 
que  nous  avons  adoptée.  Au  reste,  c'est  un  point  qui 
mérite  d'être  approfondi ,  et  qu'une  discussion  nou- 
velle des  observations,  en  fixant  d'une  manière  in- 
contestable la  véritable  valeur  de  la  constante  de  la 
parallaxe  lunaire,  servirait  sans  doute  à  éclaircir. 

137.  En  désignant  par  I>  le  rayon  terrestre  à  l'é- 
quateur,  on  a ,  par  ce  qui  précède , 

7S(I  +  HV    (l^v)/T/ =0,0,6570953. 

Ce  facteur  est  celui  par  lequel  on   doit  multiplier 
(*)  Voyez  les  Notes  à  la  fin  du  volume. 
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tous  les  termes  de  l'expression  de  - ,  pour  en  déduire 

celle  de  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune. 

Cela  posé ,  en  convertissant  en  nombres  les  coeffi- 

ciens  analytiques  de  l'expression  de  la  fonction  -  9 

n°  i3a,  au  moyen  des  valeurs  rapportées  n°  i35, 
et  en  réduisant  en  secondes  les  résultats ,  on  trouve , 
pour  la  valeur  de  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune 
en  fonction  de  sa  longitude  moyenne ,  l'expression 
suivante  (*): 

Expression  numérique  de  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune 
en  fonction  du  temps, 

y  =  [  34  i8',a47o  (1)  -+-  3*,  1874  (3)  -  o>65a  (5)  -  o",oi6a  (6) = 34ai»,i53o] 
r  -l-[i87*,o70o(a)-f-o*,io44(3)-o%3945(4)-ow,aa64(5)=i86w,5535]co8? 

-Hio<r,2385(3)-f-o",oo8o(5)  —  o*,o54a(6)  =  iow,Qra3]  coaap 

-+-[off,63o4(4)H-o",oo3o(6) =0"  ,6334]  cos  3  ç> 

-+-  o*,o4o9(5)  cos  4  9  -ho*,oo27  (6j  cos  5  ç> 

(*)  Les  numéros  placés  à  côté  des  différera  nombres  dont  la 
réunion  forme  le  coefficient  numérique  de  chaque  inégalité,  indi- 
que l'ordre  des  termes  dont  ces  nombres  dérivent.  On  peut  juger 
ainsi  du  plus  ou  moins  de  convergence  des  séries  qui  composent 
chaque  coefficient ,  et  Ton  pourra  même ,  d'après  les  termes  cal- 
culés rigoureusement,  ajouter  par  induction  et  sous  la  forme 
d'indéterminés,  quelques  nouveaux  termes  à  leurs  expressions, 
qui  serviront  à  rendre  la  précision  plus  rigoureuse ,  dans  les  cas 
très  rares  toutefois ,  où  les  approximations  de  l'analyse  ne  paraî- 
traient point  encore  suffisantes.  C'est  ce  que  nous  avons  fait, 
comme  on  le  verra,  dans  l'expression  de  la  longitude  vraie,  et 
cette  facilité  d'ajouter  ainsi  à  l'exactitude  des  résultats  sans  aug- 
menter le  travail  analytique ,  est  un  des  principaux  avantages  de  la 
méthode  des  approximations  successives  que  nous  avons  employée 
dans  la  théorie  précédente. 
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H-[-o,r48i7(4)-t-o>539(6)  =  -o%4278]co8/ -o>iai  (5)  cos 2/ 
H-[o",6i68(4)-ho",3o57(5)-f-o%i3o3r6)  =  i>5a8]co8(P-/) 
-h[-o%6i68(4)-o%aa99(5)-ow,o659(9)  =  -ow,9ia6]co8(»-f-p') 
-Ho",o675(5)-ho>%(6)  =  oVo24]co8(2?-?') 
-H—  off,o675  (5)  -  o",oa37  (6)  =  -  o^ogia]  cos  (a?  h-  ç»1) 
H-[o",oo78  (5) -t- o",oo53  (6)  =  o",o  1 3 1]  cos  ( <?  -  a  /  ) 
-+-[-o",oo78(5)~off,ooa3(6)=-o>ioi]co6(P-+-2f)') 
-4-0^,0009(6)  cos  (2f — a/)— o%ooo9(6)  cos  (a  p-f-a/) 
-+-0",oo6a(6)co8(3?-P')~o>o6a(6)cos(3P+/) 
-h[-o",oa6o(5)H-o>i74(6)  =  -ol',oo87]co8a^ 
-f-L-o%94oa(4)-ho",a374(5)^o>o26(6)  =  -o",7ooa]  cos(p  -a„) 
-oVoo8(6)cos(p-+-a>,) 

-4-o",ooi9(6)cos(î,'-aî7)-i-off,ooi9(6)co8(/H-aï7) 

-o",ooaa(6)cos(P-p'-a»7)-t-ow,ooaa(6)co8(PH-/-a^) 

-4-°V697(4)co8(3?>-a>,) 

H-[i9ff,ia45(3)H-7%4oao(4)-f-o",673i(5)4-off,a755(6)  =  a7",475i]cos2? 
-h  [a6%a37a  (3)  +-6",  1 167  (4)  h-  1^,4904  (5)  -ho",33ia  (6) 

=  34V755]cos(af-?) 
-»-[2-r,i588(4)-t-ov,7595(5)-ho',r4i4(6)=3^,o597Jcos(af-Hç,) 
-H[i'f,ia4o(4)-t-o'',5839(5)-ho'',i68a(6)=  i",876i]cos  (af  -  «') 
-h[-o",i6o6(4)-o",i393(5)  -o",oa76(6)=-off,3275j  cos  (a*  -h  p') 
-H—  o",ai48  (5)  -  o*,o683 (6)  =  -  off,a75i]  cos  (a  f  -  a  p) 
+[o^aw>5(5)-t-o>683(6)=o'r,a688]  cos  (aÇ-*-2p) 
-f-[iff,oa8o(4)H-o",3485(5)H-off,07a7(6)  =  i'',4492]co8(2|-p-?') 
-+-C-o-,44o6(4)~o>a66(5)-*-o",09a6(6)==~o",3747]co8(af-f-hP') 
-f-[o",ia69(5)H-o'r,o69a(6)=:o'r,i96i]co8(aÇH-?-«)') 

H-[-o>i8i3(5)-oVa3a(6)=-o%o4i3jcoB(aÇ-+-f>H-/) 
-H[o%o458  (5)-*-o",o3o3(6)  =  o",o76i]cos  (a  £  -  20') 
— o",ooo9(6)co8(aÇ-ha/) 

-+-[-o*,o688(5)-oV3ii(6)  =  -o%iooa]co8(a|-3p) 
-t-o",oi74(6)co8(af-»-3?) 

-o>ia6(6)co8(af-2f>-/)-t-o>oi8(6)cos(af-2ç.H-p') 
-ho>ri8(6)cos(afH-aP~?')-o",ooi7(6)cos(2f-f-aPH-P') 
+Co>3i4(5)-i-ow,oi38(6)=o%o452]cos(af-p-a?') 
-f-[— o",oo55(5)— o*,,oo7a(6)=  — o*,oia7]co8(af— ?-ha?') 
-f-o",oo5a(6)cos(afH-P~a?')-o%oo79(6)cos(aÇ-4P) 
-o",oo27(6)co8(af-3?-P')H-o%ooia(6)cos(af-3?-f-P') 
H-[-o'r,ii53(5)H-o%oo8o(6)  =  -ow,i073jco8(2f~a,) 
H-[-o",o738(5)~o>o;3(6)  =  -o'',o8u]coB(af-.ç,-al,) 
- o>ro8  (6)  cos  (a f  -  p -ha *?) 

+[-o>58o(5)-t-ow,oo83(6)  =  ~o>498jcos(af-f-P-a^) 

—  oVio68(6)  co8(2f-/-a^)H-o>oio(6)  cos  (a  ^  h- /-a*,) 

-o%oo8i  (6)  cos  (a^- 2P-a^)- o>i44(6)  cos  (af- ao-ha,,) 

-  o",oo64  (6)  cos  (a  ? -t- a  P  -  a  >7) 

-+-[-ow,6o4a(4)-0ff,a4io(5)- 0^,0751  (6)  =  -o*,9a33]  cos* 
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H-off,oo74(6)cos(Ç-?) 

-H—  o",o66i(5)~o'f,oa92(6)=— o",o953]cob  (£-*-?) 

-h [oV101  (5)  —  o",oia3 (6) = — o%ooaa]  cos  (  |  — 9') 

-h[o",i8o8(4)— o",o6o8(5)-4-o",oagï(6)=o*,i492]co8(H-?') 

■4-o*,oo66(6)co8(Ç  — a?)  — o*,oo6i(6)cot(Ç-4-aç>) 

-+-o*,ooi  1  (6)  cos  (?-+-9  —  ç>0 
-4-[o",oi98(5)— oi',oo67(6)=o',,oi3i]  cos(Ç+9-l-f) 
-+-o",oo73  (6)  cos  (  Ç  —  a  ^ 
-+-[o",oi88(5)  — o",oo3a(6)  =o",oi56]  cos  3Ç    ' 
— o",oig6(6) c08  (3$  —  9)-4-o",ooa5(6)  cos(3|-+-f) 
-*-o*,ooi6(6)cos(3Ç  — ç»,)^-o'r,ool8(6)co8(3Ç-t-f»,) 
-  o",oo53  (6)  cos  (3  Ç  -  a  9)  -4-o",ooa8  (6)  cos  (3  Ç  -  9  -H  9'  ) 
H-[o",0936(5)-t-o%ioi9(6)  =  o*,i955]  cos  4f 
-4-  [o%3oo8(5)  -+-off,ig4a(6) =0^,4970]  cos  (4  Ç  -  9) 
-+-o",oi84  (6)  cos  (4  ?  -+-  9) 

-ho",oi  10(6)  cos (4f— 9')— o",ooi6(6)  cos (4f-4- 9') 
-H[o'r,aoi4(5)-+-o'f,i07o(6)=o*,3o84]  cos  (4f- a?) 
+oV»97(6)  cos  (4Ç— 9  —  9') 
-o*,oo76(6)  cos  (4ç-ç,-f-p') 
-4-o'r,ooo3(7)  cos  (41  —  3  9) 
+o>i58(G)  cos  (4|— a?— 9') 
— o",oo68(6)  cos  (4f — a9-hf  ) 
-+- o#,oo43  (6)  cos  (4  Ç — a  ij) 
H-o",oo3o(6)  cos  (41— 9— a  >j). 

i38.  En  convertissant  de  même  en  nombres  les 
coeffîciens  des  différentes  inégalités  qui  entrent  dans 
l'expression  de  la  longitude  vraie,  n°  i33,  et  en  les 
réduisant  ensuite  en  secondes,  on  aura 


Expression  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune  en  fonction  de  la 
longitude  moyenne: 
»»  =  <-+-« 

raa578»,o4(i)-h86-,a9W-5%54(3)-  i3*,37 (4) -4'>84(5)1   .    o 
-o",88(6)=  aa639-,7o  J8inp 

r77aff,3ai(a)+a-,569(4)-^,6o8(5)-a-,o4o(6)^off,7o9(7)-l 

=  769%533  J8ina?> 

-»-[36,r,634(3)-t-o'r,o85(5)  =  36''>7i9]sin39 
■+■  '  %9^6  (4)  sin  4  9  -h  o",  1 16  (5)  sin  5  9 

[■-777^37WH-7off,756(4)+a8-,3o7(5)+8>55(6)l 
L  -hi%34î(7)-o',i55(8)  =  -668w,93aJ8,n? 

+C-9*,7«8(5)-hi',i48(5)-f-off,789(6)  =  -7w,85i]sina9' 
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— oV6i(4)8in3P' 

74%445(3)-h4off,868(4)-+-a6',a38(5)-+-5%42o(6)' 

-ho*,7aind.  =  i47*,6gi 
-74%445(3)_a3%765(4)~9',875(5)-  i*,3oi  (6)ï 
— o",5o  ind. = —  109*, 886 
4-[--5ff,o9a(4)-+.a',r,8o3(5)-+-i*,io6(6)-Hoff,65ind.==9'',65i]8iii(îf-P') 
-H[-5'r,oga(4)-i»,€64(5)-o',59ind.  =  -7',347j8in(af>-t-f') 
■+■  [°w>9^(4)  ^-o",745(5)-+-o",44o  (6)  -+-o",22  ind.  =  2*,343]sin  (9  -  29') 
-M-o'r,938(4)-o'',I73(5)-o>56(6)  =  -i*,i67]8in(?-h2?') 
+o^o65(5)  8^(29— 29')— o*,o65(5)8in(29+.29') 
-f-o',362(5)8in(39-9')    -o'^pJsin^H-/) 
-+-oir,oi6(5)8in(9-39')  -o',oi6(5)8in(9-t-3/) 
-H[~4«4ff,66o(2)H-i",9i8(4)-+-i',244(5)-o'r,i26(6)=-4ii',624]8in2, 
+  r68-,o84(3)~28-,6<7(4)_0-,,37(5)-o»,o53(6)-l 

L  H-o%i8ind.  =  39%427  j  8111(9-21,) 

-4-[~45%389(3)+b",284(5)=-45%io5]6m(9+2n) 

-h[o",39i(4)~o*,r5o(5)-o*,iii(6)==o,,,i3o3stn(9'-2l7) 

-*-[o%39i(4)-+-o",îi45(5)=ow,636]8in(9'H-2^ 

-4-[-off,62r(4)-o%784(5)  =  -i",4o5]8in(29-2^ 

—  4>37(4)8in(29-f-2i7) 

-f-off,i6o(5)8in(9-9'-2,)-o%i92(5)8lii(9-9'H-2^) 

— o",i6o(5)8in(9-4-9'—  2ïî)H-o%i92(5)8ln(9-f-9'H-2>7) 

-f-o",oo5(5)  8111(29'— 2i,)-f.ow,oo5(5)  sin(29'4-2^) 

-hi^,o35(5) 8111(39-2^)  -+-o%33^(5)  sin  (39-4-2)7) 

-f-ow,4i7(4)8iD4>7-o'r,i37(5)8iii(9-4^)H-ow,09i(5)8in(9-H4^ 
■i586%887(2)-4-6i7w,823(3)-4-i3iw,628(4)-h28ff,693(5)l   . 
.    -+-5",54o(6)-+-o",207 (7)+o>2i  (8)  =  2370^,799       J  81U a* 
■3i66",627(2)4-io38',r,27o(3)-h297''^o6(4)-h68ff,267(5n  , 

.    -+-i3%oa5(6)+2'r,754(7)-+-ow,55ind.  =  4586ff,999     J"n^«     w 
[i34w,225(3)+4ôff,i39(4)H-9-,6i5(5)+i",895(6)  1 

+o-,26/,(7)=  192^,142  J  "W+W 

r9na64(3)+5o^,975(4)-hi6%345(5)+4^,o53(6)  1 

+o",872(7)-o',072(8)=  i65%437       J  iinl»*-?  J 

■-i3«,323(3)-n-,oo8(4)-2%2i3(5)+o%647(6)l  « 

-+-o",707(7)H-off,i54(8)  =  -25",o36j  ,inla«-^  > 

'  i^,983(3)+45^,8o6(4)-+-22",5i2(5)-+-8^,2i3(6)-]  , 

„     +3",543(7)-h  i",23o(8)H-o",5oind.=2i  1^,787  J  Mllla«-aW 

-*-[io»,263(4)-f-3%347(5)  4-0^,499(6)=  i4w,iorî]siii(2Ç-h29) 
"  i24ff,07 1  (3) -+-59",695  (4) -h  i9",2o8  (5) -4-4%369(6)- 
H-o",o65(7)-o",489(8)  =  2o6*,9i9    . 
-53%i74(3)-5",734(4)+io^,933(5)H-9%396(6)- 
-    -h5%674(7)-h2ff,9^4(8)H-iwf45ind.=-28ff5u 
T  7%889(4)-H  4*,387  (5) -+- 1  %338  (6) +ow,386(7) 
=  1^,000 


sin(aÇ  — 9  — ?') 
8În(aÇ  — 9-+-^) 
sin(2f-+-9— y') 
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r-  i*,i27 («-  i",3o6(5)-o%36a(6)-o>8ii(7)l   .    -. 

=  -^,876  J«o(aÇ4-?-f-/) 

=  /,79o  jsuuaf-aç,) 

— oV65(5)8in(a|-+-ap') 

+[8V99(4)+^,96a(5)-hiff,i38(6)^o",5ind.=  ia",899]8in(a?-3?) 
-t-[off,768(5)+ow,i34(6)=ro»,9oa]8in(aÇ-+-3f) 

r5^,093(4)-+-a",o^(5)+i',5a5(6)^o%45iiid.-l   . 

L  =9*,i6f  j8in(af-aP-?') 

-4-[-a#,i83(4)-ho#,35o(5)-f-o%556(6)=:— i%a77]8in(ar-af+f') 
-4-o*,6o4(5)8in(a|-t-2ç>— 9')— o*^)86(5)  8in(af-haP-+-f') 

-+-[-o%e69(4)-ow,865(5)-o^,495(6)=~aw,oa7]8in(aÇ~P-*-a90 
-t-o*,3ai(5)siii(at-»-r— 9c/) 
-Ho",6o6  (5)  sin  (a  |  —  4?) 

-+-o%3a5(5)Bin(aÇ-3ç>-?')-o%i39(5)Bin(aÇ^-3f+f/) 
-4-o",i56(5)sm(a?-2c>— af) 

4.r69^,788(3)-,a-,76o(4)-i%45i(5)-o%468(6)l  , 

L  =55%i09  Jdn(aÈ-a„) 

-H[-3",i9o(4)-i*,938(5)-o',6ind.=!-5*,7a8]8În(aÇ-+-a»7) 

-+-[^>547(4)-i",937(5)-o*,o96(6)=:off,5i4]8ln(2|-?,-a>,) 
■4-[-6%366(4)-2',4i3(5)~o%44a(6)=-9%aai]8in(aÇ-ç>-ha„) 
-M—  7%«>3(4)-+.o*,9i7(5)-4-oJ'>oaa(6)  =— G*,o65]8in(aÇ-4-?^-a>,) 

—  0^,619  (5)  sin  (a  Ç  -+-  ?  -H  a  »7) 
4-[a',735(4)-o",4a9(5)=a",3o6]8in(af-f'-a>,) 
— o*,  187  (5)  sin  (a  £ — ç»'H-  a  >0 

H-[-iff,i72(4)~ow,a88(5)  =  ~i'r,46o]sin(a|-4-9'-a,) 
-H  o/r,oa7  (5)  sin  (a  Ç  4-  c»'-+-  a  >j) 
-0%i74(5)8in(aÇ-a?~a>,) 

—  o">697(5)8in(a|— a?-t-a»î) 

—  o",5a3  (5)  sin  (a  Ç + 2  ?  -  a  „) 

IC-73",o6i(3)-33%883(4)-  n  Via  (5) -4^,370  (6)1  \ 
L  -i%839(7)-o*,82o(8)-o%7ind.     J  [  sin  f 

(  f-  io',996(4)~4ff >559(5)-  i%6oa(6)^oVi9(7)l  \ 

f     X(I-38J=-,^795  j 

Îr-  4%993(4)-^,333(5)-o",8i6(6)-oV84(7)l  \ 
L  -o",i6ind.  J(    . 

X(I"3g)="8%365  ) 

-^C«V27(4)-i",4a4(5)-o",i8i(6)  =  -o%3:8]8in(Ç~/) 
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Irai",a68(3)-7",36a(4)4-3*4oo(5)-o%488(6)-l  i 
L  -+-o",3ind.  Jf    .   , 

-°ffi794(5)»iD(Ç-a9)-o%356(5)6in(f-f-aP) 
— o*,oa5(5)ifai(f--9  — f'} 

-+-f>%496(4)~^,io8(5)=o",388jsin(f-P-f-ç,') 
-+-o",o84(5)sin(f-f-ç>-.9') 

^CI"496(4)-ow,5o5(5)=off,99i  ]  sin(f -+-P-f-/) 
H-o%075(5)8in(Ç-aP')-o>44(5)8in(Ç-+-a?') 
-o%734(5)sin(f-2^)4-oy,i47(5)tin(ÇH-îii,) 
H-[i*,366(4)-o'r,o82(5)-off,a64(6)-o*,i33(7)=o'r,887]8iu3r 
.H-[-i*,58o(5)-o%954(6)-o%4«4(7)=-aff,948)8in(3Ç-ç,) 
-+-o%i44(5)sin(3f-t-?)-ho>ia(5)8hït3Ç— /) 
H-oVusinCSÇ+p')— o",6388in(3|— 29) 
-+-o",ai08in(3f~9-^?,)  —  off,245sin(3Ç— a»?) 

r5>7o(4)-f-5%3i2(5)-+-a",345(6)-+.o%8i8(7)+oa,7ind.-|    . 

L  =i4ff,245  J«n4^ 

ri8',8a5(4)+.a%436(5)-f-5-,aa8(6)+i%a63(7)l  , 

^L  -4-o",5ind.=38",a5a  J  8in(4Ç-9, 

-+-[o%853(5)-+-o^,4a4(6)=  i%a77]  sin(4Ç-+-P) 
-^Co%5g6(5)-+-o",686(6)  =  i'r,28a]8in(4f-P') 
H-[— o'r,o85(5)  — ow,i39(6)  =  ~o%aa4]sin(4Ç-H?') 

ri5^iga(4)+9%34i(5)^4-,i46(6)^i-,574(7)-|   . 

L  -t-o",9ind.  =  3i",i53  jsin^-apj 

-Ho",i39(6)sin(4|-f-aP) 

+[i",844<5) -+- 1",358(6) -f-o%6a2(7)  =  3",8a4]sin(4|-f>~ç>') 
-+-[-off,474(5)-o^,a5a(6)-o",oao(7)  =  -o",746]8in(4ç-ç,H-9>'> 
-4-o",432(5)sin(4É-3P) 
-hi%i9i(5)8in(4f~a?-?') 
— o",5ro(5)8in(4f— aç>H-?') 
-ho",rn(6)8in(4Ç  — ?  — aç>') 

—  o",ooi(6)8in(4£  —  ?-+-a/) 

-4-[-o*,3a7(4)-+-off,346(5)-+-off,o35(6)=o%o54]8in(4Ç-2,) 
-+-o",393(5)  «0(4^-9-3^ 

— ow,o^(5)sin(4?-+-ç»  — aij) 

— o",o26(5)8in(4£— P'-a„) 

H-oVii  (5)  8in(4Ç-+-ç?'— a>j) 

-+-o%o9i(5)  sin(af — 4^7) -i-off,oaa(6)  sinCf 

-+-o",i5i(6)8iii(6Ç-9)-+-o',,a56(6)8in(6Ç-a?) 

-+-6ff,6a3sin(^  — jj) 

—  o",97i  sin  (  $  -  $  )  -+-o",38i  sina(  $  —  ô  ) 
— o",7498in(T£-$)-+-o%2468ina(Tf--a). 
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139.  Parmi  les  inégalités  périodiques  du  mouve- 
ment en  longitude,  l'une  des  plus  remarquables  est 
celle  qui  dépend  de  l'angle  Ç,  ou  t  —  mt  -h  e  —  s*, 
et  qu'on  a  nommée  inégalité  parallactique ,  n°  6  , 
parce  que  son  coefficient  dépend ,  en  effet ,  du  rapport 
des  parallaxes  du  Soleil  et  de  la  Lune ,  et  qu'il  peut 
servir  à  déterminer  l'une  de  ces  deux  quantités  lors- 
que l'autre  est  connue. 

Pour  le  faire  voir,  nommons  P  la  parallaxe  hori- 
zontale du  Soleil  correspondante  au  rayon  terrestre  D  ; 
en  négligeant  les  termes  simplement  périodiques ,  on 
aura 

.    o       D        D    a 

8111?=-;-  = y 

a'         a     a' 

Mais ,  en  nommant  p  la  parallaxe  horizontale  de  la 
Lune  correspondante  au  même  rayon  terrestre  D, 
nous  avons  trouvé,  n°  i36, 


8inf  =  (1-+-  A)  — 


On  aura  donc  ainsi 

siii  P  =  -.  =-r-  *  (a) 

Cela  posé ,  le  coefficient  de  l'inégalité  de  la  longi- 
tude qui  dépend  de  l'angle  £  étant ,  n°  29 ,  de  la 

forme  —,  bno ,  si  l'on  suppose  que  la  valeur  numéri- 
que de  ce  coefficient ,  déduite  des  observations ,  soit  N, 
on  aura  -7  =  ^-;  et,  par  conséquent, 

Suivant  les  Tables  de  Bùrg,  ramenées  à  la  forme  de 
la  théorie  précédente ,  le  coefficient  de  l'inégalité  pa- 
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rallactique  serait  de  12^,378  ;  on  aurait  donc 

N  =  i*i%378. 

Par  la  réduction  des  formules  du  n°  i33  en  nom- 
bres, nous  avons  trouvé 

*,,  =  0,134935. 

On  a,  par  le  n°i36,(n-  k)  =  1,00090874;  en  substi- 
tuant ces  valeurs  dans  l'équation  (ô) ,  on  en  conclura 
la  parallaxe  du  Soleil  du  moment  que  celle  de  la  Lune 
sera  déterminée.  La  parallaxe  lunaire  peut  être  regar- 
dée comme  suffisamment  bien  connue,  et  la  théorie  a 
donné,  n°  i36,  pour  la  constante  de  cette  parallaxe  à 
Féquateur,  f/=  34*  i",a6 ;  au  moyen  de  ces  valeurs  on 
trouve ,  en  nommant  V  ce  que  devient  P  à  l'équateur, 

P'  =  8",63mi. 

La  valeur  de  la  parallaxe  solaire  déduite  de  l'ob- 
servation des  derniers  passages  de  Vénus  sur  le  dis- 
que du  Soleil ,  se  trouve  comprise  entre  Ô%5  et  8",7, 
selon  les  différentes  observations  dont  on  a  fait  usage 
pour  la  déterminer;  la  valeur  qui  résulte  de  la  théorie 
de  la  Lune  tombe  donc  entre  ces  limites  :  il  faut  tou- 
tefois observer  qu'il  suffirait  d'un  léger  changement 
dans  la  valeur  du  coefficient  de  l'inégalité  parallacti- 
que  déduite  de  l'observation ,  pour  altérer  la  valeur 
précédente  de  la  parallaxe  solaire.  Or,  les  astronomes 
ne  sont  point  parfaitement  d'accord  sur  ce  point. 
Selon  les  Tables  de  Burckhardt ,  l'équation  paraliac- 
tique  serait  de  ia3",5;  ce  qui  donnerait  8",7  pour  la 
valeur  de  la  parallaxe  solaire;  cette  valeur  me  pa- 
raît un  peu  trop  forte,  et  c'est  ce  qui  m'a  fait  donner, 
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pour  le  coefficient  de  cette  inégalité,  la  préférence 
à  la  détermination  de  Bùrg,  en  attendant  que  les  as- 
tronomes, par  une  discussion  nouvelle  des  observa- 
tions, l'aient  fixée  avec  toute  la  précision  que  son  im- 
portance exige. 

L'équation  (a)  donne 

a  _(iH-*)ainF 
a'  ~"         sin  p' 

En  remplaçant  P',  p  et  1  -t-  A:  par  leurs  valeurs  précé- 
dentés,  on  trouve 

— .  =  o,ooi5a55i. 

a'  ' 

C'est  la  valeur  que  nous  avons  adoptée ,  n°  1 35,  pour 
le  calcul  des  inégalités  lunaires  qui  dépendent  de  la 
parallaxe  du  Soleil;  mais  il  faut  remarquer  qu'une 
légère  altération  dans  la  valeur  numérique  de  cette 
parallaxe  changerait  considérablement  le  rapport 
précédent. 

i4o.  Toute  la  théorie  des  mouvemens  des  corps 
célestes  est  fondée  sur  la  supposition  que  le  pouvoir 
attractif  du  Soleil  est  le  même  à  distance  égale  sur 
tous  les  corps  de  la  nature  ;  l'accord  qui  existe  entre 
les  valeurs  de  la  parallaxe  solaire  déduites  de  la 
théorie  de  la  Lune  et  de  l'observation  directe ,  offre 
le  moyen  de  démontrer  que  cette  identité  existe  par 
rapport  à  la  Terre  et  à  la  Lune,  ou  du  moins  que  s'il 
y  a  une  différence  entre  les  intensités  d'actions  que  le 
Soleil  exerce  sur  ces  deux  astres ,  elle  est  tout-à-fait 
insensible. 

En  effet,  en  désignant  par  t  une  très  petite  fraction 
qui  dépend  de  cette  cause ,  on  verra  que  pour  y  avoir 
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égard,  il  suffit  de  ehanger  m'  en  m'  (i-+-t)  dans  la 
seconde  partie  de  la  valeur  de  R  (page  46,  ligne  a); 
ce  qui  ajoute  à  l'expression  de  la  fonction  perturba- 
trice développée  en  série ,  le  terme  — — £^- 

Déterminons  les  termes  qui  en  résulteront  dans 
l'expression  du  coefficient  de  l'inégalité  parallaptique. 
En  n'ayant  égard  qu'à  cette  inégalité,  il  suffira  de  sup- 
poser ici  r'a  =  a'a,  fjt  =  cos(*  —  mt  -+-  e  —  g/)  =  cos| ; 
ce  qui  donne 

R  = _co»Ç; 

et,  par  suite, 

«       «™  =  R,         /Vr  =  _!_R. 

dr  da  J  i  —  m 

En  substituant  donc  pour  irt  sa  valeur  ^- ,  n°  8 , 
et  négligeant  les  termes  de  l'ordre  m8,  on  aura 

<f  R  m*  t  a' 

r  —  =  -  — ,-008*, 

r^R  =  _!î!!jl^c08ç. 

L'équation  (a),  n°  io,  en  supprimant  les  termes 
inutiles ,  donne ,  pour  déterminer  le  rayon  vecteur, 

/*  //H 

rf'R  et  r—  leurs  valeurs ,  et 

intégrant  ensuite ,  on  trouve 

.  i        3  m  t  a' 

tf  -  =  -  — -—  cos  £. 
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Pour  avoir  le  terme  correspondant  de  l'expression 
de  la  longitude,  il  suffira  de  supposer 


d'où  l'on  conclura 


A»       h*  « 

^  =  ^  =  a*r; 


Le  terme  que  nous  venons  de  considérer  dans  R 
augmente  donc  le  coefficient  de  l'inégalité  parallac- 

tique  dans  l'expression  de  la  longitude  de  — ^—  ou 

de  — r  pP ,  à  très  peu  près.  Nous  avons  représenté, 

n°  19,  par  — ,670  ce  coefficient,  et,  en  nommant  N 
sa  valeur  numérique ,  déduite  des  observations ,  nous 
avons  fait  — ,  6T0=N  ;  en  ayantégard  à  la  différence  d'ac- 
tion du  Soleil  sur  la  Terre  et  sur  la  Lune ,  on  aura  donc 

a  ,          3/wrsin//      -,  ,.      a  ,  --/         3/WTsiniA 

—  0»<H w    =N,  ou  bien-,07O=N  (  1  — =  .    *  )- 

Il  suffira  donc,  pour  avoir  égard  à  la  différence  d'ac- 
tion du  Soleil  sur  la  Terre  et  sur  la  Lune ,  de  changer 

N  en  N  (  1 ^^r)  dans  l'équation  (i),  n°  139; 

on  aura  ainsi,  aux  quantités  près  de  l'ordre  ts,  que 
nous  négligerons, 

.    ,„  N  ,      3mT8inp' 

En  convertissant  cette  expression  en  nombres  au 
moyen  des  valeurs  de  N ,  b1(nf/9  données  précédem- 
ment, çt  en  faisant  m=  0,074801 3o ,  on  trouve 

P'  =  8"  ,63m  r—  1293955"  t. 

Tome  IV.  39 
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En  supposant  donc  x  égal  seulement  à  un  millio- 
nième, ou  en  faisant  t  =  0,000001,  on  aurait 

F  =  8",63mi  -  l'wty  =  7",338a5. 

Cette  valeur,  qui  diffère  de  plus  d'une  seconde  de 
celle  que  donnent  les  observations  des  passages  de 
Vénus ,  ne  saurait  être  admise  ;  et  comme  il  est  pro- 
bable que  la  parallaxe  solaire  8v,63aai  que  nous 
avons  conclue  des  calculs  précédens,  ne  diffère  pas 
de  deux  dixièmes  de  seconde  de  sa  véritable  valeur, 
on  peut  affirmer  que  l'indéterminée  t  est  au-dessous  de 
1 5  cent-millionièmes  >  en  sorte  qu'on  a  t  <  0,000000 1 5  ; 
et  comme  t  exprime  la  différence  d'intensité  que  nous 
avons  supposée  entre  les  pouvoirs  attractifs  du  Soleil 
sur  la  matière  de  la  Lime  et  sur  celle  de  la  Terre, 
on  peut  cqnclure  de  là  que  cette  différence  est  tout* 
à-fait  inappréciable.  Cette  vérification  ingénieuse  de  la 
loi  de  la  gravitation  universelle  a  été  indiquée,  pour 
la  première  fois,  par  Laplace,  qui  a  fait  servir  ainsi, 
comme  il  le  dit  lui-même,  l'équation  parallactique 
du  mouvement  lunaire  à  démontrer  l'identité  de  l'ac- 
tion solaire  sur  la  Terre  et  sur  son  satellite,  comme 
on  emploie  les  expériences  du  pendule  à  démontrer 
que  la  pesanteur  agit  également  sur  toutes  les  molé- 
cules de  la  matière  à  la  surface  du  globe. 

i4i.  En  convertissant  en  secondes  les  coefficiens 
de  l'expression  de  la  latitude,  n°  i34,  après  les  avoir 
réduits  en  nombres  au  moyen  des  valeurs  renfer- 
mées dans  le  tableau  du  n°  1 35 ,  on  a  trouvé  l'expres- 
sion suivante. 
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Expression  de  la  latitude  en  fonction  des  moyens  rnoupemens  de  la 
Lune  et  du  Soleil. 


Latitude = 


r 


1 

•in  (?  —  ri) 

sin  (?  -*-  „) 


sin(ç>'  —  ri) 

SÎD  (?'  -+-  >ï) 


[■i84^6%46p(i)  -36",$i3(3)-+-  1 ',90&(4) -*-<>•,  i73  (5)] 

— o",n6(6)  =  18461^,7001 
"ioi3%3a5o(a)^/,îi689(4>-3%4a74  (5)" 
-o',t875(6)-o*,i769(7) 
=  iooo#,6643 
-wia^aâo(a)^o',o5ga(4)-o*,6g5i  (5)" 
-o*,ai7o(6)-o<r,a;4ï(7) 
=  1011^,1980 

■-y,7ia<3)-o',a44(4)-+-2w,($59(5)-Hi''",a76(6)T 
-+•  o%8o  ind.  ss — 4*,aa  1 

-^,7iQ(3)-i',«74(4)-+-^,8i7(5)-»-i-',3:4C6)" 
-+.o*,8oind.==--5*,595 
+[4i%554(3)-8%74a(4)-o",7o4(5)=:3a''Jioa)8m(aP-ï,) 
-H6a*,33i  (3)-+-o*,ogi  (5)=6a",42a]  sin  (2?-+-,,) 
-+-[^,86i(4)-+-i^o(5)+o",837(6)=r5",oi8]  sin  (p-?'-,) 
-H3%8i5(4)-+.^fc0(5)-ho%«88(6)=6*,3i3]  sin  (?-/-+-„) 
-H-a",86i(4)-  i",4Ga(5)-o^,524(6)=-4",847]  sin  (?-+-*>'-„)  • 
-h[-3",8i5(4)-iVo4(5)-o^,a35(6)  =  -5*,a53]sin(?4-ç>/-4-,) 

-H—  o%uo(4)-+-a>o6(5)=rf--oVo5j  «in  (aof—  *) 

-+-[-o",i  io(4)— oV35(5)  =  -o",i45]  sin  (a?'-+-,) 

-*-[^,i4^(4)  -©",479(5)=  *"><369)  «in  (3?-  ,,) 

-+-4"M*(4)«n(V+-v) 

-+-o",34o(5)  sin  (af — f'— i7)-4-o*,44o(5)  sin  (29,  —  /+,)  " 

-o',«ai8(5)  sin(af -t-y'— n)-o*,44o(5)  sin  (ajn-f'-+-,) 

-ho",o36(5)  sin  (9— a?'— u)-hof,o48(5)  sînfo— a/-»-,) 

— o>36(5)8tn(f-f-V— *)— o#>o48(5)«in(j>-»-aP'-h,) 

-how,ia8(5)sin(4f  — n) 

-Ho",a7o(5)  sin  (4?4-*ï) 

-H-6",i97(3)-o*,a  ind.  =  —6^,307]  sin  3i, 

-H4">070(4)-  i%285(5)=a",786]  sin  (f  -3,) 

—  i*,oi8(4)sin(p-+-3>,) 

-^ow,oo9(5)  sin  (/— 3»î)-f-o'r,oo9(5)  sin  (/-+-3*) 

-4-0* ,006  (5)  sin  5  y, 

■5i8",835(a)H-8o',,853(3)-haof,iao(4)-4-3''J07a(5)^ 
^ow,689(6)=6a3*;569 


7iV5i  (3)-+-35%99a(4)-»-7^8(5)-h  i",8ai  (6)* 


'] 


■In  M;-,) 


-4-o",G ind.'=  1  ,V75ia  '         '      "J]  *tn  Ca*  ■*•  *> 
n3*,585(3)-+-37ff,i7i  (4)+  ia",a68(5)-+-a",855(6) 

H-o*,5  ind.  =  i66",649 
i4i',93i  (3)-Ha",659(4)H- .  1 ',486(5) -m»,G84()8)  1 


=  i98*,8io 


J  sin  (1  $-?--.,,) 
]  «n(^r~p-h,) 


39. 
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-Ha8">396  (3)-i-4%o7i(4)H-o*,9o8(5)-Ho',o69(6)=33%445]«iii(aÇ-4-?-,) 
H-l9%9^(4)-h4ff,i87(5)-ho%8:6(6)  =  ir,975J»ln(î>fH-?-H»,) 
4-[oo",3a8(3)-4-6w,9a4(4)-h  1^,988(5) -+-o",4io(6)=a9*,65o]«in(a|-f'-1J) 
-hl4ff,i8a(3)-f-a%644(5)-t-o%843(6)  =  7%669]  sin  (af-ç/n-,,) 

r-8%7i2(3)-3%ia3(4)-o%453(5)+o-,7o4(6)1  , 

"+'[  =  _ii",584  J  sin(af-*-ç,_„) 

-h[-o'r,597(4)-.ow,666(5)-o%i63(6)  =  -i*,4a6j8iii(a|-+-P'-t.n) 

-H[9%5i9(4)-+-3w,944(5)-4-iff,558(6j  =  15^,021]  sin  (aÇ-aç,-,) 

-+-[-o",97i(4)-off,94a(5)H-ow,o63(6)  =  -i%849]  sin  (a£-a9-i-„) 

-H  i%748(4)+o%367(5)-+-oV>44(6)=a'',i59]  sin  (a?+ar,) 

-hf  i",oa9(5)-ho">a56(6)=  iff,a85]  sin  (aÇ-+-a?+>7) 

-f-[4*,45o(4)-+-a%o33(5)-4-o",8a7(6)-HO/,r,5ind.=8/',3ii]8in(af-^-ç>'-,) 

-h[5",563(4)-4-a%5i5.5)-ho%797(6)  =  8%875]sin(af-f-P'-h>î} 

+[-iM>907(i)-offï07'(5)  =  -i%978]sin(aÇ-y-t-î)'->î) 

-h[-a",384(4)-off,29i(5)=-aff,675].in(af~P-4-î)'H-,) 

H-[i\ii3(4)-f-o*,45a(5)=i%564]»in(afH-P-/-n) 

H-o",583(5)  sin  (a  £-+-?-•/+,,) 

-^f-ow,477(4)-o%a6a(5)=  -0^,739]  sin  (a£-hP-f-f'-„) 

—  o*,o83  sin  (al-t-y-hp'-t-jj) 

H-roff,6aa(4)-4-o%3i  i(5)=o%933)  sin  (a£-aç>'-„) 

-Ho'7i7i  (5)  sin  (aÇ  — ae' -+->?) 

■+-[— o".uo(4)  —  o*,oo7 (5)  =  —  o*,ii7J  sin  (af  -ha/— „) 

H-o"r,95o(5)sin(af— 3?  — >7)-f.o,,,ai3(5)sin(aÇ— 3y-*-j») 

-t-o",ii3(5)8in(af-4-3?->j) 

-ho%a87(5)*in(2Ç-2P~/-^)-o%ia4(5)sin(af-a?-/-h,) 

H- 0^,097 (5)  sin  (a Ç  —  aç>-+V— îï)-+-o",a8a(5)  sin(af— 2?-+-/-+-,) 

+o%cfiQ(5)*in  (aÇH-2P— ?'— >,)  — o",oa9(5)  sin  (a£-+-aç>-+-?'— „) 

-t-o*,i36(5)sin(2Ç  — ç>  — 2/  — >7)-o'r>o24(5)sin(aÇ  — P-f-2P'  — ,) 

— oV3o(5)  sin  (2Ç  — ?-f.aP'-hïî)-4-o",o34(5)  sin (af -t-?— af'~n) 

-f-[-3%a7o(4)-o%838(5)~-o>ai(6)  =  -4ff,ia9]sin(|~,) 

-*-[-3",a70(4)-  i*,353(5)-o%44i  (6)=-5>64]  sin  (*+„) 

-o'lao6(6)sin(f-?-,)-o%ao6(5)sin(r-?-t-^) 

-o%5io(5)sin(Ç-+.f>~,)~ow,4o3(5)sin(Ç-+-f-h,) 

H-o",o55(5)sin(Ç  — /  — ,,)-hoff,o55(5)  sin  (£—/+,,) 

-+-[off,979(4)-off,329(5)=o*,648]  sin  (£-+-/_„) 

-+-[0%979(4)-o%3a9(5)  =  o',048j  sin  (f +P'-*-n) 

— ô*,i94sin(3f  —  q)-t-o",o6i  sin(3£-4->,) 

-o",a33sin(3r-p,->7)-4-o>89sin(3f-t-?'-,) 

-^U%996(4)'+-^>';8(5)H-o'',379(6)=3'',553]sin(4f-^ 

-ho",364(5)«n(4f-H^ 

-Hf3',943(4)-hi%768(5)-4-ow,85ind.=6ff,56i]sîn(4f-f)-,) 

-H^39D(5)H-o%95ind.=a",34o]sin(4£—  f-hr,) 

-+-0^,378  (5)  sin  (4  ?-+-  y  -  >?) 

-+-off,ig6(5)  sin  (4Ç-?'-^)-.oV5o(5)8in(4f-f-ç,'-,) 

H-o%354(5)sin(4Ç-a9-,)4-I'',a26(5)sin(4^aPH-î,) 
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-how,3ia(5)8in:(4|-P-?'-î7)-o%i34(5)  sin  (4Ç-9-*-?'-^) 

-Haw,6i4t  (4)  -o%ag6i  (5)  =  a",3i8jsin  (a  |  -  3  *) 

-4-o",a379(5)8iD(aÇH-3>î) 

H-o",i5a(5)  sin  (aÇ  — ?— 3>?)  — o#,a57(5)  sin  (aÇ-hç>  — 3,,) 

■+-o*,ioa(5)  •in(aÇ-/-3»,)-.ow>o44(5)  sin(aÇ-+-/-3>7) 

H-oV»7(5)»in  (4!-3i0-7',867Bin/*. 

Telle  est  la  formule  qui  servira  à  déterminer  la  La- 
titude de  la  Lune  par  rapport  à Técliptique  vraie;  en 
la  réunissant  aux  expressions  de  la  longitude  vraie  et 
de  la  parallaxe,  on  aura  tout  ce  qui  est  nécessaire 
pour  calculer  à  un  instant  donné  le  lieu  de  la  Lune 
et  pour  la  formation  des  Tables.  Ainsi  se  trouve  ac- 
compli l'engagement  que  nous  avions  pris  au  com- 
mencement de  ce  livre,  d'obtenir,  par  une  méthode 
directe ,  les  expressions  des  coordonnées  qui  détermi- 
nent la  position  de  la  Lune  avec  toute  la  précision 
que  les  observations  comportent.  Sans  doute  ce  n'est 
point  sans  des  développemens  très  étendus  que  nous 
sommes  parvenu  à  atteindre  ce  résultat;  mais  la  na- 
ture même  du  sujet  ne  permettait  guère  d'espérer 
qu'on  les  pût  éviter,  et  notre  méthode,  comme  nous 
l'avions  annoncé,  joint  à  l'avantage  de  conduire  di- 
rectement à  la  solution  de  la  question  qu'on  se  pro- 
pose dans  le  problème  des  perturbations  lunaires, 
celui  de  se  prêter  à  une  vérification  facile,  et  de  n'être 
enfin  qu'une  application  nouvelle  de  la  méthode  gé- 
nérale que  nous  avions  suivie  dans  la  théorie  des  per- 
turbations planétaires. 
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CHAPITRE  VIII. 

Comparaison  de  la  théorie  précédente  avec  les 
observations. 

\[\i.  Considérons  d'abord  les  inégalités  séculaires 
du  mouvement  lunaire. 

Nous  avons  vu  que  l'expression  de  la  longitude 
moyenne  contenait  une  inégalité  de  ce  genre ,  que 
nous  avons  trouvée  égale  à 

io*,63u66i*  -*-  o",oi6oi9i*9 

en  désignant  par  i  le  nombre  de  siècles  écoulés 
depuis  l'instant  que  Ton  a  pris  pour  époque,  et  que 
nous  avons  fixé  au  commencement  de  1801.  L'iné- 
galité précédente  a  été  indiquée  aux  astronomes  par 
les  observations ,  long-temps  avant  que  la  théorie  ne 
fût  parvenue  à  en  assigner  la  véritable  cause.  On  sa- 
vait, en  effet,  par  la  comparaison  d'un  grand  nombre 
d'éclipsés  observées  par  les  Chaldéens ,  les  Grecs  et 
les  Arabes,  que  le  moyen  mouvement  de  la  Lune 
paraissait  s'être  accéléré  depuis  les  temps  anciens  jus- 
qu'à nos  jours  ;  c'est  ce  que  Bouvard  a  depuis  con-  ' 
firme  dans  un  beau  travail  couronné  par  l'Académie 
des  Sciences  en  1800  :  il  a  soumis  à  une  nouvelle 
discussion  les  observations  des  anciennes  éclipses  déjà 
connues  et  celles  qu'il  a  extraites  d'un   manuscrit 
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arabe  d'Ibn  Junis;  et,  après  avoir  reconnu  comme 
un  fait  hors  de  doute  l'accélération  du  moyen  mou- 
vement de  la  Lune ,  il  a  trouvé  cette  accélération  à 
très  peu  près  égale  à  celle  que  lui  assigne  la  formule 
précédente. 

Le  mouvement  du  périgée  est  assujetti  à  une  inéga- 
lité séculaire  que  nous  avons  trouvée  égale  à 

-  4o^6II456i•  -  o",o6ii95i'. 

C'est  à  la  théorie  qu'on  doit  la  connaissance  de  cette 
équation,  en  vertu  de  laquelle  le  mouvement  du 
périgée  semble  se  ralentir  de  siècle  en  siècle,  tandis 
que  le  moyen  mouvement  s'accélère;  ce  résultat  a  été 
ensuite  confirmé  par  la  discussion  des  observations 
anciennes  et  modernes ,  et  il  a  été  mis  hors  de  doute 
par  les  recherches  auxquelles  s'est  livré  Bouvard  dans 
le  Mémoire  que  nous  avons  cité. 

Le  mouvement  des  nœuds  est  également  soumis  à 
une  inégalité  séculaire,  mais  beaucoup  moins  con- 
sidérable que  l'inégalité  du  périgée  et  de  signe  con- 
traire à  celle-ci;  elle  est,  n°  i35,  égale  à 

6*,73iooii'  -+-  o*, 0101425;*. 

Cette  équation,  découverte  d'abord  par  la  théorie, 
a  été  encore  vérifiée  par  la  discussion  des  anciennes 
éclipses. 

La  comparaison  des  résultats  que  nous  avons  ob- 
tenus relativement  aux  trois  équations  séculaires  du 
mouvement  lunaire,  à  ceux  qui  ont  été  donnés  par 
MM.  Plana  et  Damoiseau ,  leur  servira  de  vérification. 
Le  tableau  suivant  présente  les  coefiiciens  numéri- 
ques par    lesquels    on    doit    multiplier    l'intégrale 
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f(ef%  —  E'2)dt,    n°  i35,  pour  avoir  les  équations 

séculaires. 


DAMOISEAU. 

PLANA. 

THÉORIE  ACTUELLE. 

Équation  séculaire 

de  la  longitude 

moyenne 

o  ,00882648 

O, Oo83435oa 

0,008343502 

Équation  séculaire 

du  périgée. .... 

—0 ,0326754 

— o,o3 187050 

—o,o3 195029 

Équation  séculaire 

du  nœud 

0 ,oo54ooa5 

0,005389996 

0,005282594 

1    -    - 

Les  légères  différences  qu'on  remarque  entre  ces 
résultats,  doivent  tenir  uniquement  à  la  nature  des 
méthodes  qu'on  a  employées  pour  les  obtenir  (*). 

Nous  avons  vu , n° 1 35 ,  que  les  quantités  qui  règlent 

(*)  Dans  un  Rapport  sur  deux  Mémoires  relatifs  à  la  théorie 
de  la  Lune,  couronnés  par  l'Académie  des  Sciences  en  1820, 
Laplace  ayant  comparé ,  comme  nous  le  faisons  ici ,  les  résultats 
des  deux  pièces  par  rapport  aux  équations  séculaires  du  moyen 
mouvement,  du  périgée  et  des  nœuds,  s'exprime  ainsi  (Connais- 
sance des  Temps  pour  182 3)  :  «  Quant  à  l'inégalité  séculaire  du 
»  périgée ,  la  différence  me  paraît  tenir  à  la  nature  des  approxi- 
»  mations  dont  les  auteurs  de  ces  pièces  ont  fait  usage.  L'auteur 
»  de  la  première  a  suivi  la  marche  que  j'ai  adoptée  dans  la  Mé- 
»  conique  céleste  ;  seulement ,  il  a  porté  plus  loin  les  approxi- 
»  mations.  Les  auteurs  de  la  seconde  pièce  ont  réduit  leurs  ex- 
v  pressions  en  séries  ordonnées  par  rapport  aux  puissances 
»  ascendantes  du  rapport  du  mouvement  du  Soleil  à  celui  de  la 
»  Lune ,  rapport  moindre  qu'un  douzième.  L'analyse  ne  présente 
»  point  ces  expressions  sous  cette  forme  ;  elle  conduit  à  des  équa- 
»   tions  dans  lesquelles  les  quantités  cherchées  sont  entremêlées 
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lé  mouvement  moyen  du  périgée  et  des  nœuds  de  l'orbe 
lunaire  sur  l'écliptique  vraie ,  conclues  de  la  théorie 
et  comparées  aux  résultats  fournis  par  l'observation , 
s'accordaient  identiquement  relativement  aux  nœuds 
et  ne  différaient  que  de  la  millionième  partie  relative- 
ment au  déplacement  du  périgée.  Cette  admirable  con- 
cordance, que  Laplace  lui-même  ne  croyait  pas  pos- 
sible d'obtenir,  doit  être  regardée  comme  Tune  des 


»  et  affectées  de  divers  diviseurs.  Pour  les  réduire  à  la  forme  de 
»  séries ,  il  faut  éliminer  ces  quantités  et  réduire  ensuite  en  séries 
»  les  diviseurs  des  divers  termes  de  leurs  expressions.  On  con- 
»  çoit  que  cela  doit  conduire  a  des  séries  peu  convergentes ,  et 
»  qu'il  faut  beaucoup  prolonger  pour  obtenir  le  même  degré  de 
»  précision  que  donne  la  méthode  employée  dans  la  Mécanique 
»  céleste.  Cependant  cette  cause  d'erreur,  qui  me  semble  avoir 
»  influé  sur  la  valeur  de  l'inégalité  séculaire  du  périgée  donnée 
»  dans  la  seconde  pièce ,  ne  produit  aucun  effet  sensible  sur  les 
»  inégalités  périodiques.  »  Or,  l'inégalité  séculaire  du  périgée, 
suivant  la  deuxième  pièce  citée  par  Laplace,  était  —  o,o3i  1 1 10, 
tandis  que  la  première  pièce  la  faisait  égale  à  —  0,0229890  ; 
M.  Damoiseau ,  auteur  de  ce  dernier  Mémoire,  a  depuis  considé- 
rablement modifié  cette  valeur,  et,  en  la  portant  à  — 0,0826754, 
il  s'est  beaucoup  rapproché  de  celle  que  donnent  les  formules 
ordinaires  du  développement  en  séries  :  l'objection  de  Laplace 
contre  cette  méthode ,  fondée  sur  le  désaccord  qui  paraissait 
exister  entre  les  résultats  des  deux  Mémoires  relativement  à  la 
variation  séculaire  du  périgée ,  tombe  donc  d'elle-même ,  et  l'on 
doit  reconnaître  que  dans  la  théorie  lunaire ,  comme  dans  la  théorie 
des  planètes,  le  développement  en  séries  offre,  pour  la  solution  du 
problème ,  non-seulement  la  méthode  la  plus  analytique  et  la  plus 
simple,  mais  encore  la  plus  susceptible  de  précision  lorsqu'on  a 
soin,  de  porter  les  approximations  aussi  loin  qu'il  est  nécessaire ,  et 
de  vérifier  avec  attention  les  calculs  compliqués  qui  en  résultent. 


Digitized  by  VjOOQlC 


618  THÉORIE  ANALYTIQUE 

preuves  les  plus  irréfragablesde  la  grande  loi  delà  gra- 
vitation universelle,  et  la  légère  différence  qui  existe 
encore  relativement  au  déplacement  du  périgée,  tient 
sans  doute  uniquement  à  la  grandeur  de  ce  dernier 
mouvement ,  qui  exige  que  les  approximations  soient 
poussées  plus  loin  que  nous  ne  l'avons  fait  jusqu'ici. 

i43.  Considérons  maintenant  les  inégalités  pério- 
diques du  mouvement  lunaire  en  longitude.  Pour 
comparer  les  résultats  de  la  théorie  à  ceux  de  l'ob- 
servation ,  nous  prendrons  pour  base  les  Tables  de 
Burckhardt,qui  sont  les  plus  récentes  que  nous  ayons, 
et  qu'on  doit  supposer,  par  conséquent,  les  plus 
exactes  ;  nous  regarderons  les  coefficiens  des  diverses 
inégalités  déduites  des  Tables  *  comme  des  résultats 
déduits  de  l'observation  directe ,  et ,  en  les  rappro- 
chant de  ceux  que  nous  avons  obtenus  par  la  théorie, 
il  nous  sera  facile  de  reconnaître  quels  sont  ceux  des 
coefficiens  des  différentes  inégalités  lunaires  sur  l'exac- 
titude desquels  on  peut  compter,  et  quels  sont  ceux 
sur  la  valeur  desquels  les  observations  peuvent  laisser 
des  doutes. 

Les  Tables  de  Burckhardt  ont  été  établies  sur  plus 
de  4000  observations,  faites  dans  les  deux  derniers 
siècles  par  Halley,  Bradley,  M askeline ,  etc.  ;  elles  sont 
disposées  d'une  manière  particulière  qui,  en  dimi- 
nuant le  nombre  des  argumens,  facilite  beaucoup 
les  calculs  astronomiques;  mais  cela  oblige  à  leur 
faire  subir  une  transformation  préliminaire  pour  ra- 
mener les  expressions  de  la  longitude  et  de  la  latitude 
à  la  forme  que  nous  avons  adoptée  dans  la  théorie 
précédente. 
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En  désignant  par 

a   VauomaU*  dm  Soleil , 

A  l'anomalie  de  la  Lune, 

D  la  longitude  de  la  Lune  moins  celle  du  Soleil, 

3  U  longitude  de  la  Lune  plut  le  supplément  du 


619 


les  équations  fondamentales  de  la  longitude  expri- 
mée en  série  de  sinus  d'angles  croissant  proportion- 
nellement au  temps  t,  d'après  les  Tables  de  Burck- 
hardt,  seraient  : 


Éqaat. 

1 
a 
3 

4 
5 
6 

'     7 
8 


1a 
i3 

'4 

i5 


— 65f/,3  sin  a — 7",  1  Binaa 
-f-i47",38in(aD  —  a) 

—  57*,7sin(aDH-A) 
-t-igo*,3sin  (aD— A— a) 
-f-io9*,4Bin(A— a) 

—  83*,8sin(a*-A) 

—  5g",a8in(a£— aD) 

—  70jr,6sin(A-f-<i) 

—  o",38ina(AH-«) 
-+-  a3*,5Bin(A-D) 
+.  57*,9»ina(A-D) 

—  a",38in(A-*-D) 

—  4",3sina(A+D) 
-+-    a*,38in(D-*) 
H-    ^,381112(0  —  a) 

—  i7",7Bin(aD-h«) 

—  i8%4»in(aD— A-+-«) 

—  ia",asin(4D— A) 

—  io",OBin(aD— aJ-*-A) 


Équat. 

16 

»7 

18 

■9 
*o 
ai 
aa 
a3 

*4 
a5 
a6 

a7 
a8 

*9 
3o 

3i 

3a 


i3',78in(D-f-a) 
G^esioraJ— aDn-A) 
6»,78in(aD— A-a-) 
4*,6  sin  (a  A — aD  —  a) 
7%4sina(*—  A) 
a",88in(aA— aDn-a) 
i»,8sln(a*— aDn-a) 

■  aVsin(aD-t-A  — a) 

■  i*,i8in(4D-3A) 

-  off,9sin(3A  —  aD) 

.  o^sin^aD— A-+-aa) 

-  «/^ë sin  (a A—  a) 

-  off,78in(A-*-aa) 

-  o",78in(A— aa) 

-  i",isin($  —  ô) 

-  o",4Bina($  —  6) 
h  o*,8sin($-Tp) 

-  o*,aBina($-Tt) 

-  7",osinsupp1.Q 


Les  argumens  suivans  se  corrigent  en  y  ajoutant  la 
somme  des  équations  précédentes  : 

Érection. . .     -+-48a5*,58in(aD— A)-h35*,58in(4D-aA) 

AnAm.is«     J    aa69a%48inA-f-777%iBinaA 

Anomalie. .  j  ^  $7%Q  gin3A_h  ^g™^ 

_    .  At         i  -iM%7ainD-4-ai38%68inaD 
Variation. .  j  +     ^^30^, 8in4D 

Réduction..     —  4iair,a8ina<r. 
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Il  faut  ajouter  ensuite  ia  somme  de  toutes  ces  équa- 
tions à  la  longitude  moyenne ,  pour  avoir  la  longitude 
vraie. 

En  désignant  donc  par  S  la  somme  de  tous  les 
termes  renfermés  dans  lç  premier  tableau ,  par  E  l'é- 
vection ,  par  A  l'anomalie ,  par  V  la  variation ,  et  par  R 
la  réduction  à  l'écliptique,  en  donnant  à  ces  mots 
élection,  anomalie,  variation,  réduction,  la  même 
signification  que  Burckhardt  leur  attribue,  on  aura, 
suivant  la  notation  que  nous  avons  adoptée  : 

S  =  —  659*,3  sin  ç>'  —  7^,1  sina?' 

H- 109*4  sin  (?  —  ç>')  —  7o",6  sin  (?  -t-  ç>') 
-+■     o",8  sin  (aç>  —  f')  -+-  o",7  sin  (ç>  —  a?') 

—  o%7  sin  (ç>  -4-  2  f')  —  o",3  sin  (a p  -+-  a  ?') 
-h  83',8  sin  (?  —  ai»)  —  7*4  sin  (a?  —  a») 

—  57^,7  sin  (a*  -+- ?)  ■+■  i47*,3  sin  (a*  -  /) 

—  17*,7  sin  (a Ç -h?') 

—  57^,9  sin  (a*  —  a?)  —  4*,3  sin  (a$  h-  aç») 

H- 190",3  sin  (a  Ç  —  ?  -  ^  -  i8",4  sin  (aÇ  -  ?  -h  9') 

-4-     a",i  sin  (a Ç  -+- ?>  —  ?') 

-h    7*,3  sin  (a*  —  a/)  —  o",9  sin (aÇ  —  3p) 

—  a",8  sin  (a*  —  a?  —  /)  -+-  4*,6  sin  (a*  —  a?  -+-  ?') 
-H  6%7  sin(a£  —  ç>  —  a/)'—  0^,9  sin  (a*  —  p-t-a?') 
-f-  ô^ô  sin  (a£  —  9  —  aij)  —  io^o  sin  (a£H-  ?  —  a»0 
-h  59*,a  sin  (aÇ— aij)-hi",8  8in(aÉ  — ?'  — a*) 

—  a3%5sin(f-ç>)-a%3sin(e-Hf>) 
-+-    a",3  sin  (|  -?') -  i3",7  sin (Ç  -f-  /) 

—  ia",a  sin(4Ç  — p)-h  i",i  sin(4Ç  — 3ç>), 

E=    48a5%5  sin(aÇ-9-hS)-+-35',,5  8in(4Ç-aç>-+-aS), 
A=  aa69a%4  sin  (?  ■+■  S  h-  E)  -h  777%  1  sin(a?  -haSn-aE) 

-+-37*,asin(3?-h3S-h3E)H-i%8sin(4?-f-4S-*-4E), 
V  =  —  iaa*,7  sin(Ç-hSH-E-+-A)-f-ai38*,6sin(aÇ-f-aS-haE-f-aA) 

H-a*,9  «in(3Ç-H3S-+-3E-h3A)+9'r,i  sin(4Ç-»-4SH-4EH-4A), 
R  =  ~4ia<r,a  sinrag(nt-hS-HE-hA-f-V)]. 

En  désignant  par  w  la  longitude  vraie  rapportée  à 
l'écliptique,  on  a,  d'ailleurs,  comme  nous  l'avons  dit 
plus  haut, 

.<  =  (  +  i+S  +  E+A  +  V  +  R  .  (o) 
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Cela  posé,  en  développant  les  valeurs  des  quan- 
tités représentées  par  S,  E,  A,  V,  R,  et  en  les  sub- 
stituant dans  l'équation  précédente,  on  a  trouvé, 
pour  les  inégalités  périodiques  de  la  longitude  vraie 
développée  en  fonction  de  la  longitude  moyenne, 
l'expression  suivante  : 
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"*"     V  =  i66*,8  )""&*     9) 

-t-(— 57"»9+a65">4— »".6-t-«a%9-i-o'»4— 8">°=aia"j9)»'n(af— aP) 
-t-{—  4»,S— 3",a-t-  i,,i+u',9+«'1ii=  i4»,7)»ln(af-4-af) 

-H(,90,,3t7aj6^8",*""°''9~,>',8^",'+O"'4)'l»(af-«,-P') 

-+-(-i*,o-o*,8-or,7-ow4=-a%9)sin(aÇ-f-çn-ç>') 

— o^isinCaÇ-Ha/) 

-H  — o*,9—3%aH-i8ff,a— o",n-o*,9— o"^— o",5=i4%o)sio(a{— 3?) 

-+-  (—  o",a — o",a  -ho%9-*-  o",4  H-o*,5 = i*,4)  sin  (a  Ç  -4-  3  ç>) 

-4- (— a*,8-hol',8— o"r,4-+-io/r,5-ho%4 +<>%5  4-0%  i=9f,i}iin  (a{— ay— f ') 

-+-(4">6—  l'.a+o'^-o^-  i*,o-t-o*,i  -o*,i  =a">4)siu(a*-a?-t-*.') 

-h  (o^n-o"^  -f-o",  n-o^i  =  o",8)  sin  (a  $  -f-ap — p') 

H-(6%7-how,n-o-/,4=7*,a)Bin(aÇ-f)-ay') 

•+■(—  °*»9— o%i=  —  iv,o)sin(a€  —  p-j-a?') 

-ho*?4  sin  (a  Ç  h-  ?  —  a  y') 

H-(-o%a-*-i%3=iV)8in(aÇ-4P) 

H-(— o*,a-Ho"',7=o,r,5)8in(aÇ--3p  — p') 

-+-o*,asin(aÇ  — 3ç>H-p') 

-+-  off,4  8in  (a  f  —  a  ? — a  ?'  ) 

-h(59ff,aH-i%oH-o#a4-o',5-o%i-f-iV-4%7=56%3)sin(af-ai7) 

-HC-O'jl-I^jO-^rzr-S^SÏnCaÇ-f-a,,) 

-h(6',6-i-3%3-o%5-9»,aH-o,,,i=ol',3)sin(aÇ-?-ai2) 
•  -♦-(— o*,9-ho%5— 9%a-ho*,i  =  ~9%5)sin(aÇ  — y-Hajj) 
-+-(—  io',o+oV  -f-3",3-ho%94-o*,5— o*,^  —  5*,6)  sin(a$+p— au) 
-H—  o",5— o"4=— o",g)iin(at-i-p-i-ai)) 
-h(i",8-0*,3=i%5)sin(a|-f»'-a>,) 
— o',3  sin(a{ — p'-t-aq) 

H-(o%4+o^a— i",o--o'r,4==--o'r,8)sin(af--aç>— a>j) 
H-(—  iV+o',!-  o*,i-+-ir,o— o*,4=— o",4)sin(aÇ  —  a?H-a,) 
-h(—  o'ySH-o^a-k-o^i+o^isc  —  o",i)>rn(a{-t-a?  —  ai,) 
-h(o'r,i-o',4=-o*,3)sin(af-.p--?'-.aïî) 
—  Q%4sin(aÉ—  p— p'-t-aij) 

-H(o%a— i*,3  —  o",i  —  laa'^-Ho^-Ho",!  —  o",i=  —  ia3",5^sin{ 
-h(-a3",5-  i',4h-6*,7  =  -  i8*,a)  s!n(f  -  p) 
-H(-a»,3-6/r,7-ho#,a=-8,r,8)sin(Ç-+-f) 
H-(a%3-o*,a-o*,f=a*,o)sin(f  —  /) 
-h(i3",7-+-o",a=i3",9)sin(Ç-»-?') 
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-h(o^,n-oV=°*>a)8io(4Ç—  ?  —  a?') 

-h(o",6-oV=o",5)8in(4*-3„) 

-Ko^tf-t-oV—  o",i— o",i=o%6)sin(4|  —  p  —  a^) 

^oV8in(4H-f  —  Qi7> 

-©V  »»*(»£  —  4<p) 

-+-(— o*,i— o%n-o",4=o'r,a)8in(6Ç  — y) 

-+-(<f,6-4-</»4  =i%o)8fn(6Ç  —  ay)-+-o*,iBin(6*-3s>). 

i44-  I^  tableau  suivant  offre  la  comparaison  des 
résultats  précédens  à  ceux  que  MM.  Damoiseau, 
Plana  et  moi ,  nous  avons  obtenus  par  la  théorie. 
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Comparaison  des  valeurs  numériques  des  coefficiens  des  principales 
inégalités  périodiques  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune  y  d'après  la 
théorie  et  l'observation. 


AiGomirr. 

DAMOISEAU. 

PLARA. 

THÉOR» 
actuelle. 

SuaCKBASDT. 

DIFFÉ&EftCBS 

entre 

U  théorie 

strostarrat. 

9 

22639,70 

22641  "626 

22639,700  c*) 

2*639*7 

n 
0,000 

a? 

768,72 

769,477 

769,533 

768,3 

i,233 

3? 

36,94 

36,;ao 

36,719 

36,2 

0,519 

4? 

i,99 

2,oo3 

1,986 

1.8 

0,186 

?' 

-    673,7<> 

-668,644 

-    668,932 

-  673,3  (*) 

-4,368 

V 

-        7,34 

~    7,87^ 

-       7,85. 

-       7,3 

—  o,55i 

9  —  ?' 

■47,74 

i48,o5o>> 

»47.69> 

«47,5 

0,191 

9+9' 

-   109,27 

—  iii,o9oj(^ 

-     109,886 

-    «09,9 

0,014 

*9-9' 

9,74 

9  ,44 

9.65i 

9,i 

o,55i 

2ç>-+-?' 

-       7,67 

-    7,344 

-        7,347 

-       6,5 

-    0,847 

?-v 

2,52 

2,l3l 

2,343 

I,2(*> 

i,i43 

?  +  V 

-        1,14 

-    i,>7^ 

-        1,167 

-        1,2 

o,o33 

3?-/ 

0,57 

o,365 

o,362 

0,4 

-  o,o38 

3?^?' 

-       0,39 

-    o,365 

—       o,362 

-       0,2 

—  0,162 

*l 

-    4", 67 

-411,041 

-    4»,64 

-    412,3 

0,676- 

y  — 2»7 

39,5i 

37,191c») 

39»427 

38,7 

0,7^7 

?-+-a*î 

-      45,i2 

—  45,201 

—      45,Io5 

-      45,i 

—  o,oo5 

?'-2>, 

0,04 

o,i3o 

o,t3o 

i,3<0 

—  1,170 

^-+-217 

0,37 

o,585 

o,636 

i,3  W 

-0,664 

ap— ai» 

-        i,3o 

-    «.079 

-        »,4o5 

-        i,9 

0,495 

( *)  Ce  coeflScient  eai  une  des  arbitraires  de  la  théorie;  nous  arons  cru  devoir 

adopter  le  résultat  de  Burckhardt. 

<«)  Nous  arons  marqué  d'un  («)  les  résultats  de  M.  Plana  que  nous  arons  re- 

connus fautifs  par  la  révision  de  ses  formules. 

<*)  La  lettre 
évidemment  h 

<*)  indique 
«soin  de  cor 

les  résultats  c 
rection. 

lérirés  des  Tsbl 

es  de  Bureaba 

rdt,  qui  ont 
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▲RGOMBMT. 

DAMOISEAO. 

PLANA. 

THÉORIE 

actuelle. 

BURCKUARDT. 

DIFFERENCES 

entre 

la  théorie 

et  l'obserraf. 

2$>-h2>7 

-       3"»97 

-    Ù*è 

-        C<&) 

»            £0 

—  0,o37 

p-ç>'-2, 

» 

0,l63 

0,l6o 

-        o,3 

0,460 

f  —  ç>'-+-aij 

» 

~    0,195 

-         0,19a 

-        o,3 

0,108 

?+?'— 3>? 

» 

—    0,16a 

—         0,160 

o,a 

0,o4o 

9  H-/-+-aî7 

» 

0,195 

0,192 

0,2 

—  0,008 

p— 4* 

» 

—    0,140 

-       o,i37 

-        o,a 

o,o63 

2Ç 

2370,00 

3370 ,3ao 

^70,799 

2373,4  c*) 

—  2,601 

a?-? 

4589,6i 

4585,648 

4586,999 

4587,0 

—  0,001  ' 

a?-*-? 

19a faa 

192,146 

193,14a 

193,6 

-  o,458 

2?-?' 

iC5,56 

i65,85o 

165,437 

166,8  C*) 

-  i,363 

2* -h?' 

-      a4,8a 

—  a3,6n(«> 

-      a5,o36 

-      37,3  CO 

3,264 

a£  —  a? 

au  ,57 

aia,363 

211,787 

313,3 

~  o,4i3 

3£-f-3ç> 

f4,74 

»4,x»9 

14,»o9 

«4,7 

-  0,591 

af-F-p' 

207,09 

309,74360 

206,919 

306,3 

0,619 

aÇ-ç>-+-?' 

-     a8,67 

-  28,8» 

—      a8,5ii 

-        27,6 

-  0,911 

2* -*-?-/ 

«4,69 

14,044 

14,000 

i3,5 

o,5oo 

2| -*-?-+-?' 

-       3,o3 

-    a,884 

-       2,876 

-        *,9 

0,024 

2Ç  — V 

7,92 

7,8i3 

7,790 

7,8 

—  0,010 

3|-h3?' 

—       o,33 

—    o,o65 

o,o65 

-       0,1 

o,o35 

2Ç-3? 

ia,8i 

12,807* 

",899 

14,0  C*) 

1,101 

2Ç-+-3P 

',»7 

3,3ogC«) 

0,902 

',4 

o,498 

2|  — 3?  —  ^' 

8,99 

7,76a(rt> 

9,161 

9>« 

0,061 

2Ç— a^-f-f)' 

a,55 

—     ",395 

~        1 ,*77 

3,4(0 

1,123 

aÇ-*-aç»— ç/ 

0,90 

0,607 

0,604 

0,8 

0,196 

aÇ  — 9— a/ 

7,5a 

7?5*7 

7,48a 

7,2 

0,283 

aÇ— ç>— ap' 

-        2,59 

~    2,014 

-        a, 037 

-        1,0  (*> 

—  1,037 

aÇ-hp  — V 

o,5a 

o,3a3 

o,3ai 

0,4 

'-  0,079 

af-fr 

o,9* 

0,873c-) 

0,606 

«,i 

o,49i 

a*-3?-f' 

0,48 

o,3a8 

o,3a5 

o,5 

0,175 

aÇ  —  3ç»-r-p' 

» 

-    0,140 

-        o,i3^ 

~           0,2 

—  0,061 

aÇ— 3p— 3ç>' 

0,11 

o,i57 

o,i56 

0,4 

-0,244 

Tome  1 

V. 

4 

0 

Digitized  by  LjOOQIC 


626 

THÉORIE  ANALYTIQUE 

MFFBRBNCES 

ARGCKKNT. 

DAMOIBBAG. 

PLANA. 

THEORIE 

actuelle. 

BBRCKIMRDT. 

entra 

la  théorie 

et  robserrat. 

a*— a„ 

54",83 

54 'qi5 

55,109 

56^3  <*) 

it 
-  *,«9« 

aÇ+2,7 

-        5,75 

-      3,376(-) 

-       5,7a8 

~       5,8 

0,072 

*Ï  —  V  —  ai? 

0,27 

o,o3o 

o,5i4 

0,3 

0,214 

aÇ—pH-2,, 

-       9,65 

-    9,384 

-       9»»« 

-       9,5 

°,*79 

a|-l-ç>— 2* 

-       6,65 

—    6,ï5i 

-       6,o65 

-       5,6 

-o,465 

a*H-p-t-2>î 

—        i,oo 

—    o,6a6 

—      .0,619 

-       0,9 

0,281 

2Ç  — ?'— 2»j 

2,92 

a. 3a9 

a,3o6 

i,5  (*) 

0,806 

2*  — ?'-h2iî 

-     0,17 

-    0,189 

-       0,187 

—       o,3 

o,u3 

2$-»-^'— 2* 

-      «,34 

-    i,475 

—       i,4oo 

» 

» 

2|  —  2p  — a>) 

—       o,5a 

~    0,177 

-       0,174 

—       0,8 

0,626 

2f—  apHra»? 

-        0,60 

-    0,941 

~       0,697 

-       0,4 

-0,297 

a£-h*9  — a„ 

—       o,5a 

-    o,5ag 

—       o,5a3 

-       0,1 

-o,4a3 

S 

—    iaa,48 

— ! 22,110 

—    122,378 

-    123,5  <*> 

1,132 

*-f 

-      '7,»9 

-    I8,045 

~      '7,795 

-      i8,a 

o,4o5 

*-*-? 

-        8,40 

-    8,a37 

-       8,365 

-       8,8 

0,435 

l-f 

-        0,48 

-    o,383 

-       0,378 

■+-       a,o  (*) 

-  2,378 

*+?' 

17,56 

i7,ai6 

17,202 

i3,9<*> 

3,35a 

l-ap 

-        1,17 

-    o,7g6 

~       «,794 

-        «,7 

0,906 

£-+-2p 

-        0,48 

—    0,357 

-       o,356 

-        o,3 

—  o,o56 

*-?-?' 

-       0,29 

—    o,oa5 

—          0,025 

-       o,a 

0,175 

*-f-*-?' 

a,o5 

0,466 

0,388 

o,7 

—  o,3ia 

ÉH-p-Hp' 

i,a5 

o,994 

°»99« 

o,7 

0,291 

3* 

0,01 

0,887 

0,887 

a,7  <*> 

-  i,8i3 

W-r 

-       3,o4 

-    a,95o 

-       2,948 

-        2,1 

-  0,848 

3Ç-»-f 

o,33 

0,143 

0,144 

0,6 

-  o,456 

3*-af 

» 

-    0,640 

—       o,638 

-       o,a 

-  o,438 

3*-f+y 

» 

<M94 

0,210 

o,a 

0,010 

4* 

'4,85 

i44o9 

14,245 

16,1 

-  1,855 

4C_f 

38,6a 

38, 001 

38,25a 

38,6 

-  0,348 

4*+? 

-       0,43 

o,855C«> 

',277 

a,3<*> 

—  i,oa8 

4*-*' 

0,8a 

i,aio 

1,28a 

a,o<*> 

—  0,718 
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ARGUMENT. 

DAMOISEAU. 

PLANA. 

THÉORIE 
actuelle. 

bcrckiiardt. 

DIFFÉRENCES 

entre 

la  théorie 

et  l'obserrat. 

4HV 

—          <£(>9 

—    0,201 

—       0,224 

// 
—       0,2 

—    0,014 

4?~Q? 

3i,i9 

34,5i8(«> 

3i,i53 

31,4 

-  0,247 

41-é-aj» 

0,73 

» 

0,139 

-       0,1 

0,239 

4?-?-?' 

3,3a 

3,837 

3,84 

4,i 

-  0,276 

«-*+?' 

~       °»49 

-    0,92a 

~       0,746 

-     0,7 

—  0,046 

4S-3? 

lt*9 

o,5o2 

o,43i 

0,7 

—  0,268 

4|-9f-P' 

3,o5 

".W 

»,i9x 

2,3  <*> 

-  1,109 

4f-QP4-?' 

—        o,5o 

—    o,5i3 

—       o,5io 

-           0,2 

—  o,3io 

4?-^ 

o,fi4 

o,o54 

o,o5j 

0,5 

-  0,446 

4? — ç> — ^»7 

0,39 

o,397 

o,393 

0,6 

—  0,207 

4£-Hç>— a* 

» 

—    o,o36 

—       o,o36 

-           0,1 

0,064 

6Ç-? 

» 

» 

o,i5i 

0,2 

-  0,049 

6S-2? 

0,53 

» 

o,a56 

1  ,0  <*) 

-  0.744 

On  voit,  par  ce  tableau,  que  les  plus  grandes  dif- 
férences entre  les  coefficiens  des  Tables  de  Burckhardt 
et  ceux  que  nous  avons  obtenus  par  la  réduction  en 
nombres  des  formules  de  la  théorie,  ne  dépassent  guère 
deux  secondes  sexagésimales,  exception  faite  du  coef- 
ficient de  l'équation  annuelle ,  sur  la  valeur  duquel 
nous  nous  proposons  de  revenir  d'une  manière  par- 
ticulière (*).  Ces  différences  peuvent  être  attribuées, 
en  grande  partie ,  à  l'incorrection  des  observations  sur 
lesquelles  les  Tables  de  Burckhardt  ont  été  construites  ; 
elles  diminueront  certainement,  et  disparaîtront  peut- 
être  entièrement  lorsque,  par  les  progrès  continuels  de 
l'astronomie  pratique,  on  aura  pu  réunir  un  plus  grand 


(*)  Voir  les  Notes  i\  la  fin  du  volume. 


40. 
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nombre  de  bonnes  observations,  et  en  déduire  des 
Tables  plus  exactes.  Quant  à  la  comparaison  mutuelle 
des  valeurs  déduites  de  la  théorie ,  elle  est  aussi  sa- 
tisfaisante qu'on  pouvait  l'espérer  de  résultats  ob- 
tenus par  des  méthodes  totalement  différentes  entre 
elles,  et  par  des  calculs  aussi  compliqués;  les  petites 
discordances  qui  existent  encore  entre  ces  résultats 
peuvent  tenir,  soit  à  la  différence  des  élémens  em- 
ployés dans  la  réduction  des  formules  en  nombres, 
soit  à  la  différence  des  méthodes  que  nous  avons 
adoptées,  soit  enfin  à  de  légères  incorrections  pres- 
que inévitables  dans  d'aussi  longs  calculs  (*). 

i45.  Comparons  de  la  même  manière  l'expression 
de  la  latitude  déduite  de  la  théorie,  à  cellequi  résulte  de 
l'observation  directe  des  mouvemens  lunaires.  D'après 
les  notations  que  nous  avons  adoptées ,  l'expression  de 


(*)  M.  Plana  ayant  imprimé  avec  détail  tous  les  calculs  sur  les- 
quels est  fondée  sa  théorie  lunaire ,  nous  avons  pu  remonter  à  la 
source  des  principales  incorrections  qui  nous  ont  paru  avoir  influé 
sur  son  résultat  final.  Si  nous  avions  eu  à  notre  disposition  le 
manuscrit  des  Tables  de  Burckhardt,  sans  doute  il  nous  aurait  été 
facile  de  reconnaître  de  même  la  cause  des  différences  les  plus  con- 
sidérables qui  existent  encore  entre  les  résultats  de  l'observation 
et  de  la  théorie;  car  il  est  évident,  pour  nous,  que  quelques-uns 
des  résultats  déduits  des  Tables  de  Burckhardt  et  renfermés  dans 
le  tableau  précédent ,  sont  fautifs ,  bien  qu'il  nous  soit  impossible 
d'en  fournir  en  ce  moment  la  correction.  Ainsi,  sans  avoir  besoin 
de  Tables  fondées  sur  des  observations  plus  exactes  et  plus  nom- 
breuses que  celles  que  Burckhardt  a  employées,  on  aurait  pu  voir, 
non  sans  quelque  satisfaction  sans  doute ,  les  différences  entre  les 
résultats  de  la  théorie  lunaire  et  ceux  de  l'observation  réduites, 
dès  aujourd'hui,  à  quelques  dixièmes  de  seconde. 
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la  latitude  tirée  des  Tables  de  Burckhardt  devient 

Latitude  =  i85i8*,3  sin  (gv  —  Q  )  —  i4",7  »in(f  —  >j)  —  5",?  sin  3  n 
-+-25",98iii(P'->7-S-E-A-V) 
H-o3,r,96in(?'-h>7H-SH-EH-A-+.V) 
-+-  V)*9o  sin  {if  —  »?  -h  S  -+-  E-+-A-+-V  ) 

—  16*  ,3  sin  (aÇ  —  p  —  >i) 
-f-5a6Vsin(aÇ  — *îH-S-+-Eh-A4-V  ) 

H-    a",5sin(3£H-p-->?-+-S-HE-t-A-HV) 
-h  a2*,4sin(aÇ— /— i7-*-Sh-Eh-A-+-V) 

—  lO^isinJafH-y'H-îjH-S-hEH-A-t-V) 

—  5",ifcin(ar— a?  — ,); 

où  l'on  suppose,  pour  abréger, 

Si  à  la  place  de  S ,  E,  A,  V  on  substitue  leurs  va- 
leurs précédentes ,  et  qu'on  développe  ensuite  l'ex- 
pression résultante ,  on  trouvera  : 
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-h(o",aH-7ff,4-i-o%9-i-o*,i-Haaw,4  =  3iV)wn(ai  —  f'—  *) 
-H(ow,2  -+-  7*,4  -  o%i  =  7*,5)  sin  (a£  -  ?'-h  u) 
-h(o*,a—  i*,a  — o%9—  io",i  =  —  i2",i)sin(!iÇ-f-  /—  >î) 
H-f—o*^  — i*,a-f-o*,i=— iff,3)  sin  (a£ -*-?'-+-*) 
-h(ii%3-*-9%5-f-ow,i  -  i',0-5',1  =  i4%8)  sin(aÇ-af-  *) 
-t-(—ii%3-f-<)",5-ho%i-f-ow>i=— i*,6)8in(aÇ  — a?-*-iî; 
-Ko',7H-oVH-i'r,o-+-0V  =  ^>9)  8in(aÇ-f-ap  —  17) 
-+-(o",7-ho",i  =o*,8)  sin  (aÇ-+-  a?  -f-»?) 

+(o",3+9»,3+o',i  -+-o\3-  i",a  =  8ff,8)8in(-2Ç-9-?,->7) 
-hf-o",3-+.9%3-ow,3  =  8w,7)sin{aÇ-?-?'-H>ï) 
-+-(— o",3  —  i^a-o",!  -o*,3-ho*,5  =  —  i*,4)sin(a$  — p-t-^— ij) 
-f-(off,3— i",a-i-o%3  =  -o*,7)8in(aÇ— ç)H-?'-*-»7) 

-Ho",6-*-oV  H-  iw>a  =  i">9)  "in  W -+" ?  —  f '—  *) 

-ho",6  sin  (a£  H-  9  —  p'-h  vj) 

+  (-<>V  —  o",5  =  -o*,6;  sin  (aÇ-*-?  -f-  9'—  ^ 

-+-o",3  sin  (aÇ  —  aç>'—  »»)  -h  o",3  »in  (a|  —  aç>'-+-  »») 

-h(-5",5-ho*,i=-5*,4)8in(Ç-,)-5*,5  8in(Ç-f-»ï) 

—  o*,8sin(Ç  —  f  —  rj)  —  o",8sin(Ç  —  f-hvi) 

— o*,4sin(f-f-?>->,)— of,48in(e-+-ç»-+-n) 

-+-o",6sin(Ç-i-  f  '—  >î)  -ho",6sin  (  £  -f-  p'-t-  »>)  • 

H-(-  o",3  -+-  o",6-+-aff,7  =  3»  sin  (4  f  -  *) 

-+-(o",3  -f-  o",6  =  o%(j)  sin  (4f  -+-  >,) 

-+-(-  i",a-+-  iff,5-+-6*,i  =  6ff,4)  sin (41  —  j  -  *> 

-H(l%aH-iff,5  =  a*)7)sin(4Ç-ç>-i-»7) 

■+-(o",n-o%i  =o",a)sin(4l  — 9'— ij)-f-off,i  sintff-i-p'—  >j) 

H-(_i"44-i%a-o%i-oV=-o%4)8in(4É-a?  — 17). 

Par  le  procédé  inverse  de  celui  que  nous  venons  de 
suivre,  on  pourra  faire  prendre  à  l'expression  de  la  lati- 
tude, n°  i34>  la  forme  que  lui  a  donnée  Burckhardt  ; 
ce  qui,  en  diminuant  le  nombre  des  argumens,  facilite 
beaucoup  la  construction  et  l'usage  des  tables  (*). 

146.  Le  tableau  suivant  offre  la  comparaison  des 
résultats  précédens  à  ceux  que  M.  Plana  et  moi  nous 
avons  déduits  des  formules  de  la  théorie  (**). 


(  *)  Voir  les  Notes  à  la  fin  du  volume. 

(  **  )  Nous  n'avons  pu  comprendre ,  dans  ce  tableau ,  les  résultats 
de  M.  Damoiseau  relatifs  à  la  latitude ,  parce  que  son  expression 
n'a  point  été  convertie  en  série  de  sinus  d'angles  proportionnels  à 
la  longitude  moyenne  de  la  Lune. 
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Comparaison  des  valeurs  numériques  des  cœfficiens  des  principales 
inégalités  périodiques  de  la  latitude  de  la  Lune ,  en  fonction  de 
sa  longitude  moyenne,  d'après  la  théorie  et  V observation. 


ARGUMENT. 

PLANA. 

THfoaiE 

actuelle. 

SURCKHARDT. 

DIFFERENCES 

entre 

la  théorie 

et  l'obeerrat. 

>J 

i8465',538 

1 8461*700  (*) 

18461 ,700 

0,000 

JJ—JJ 

iooo,5o9 

1000,664 

993 ,5  « 

7.164 

?-*->? 

1010,89} 

1011,198 

1009,5 

1,698 

F'-1 

-       4,i67 

-       4,^i 

-      4,3 

—  o,oai 

/-h», 

-      5,448 

-        5,595 

-        5,9 

o,3o5 

aç>  —  *ï 

3a ,343 

3a, 108 

33,7 

-  1,59a 

3ç)H-iï 

6a,46a 

6a,4aa 

6a,4 

o,oaa 

?-/—  r, 

5,i83 

5,oi8 

6,i 

—  1,08a 

f-f'-H* 

6,36o 

6,3i3 

6,9 

-o,587 

F  •+-?'—  >7 

-      4,864 

-       4,847 

-       8,1  <•) 

3,a53 

F-+V-4-*» 

-       5,3o5 

-       5,a53 

-       5,a 

—  o,o53 

v-*» 

—       0,106 

—       o,io5 

-       o,3 

0,195 

3f'-h>i 

-       0,146 

-       0,145 

—       o,3 

o,i55 

3y>  —  * 

1.687 

1,669 

3,7C'> 

—  a,o3i 

3yH-ij 

4,o85 

4,043 

a,a(*) 

i,843 

a?—/—», 

o,357 

0,340 

o,3 

0,040 

ap— /-h* 

o,445 

0,440 

o,3 

0,140 

aF-HF'->ï 

—       o,a57 

—       0,218 

-       o,3 

0,08a 

*f-h?'-+-v) 

-       0,445 

-       0,440 

—       o,3 

-  0, 140 

3», 

-       6,404 

-       6,397 

-       5,7 

-  0,697 

f — 3*7 

a  ,848 

2,786 

3,8 

-  1,014 

3*->7 

6ai ,476 

6a3,569 

6a3,4 

0,169 

**-»->» 

101,708(0 

117,51a 

116,9 

0,61a 

(  *  )  Ce  coefficient  esc  une  des  arbitraires  de  la  théorie  ;  nons  avons  cru 
devoir  adopter  le  résolut  de  Burckhardt. 

(')  Il  y  a  une  erreur  dans  1a  conversion  en  nombres  des  formules  de 

M.  Plana.  Pag 
ce  qui,  au  Heu  d 
résultat  qui  s'a 

e  719, 1. 1,  aul 
eioi",7o8,donn 
ccorde  avec  le  n 

[eu  de  ao",347  (4 
eii7*,58opourlc 
ôlre  et  avec  celu 

1,  on  doit  lire: 
1  coefficient  de 
i  de  l'observât 

*6*,ai9(4); 

iin(aÇ-M), 
ion. 
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ABCUMBKT. 

PLANA. 

THÉORIE 

actuelle. 

BORCSHARDT. 

DIFFÉRENCES 

entre 

la  théorie 

et  L'observât. 

af— f  —  >7 

I66^6l5 

i66'7649 

165^8 

0^,849 

*Ç-?  +  il 

196, 3*4 

198,810 

198,6 

0,310 

^H-?  —  >3 

35,039() 

33,445 

34,5 

-  i,o55 

3*-»-pH->» 

«4,774 

»4»975 

»4>9 

0,075 

**-?'-* 

39,535 

39,650 

3i,o 

i,35o 

*t—  ?'-+-» 

7,593 

7,669 

7,5 

0,169 

3£-+-?'—  >} 

—     13,373 

-      n,584 

-         13,1 

o,5i6 

af-h^'-i-Jj 

-      »,»9i 

-       i,4*5 

-        i,3 

—  0,136 

af— a?~^ 

16,317  c») 

l5,03I 

14,8 

0,331 

3f— 3çn->j 

-        i,883 

1,849 

-        »,6 

—  0,349 

af-»-a?— ^ 

a,377 

a, i59 

',9 

0,359 

af-j-a?-h>7 

0,867 

i,385 

0,8 

o,485 

a£-ç>-?'— >, 

8,341 

8,3n 

8,8 

-  0,489 

a£—  9  —  p'-h* 

9,336 

8,875 

8,7 

0,175 

a£— ç>-Hp'— 17 

-        ',945 

-        ',978  ' 

-      1.4 

-  0,578 

2f— ç)H-ç>'-J->7 

-       «,69a 

-       3,675 

-      0,7  c«) 

—  ',975 

af-f-p-/-*j 

1,576 

i,564 

»>9 

—  o,336 

afH-?--/-»->7 

o,588 

o,583 

0,6 

—  0,017 

af-hp-hf>—  »? 

o59o5(>) 

-       °,7Î9 

-        0,6 

—  o,i39 

3£— 2?'-»7 

0,6370) 

o,933 

o,3 

o,633 

3f— 3?'-+->7 

0,173     j 

0,171 

o,3 

—  0,139 

(>)  La  différence  entre  le  résultat  de  M.  Plana  et  le  nôtre ,  tient  à  une 
faute  qui  existe  dans  sa  formule  analytique,  et  qui  tombe  sur  les  termes 
de  Tordre  m*  e  y. 

(»)  La  différence  de  1"  entre  le  résultat  de  M.  Plana  et  le  nôtre ,  tient 
à  une  erreur  dans  la  réduction  de  ses  formules  :  au  lieu  de  4">879  (5) 
(  1. 1 ,  p.  730  ),  on  doit  1  ire  3  ",879  (5)  dans  le  coefficient  de  sin  (a£  —  ap  —  rj). 

O)  11  7  a  erreur  de  signe  dans  la  formule  de  M.  Plana;  la  réduction 
en  nombres  est  d'ailleurs  également  fautive. 

(0  II  y  a  erreur  dans  la  réduction  en  nombres  de  la  formule  de 
M.  Plana.  T.  1 ,  p.  730,  au  lieu  de  o",3i3  (4),  on  doit  lire  o*,  626  (4)  ï 
ce  qui,  au  lieu  de  0^,637,  donne  o",94o  pour  le  coefficient  de 
sin  (3£  —  3?'— 19),  résultat  qui  concorde  avec  le  nôtre.  | 
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ARCCMIRT. 

PLANA. 

THÉORIE 

actuelle. 

DURCRHARDT. 

DIFFÉRENCES 

entre 

la  théorie 

et  l'obter?  ai. 

2f-3ç>->, 

1,075 

0,95o 

tt 

o,oW 

0,950 

a£— 3?-h>7 

0,ai5 

0,2l3 

0,6 

-  0,387 

a* -3, 

a,384 

a,3i8 

a, 7 

—  0,382 

a*-h3„ 

o,*4i 

o,238 

» 

» 

2£-?-3>, 

0,406 

0,l52 

0,4 

—  0,248 

a^-hp— 3>7 

—        o,3i8    • 

-       0,257 

-      0,1 

-  o,i57 

*-* 

-       4,618 

-       4,ia9 

-      5,4 

1,271 

*+* 

—        5,oi6 

-       5,o6i 

-       5,5 

o,436 

Ç — f>  —  >7 

—       o,i35 

—       0,206 

-        o,8 

o,594 

ï—f+n 

o,i35 

—       0,206 

-       0,8 

o,594 

S+9—  *> 

-       o,585 

—       o,5io 

-       0,4 

—  0,110 

f-HfH->7 

—        o,4o5 

—       o,4o3 

-       0,4 

—  o,oo3 

l-4-f'—  *i 

0,9,51 

0,648 

o,6 

0,048 

f-Hf'-H»? 

0,951  (0 

0,648 

0,6 

0,048 

4*-» 

1,402(0 

3,553 

3,o 

o,553 

«~h» 

0,366 

o,364 

°>9 

—  o,536 

4*-?— *7 

6,548 

6,56i 

6,4 

0,161 

4?— ?-*-* 

",399 

2,346 

a,7 

-o,36o 

4*-?'-» 

o,W 

0,196 

0,2 

-  0,004 

4f~ay  — 17 

0,357 

o,354 

0,4 

—  0,046 

4$— if+n 

i,a37 

1,226 

2,600 

-  i,374 

te  —  f  —  f'—ri 

o,3i5 

0,3l2 

0,4 

—  0,088 

4* -?-*-?'-* 

-        o,i35 

-    0,134 

-           0,1 

-  o,o34 

4?- 3, 

0,074 

0,117 

0,1      1        0,017 

(0  Dans  la  réduction  en  nombres  des  formules  de  M.  Plana  (  1. 1 , 

p.  72a) ,  au  Heu  de  —  o",o33  (5) ,  on  doit  lire  o",33i  (5)  dans  les  coeffi- 

ciens  de  sin  (  £  h-  /—  17)  et  de  sin  (  Ç  -+-  ?'■+-  y)  ;  ce  qui  donne ,  au  lieu 

de  o",95i  pour  ces  coefficiens ,  o",653 ,  résultat  qui  s'accorde  ayec  le  nôtre. 

<»)  M.  Plana  a  omis,  dans  sa  formule  analytique,  le  terme  principal 

de  Tordre  m*  y. 

(«)  Les  résultats  marqués  d'un  (">  dans  ce  tableau  ont  évidemment 

besoin  de  correction. 
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On  voit,  par  le  tableau  précédent,  que  les  diffé- 
rences entre  les  résultats  obtenus  par  M.  Plana  et 
ceux  que  nous  avons  déduits  nous-même  de  nos  for- 
mules relatives  à  la  latitude ,  sont  généralement  très 
légères  :  nous  avons  indiqué  la  cause  des  plus  consi- 
dérables; les  autres  tiennent  principalement  à  la  dif- 
férence des  élémens  que  nous  avons  employés  dans 
la  réduction  en  nombres  des  formules  analytiques. 
Quant  aux  différences  entre  les  résultats  de  la  théorie 
et  ceux  de  l'observation ,  elles  sont  en  général  beau- 
coup moins  sensibles  encore  que  celles  qui  se  rappor- 
tent aux  formules  relatives  à  la  longitude;  ce  qui 
tient  à  ce  que  la  convergence  des  séries  étant  plus 
rapide ,  et  les  valeurs  des  coefficiens  moins  considé- 
rables ,  les  approximations  sont  nécessairement  plus 
exactes.  Laplace,  d'après  cette  considération,  a  pensé 
qu'il  conviendrait  de  former  les  Tables  lunaires  rela- 
tives à  la  latitude  avec  le  secours  de  la  seule  théorie; 
ce  qui  aurait,  outre  l'avantage  de  l'exactitude,  celui 
de  faire  dépendre  le  plus  possible  toutes  les  Tables 
célestes  de  la  seule  loi  de  la  gravitation  universelle. 

147.  Il  nous  reste  à  nous  occuper  de  l'expression 
de  la  parallaxe;  le  tableau  suivant  offre  la  compa- 
raison des  résultats  que  nous  avons  obtenus  relati- 
vement à  cette  troisième  coordonnée,  à  ceux  de 
MM.  Damoiseau  et  Plana. 
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Valeurs  numériques  des  eoefficiens  des  principales  inégalités  de  la 
parallaxe  horizontale  à  l'équateur,  suivant  MM.  Damoiseau  et 
Plana  y  comparées  aux  résultats  de  la  théorie  précédente. 


I        ARGUMENT. 

DAMOISEAU. 

PLANA. 

THÉORIE  ACTUELLE. 

34aof89 

34a3?i  534(0 

34a  1  ,'i53o 

9 

186,48 

186,6545 

186,5535 

2? 

io,a4 

iofa587 

io,aia3 

3? 

o,63 

o,634o 

o,6334 

?' 

—       o,3a 

-        o,4a84 

-       o,4a?8 

9  —  9 

i,ao 

1,0599 

i,o5a8 

9+9' 

0,9* 

o,9>9* 

—       0,91  a6 

*9-9' 

» 

o,o855 

o,ioa4 

aP-h?' 

» 

-       0,0798 

—       0,091a 

?  —  **l 

~       0,70 

-        i,i937 

—        0,7002 

a? 

a8,54 

a7,5933 

a7,475i 

a*-? 

34,43 

33,9ai4 

34,1755 

a£-+-? 

3,o5 

3 ,0755 

3,0597 

2Ç-?' 

»,9* 

a, 1646 

1 ,876r 

a* -4-?' 

—       o,a6 

-       0,5447 

—        0,3075 

a£— a? 

-       0,41 

0, 1670c») 

-       0,0751 

aÇ-t-ay 

0,14 

0 ,370a 

o,a688 

*-*-*' 

i,45 

i,4486 

"449^ 

af-p-hf»' 

-        0,24 

—        o,38o3 

-       0,3747 

a*-*-?-?' 

0,18 

0,1877 

0,1961 

a£-hp-*V 

.  » 

0,0014  Ctf> 

—       0,041 3 

f 

-        0,98 

-       0,9347 

—       o,9a33 

fn-F' 

0,14 

—       o,i5?9 

0,149a 

4? 

o,ai 

0,1 365 

0,1955 

#-f 

0,57 

0,4985 

0,4970 

4£-a? 

o,4o 

o,3a5o 

o,3o84 

(0  La  valeur  de  ce  coefficient,  qu'on  nomme  la  constante  de  la  pa- 

rallaxe, dépend  en  grande  partie  de  la  valeur  qu'on  adopte  pour  la 

masse  de  la  Lune,  n°  i36. 

<">  Il  y  a  erreur  dans  la  formule  analytique  de  M.  Plana,  ainsi  que 

dans  sa  réduction  en  nombres. 
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Nous  n'avons  pas  rapporté  dans  ce  tableau ,  comme 
nous  l'avions  fait  dans  les  précédens ,  les  valeurs  ti- 
rées des  Tables  de  Burckhardt ,  parce  que  cet  astro- 
nome ayant  annoncé  qu'il  a  déduit  les  inégalités  de 
la  parallaxe  de  la  théorie  de  Laplace,  les  coefficiens 
de .  ces  inégalités  sont  probablement  moins  exacts 
que  ceux  de  nos 'formules,  où  nous  avons  poussé  les 
approximations  plus  loin  que  ne  l'avait  fait  ce  géo- 
mètre. Il  nous  a  donc  paru  inutile  de  nous  livrer  au 
pénible  travail  qu'eût  exigé  la  conversion  de  l'ex- 
pression de  la  parallaxe  tirée  des  Tables  de  Burck- 
hardt en  série  de  cosinus  d'angles  croissant  propor- 
tionnellement au  temps.  Quant  à  la  comparaison 
qu'offre  le  tableau  précédent  des  résultats  que  nous 
avons  obtenus  relativement  à  cette  parallaxe ,  à  ceux 
qui  ont  été  donnés  par  MM.  Plana  et  Damoiseau ,  elle 
peut  être  regardée  comme  un  point  intéressant  pour 
l'analyse,  parce  qu'elle  sert  de  vérification  aux  for- 
mules desquelles  ces  résultats  ont  été  déduits;  mais 
les  différences  qui  existent  entre  les  coefficiens  des 
inégalités  de  la  parallaxe,  quelles  que  soient  les  mé- 
thodes par  lesquelles  on  les  détermine,  sont  très  lé- 
gères, et  les  observations  ne  seront  jamais  assez  pré- 
cises pour  déterminer  d'aussi  petites  différences. 

i48.  Nous  avons  donc  atteint  le  but  que  nous  nous 
étions  proposé.  Par  les  méthodes  qui  nous  ont  paru 
les  plus  directes,  et  par  conséquent  les  plus  simples, 
nous  avons  déterminé  les  coefficiens  des  diverses  iné- 
galités du  mouvement  lunaire,  en  portant  les  ap- 
proximations aussi  loin  que  semble  le  permettre  l'état 
actuel  de  l'analyse.  Nous  avons  ensuite  comparé  aux 
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observations  les  valeurs  de  ces  coefficiens  réduits  en 
nombres,  et  nous  avons  vu  qu'à  quelques  rares 
exceptions  près,  l'accord  était  aussi  parfait  qu'on 
le  pouvait  espérer  dans  une  questioïi  aussi  compli- 
quée et  aussi  difficile.  Sans  doute  les  petites  diffé- 
rences qui  peuvent  exister  encore  entre  les  deux 
méthodes  d'investigation ,  disparaîtront  en  grande 
partie  lorsqu'une  nouvelle  réduction  des  observations 
lunaires  faites  pendant  les  deux  derniers  siècles  et 
dans  le  cours  du  siècle  actuel ,  aura  permis  d'en  dé- 
duire des  Tables  plus  précises  que  celles  de  Burck- 
hardt,  qui  semblent,  sur  plusieurs  points  importans , 
laisser  encore  beaucoup  à  désirer.  L'analyse,  cer- 
taine de  ne  pas  s'égarer,  pourra  porter  alors  les  ap- 
proximations plus  loin  que  nous  ne  l'avons  fait  nous- 
même  relativement  aux  inégalités  sur  la  grandeur 
desquelles  il  reste  encore  quelques  doutes,  et  elle 
établira  enfin  un  accord  complet  entre  la  théorie  et 
l'observation. 

Les  premières  recherches  de  Newton  sur  la  théorie 
de  la  Lune  avaient  simplement  pour  but  de  montrer 
comment  la  cause  des  principales  inégalités  lunaires 
pouvait  être  expliquée  par  la  grande  loi  de  la  pesan- 
teur universelle.  Clairaut ,  substituant  l'analyse  à  la 
synthèse ,  calcula  les  valeurs  des  coefficiens  des  équa- 
tions les  plus  considérables,  et  parvint,  par  la  seule 
théorie,  à  former  des  Tables  lunaires  qui,  rappro- 
chées de  celles  de  Halley,  offraient  des  différences 
qui  pouvaient  s'élever  à  io'.  Laplace,  en  suivant  la 
même  marche  à  peu  près ,  mais  en  portant  plus  loin 
les  approximations,  s'avança  davantage  vers  la  so- 
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lution  du  problème;  toutefois  ses  résultats»  com- 
parés aux  Tables  de  Mason  et  de  Bùrg ,  offraient  des 
différences  qui  s'élevaient  encore  à  10",  malgré  les 
travaux  de  ce  grand  géomètre  et  des  savans  labo- 
rieux qui  lui  avaient  prêté  leur  appui.  On  vient  de 
voir  que,  par  la  théorie  actuelle,  où  nous  avons 
poussé  les  approximations  aussi  loin  au  moins  que 
les  géomètres  qui  nous  avaient  précédé,  les  diffé- 
rences entre  les  résultats  du  calcul  et  ceux  qu'on  a 
déduits  des  meilleures  Tables  fondées  sur  les  observa- 
tions, ont  été  réduites  k  des  dixièmes  de  secondes  (*). 
C'est  donc  uniquement  à  faire  disparaître  ces  légères 
différences  que  se  borneront  désormais  les  travaux 
des  géomètres  et  des  astronomes  qui  s'occuperont 
de  la  théorie  des  mouvemens  lunaires. 

Ce  simple  résumé  suffit  pour  montrer  quel  est  l'état 
avancé  dans  lequel  se  trouve  aujourd'hui  la  plus  dif- 
ficile, sans  doute,  des  questions  que  présente  le  sys- 
tème des  corps  planétaires,  et  ce  qui  reste  à  faire 
pour  l'amener  au  dernier  degré  de  perfectionnement. 

C'est  par  le  travail  infatigable  des  hommes  labo- 
rieux qui  se  vouent  à  l'étude  de  la  science  moins  pour 
la  gloire  d'un  vain  renom ,  que  pour  la  satisfaction 
d'avoir  approché  de  la  vérité  d'un  peu  plus  près  que 
leurs  devanciers,  que  ce  résultat  peut  être  obtenu,  et 
tout  nous  fait  espérer  qu'ils  ne  lui  feront  pas  défaut. 

En  effet,  en  étudiant  la  marche  par  laquelle  les  géo- 
mètres se  sont  progressivement  avancés  vers  la  solu- 
tion complète  du  problème  que  présente  la  théorie 

(*)  Voir  la  note  page  6a8. 
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lunaire ,  l'esprit  humain  y  puisera  un  grand  et  utile 
enseignement.  Dans  la  plupart  des  sciences  naturelles, 
les  plus  brillantes  découvertes  ont  été  dues ,  souvent , 
à  une  heureuse  inspiration  ou  au  simple  hasard.  La 
théorie  lunaire ^ au  contraire,  offre  l'exemple  d'un 
succès  que  l'homme  n'a  obtenu  que  par  des  travaux 
continus  et  par  la  force  irrésistible  de  sa  volonté ,  et 
c'est  là  qu'on  trouve  surtout  la  démonstration  de  cette 
grande  vérité  proclamée  naguère  par  une  voix  élo- 
quente :  La  persévérance  est  le  génie  de  l'homme! 


FIN  DU  QUATRIÈME  VOLUME. 
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NOTES 

RELATIVES  AU  LIVRE  VII. 

NOTE   1. 

Sur  le  développement  de  lafonctionK.  (N°95,  p.  /|a6.) 

Nous  avons,  dans  le  n°  3,  développé  la  fonction  perturbatrice 
par  la  méthode  ordinaire  du  développement  en  série;  mais  on 
peut  déterminer  directement  le  coefficient  de  'chacun  des  termes 
de  l'expression  de  R  en  employant  la  méthode  des  intégrales 
doubles.  Pour  en  donner  un  exemple ,  nous  calculerons  de  cette 
manière  la  partie  de  la  fonction  R  indépendante  des  moyens  mou- 
vemens  de  la  Lune  et  du  Soleil. 

Si  Ton  représente ,  pour  abréger,  par  u  et  u'  les  longitudes 
moyennes  de  ces  deux  astres,  et  si  Ton  suppose  le  développement 
de  R  effectué ,  on  aura  généralement 

R  =  F-h2  H  cos(iu- Tu')-*-  2  Ksin  (m  —  i'u'), 

en  représentant  par  F  une  quantité  qui  ne  dépend  que  des  élé- 
mens  elliptiques  des  orbites  de  la  Lune  et  du  Soleil,  et  par  le 
signe  2  des  intégrales  finies ,  une  suite  de  termes  périodiques  où  i 
et  V  peuvent  avoir  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  négatives 
y  compris  zéro;  les  valeurs  simultanées  i  =  o  et  i'=  o  étant  seules 
exceptées ,  parce  qu'elles  sont  renfermées  dans  le  premier  terme. 

Si  l'on  multiplie  par  du  du/  cette  expression ,  et  qu'ensuite  on 
l'intègre  successivement  par  rapport  à  a  et  u'9  depuis  u  =  o  jus- 
qu'à a  =  27T,  et  depuis  «'=o  jusqu'à  u'=nn,  il  est  aisé  de 
s'assurer  que  tous  les  termes  du  second  membre,  le  premier 
excepté,  disparaîtront  dans  l'intégrale  définie,  en  sorte  qu'on 
Tome  IV.  l\\ 
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aura 

F=wf0  L  "**■ 

Substituons  dans  cette  expression  pour  R,  du  et  du'  leurs 
valeurs.  En  ne  considérant  que  le  premier  terme  de  l'expression 
de  R  (page  46) ,  on  aura 

R  =  -_!,_3M*). 

a  et  a'  représentant  les  longitudes  moyennes  «f-l-i,  n't-\-J  de 
la  Lune  et  du  Soleil ,  d'après  les  formules  du  mouvement  ellip- 
tique, on  a 

r*dt>  ,  ,  r'W 

«*  = T      du'  = 


»  y7!  —  e*  a'*  }/i  —  e'« 

On  aura  donc 

m'  /*a*    /*a*r4 

F  = ,  /        /       17(1-3^)**/. 

Pour  aller  plus  loin  il  faut ,  à  la  place  de  r4,  r'  et  de  p%  sub- 
stituer leurs  valeurs  en  fonction  des  variables  p  et  vr.  Or,  pour 
déterminer  p. ,  on  a 

Prenons  pour  plan  des  xy  le  plan  de  l'écliptique  vraie,  et  la 
ligne  des  nœuds  de  l'orbe  lunaire  sur  ce  plan  pour  Taxe  des  x;  en 
nommant  1  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  sur  l'écliptique  vraie,  on 
aura 

x  =r  cou»,       r  =  r  sinfcost,        *  =  r  sine  sin  J; 
x1  =  r*  cos?',       y  =  r'  sim»'  ; 

et,  par  conséquent, 

«f'+>y,+  «'  =  rr  '  (cosp  cos  •  -*-  sin  p  sin  •  cos  i). 

En  observant  qu'on  a 

.    ,  «        1  —  coei                 1        1  +  cos* 
sin*  -  =s ,      cos*  -  = , 

on  en  conclut 

p  =  !  cos  »  l-  cos  (*  —  »•')  •+-  tin  '  -  coi  (e  -t-  v*)  I- 
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Si  l'on  substitue  cette  valeur  sous  le  signe  intégral  dans  l'ex- 


pression de  F,  qu'à  la  place  de  -7  on  mette  sa  valeur 


r' 


et  qu'on  intègre  ensuite  par  rapport  à  f7,  il  est  aisé  de  voir  que, 
comme  dans  les  limites  assignées  aux  intégrales,  on  a,  quel  que 
soit  1  ',  fsiniVd(/  =  o9  f  cos  1 V  di/  =  o ,  cette  intégration 
fera  disparaître  le  terme  dépendant  de  l'angle  <>'  et  de  ses  multi- 
ples :  il  suffira  donc  de  substituer  pour  pa  les  termes  de  sa  valeur 
qui  sont  indépendans  de  J  ;  or,  en  observant  que  l'on  a 


b4-  -t-  si*4-  =  1 »infi,      aain*-  cos*-  =  -sut* t. 

a  a  a  a  a       a 


on  trouve 


••  = 7  sin  ■  1  (1  —  cos  av). 

^        a       4 


En  substituant  cette  valeur  sous  le  signe  intégral ,  on  aura 

m'  r**        r       3  i 

F= j   I        r4dv\i  —  -sin,«(i  —  cosap) I. 

Pour  opérer  l'intégration  qui  reste  à  effectuer,  il  faut  substi- 
tuer pour  r4  sa  valeur  en  fonction  de  p  ;  or,  en  supposant  cette 
valeur  développée  en  une  série  de  cosinus  de  l'angle  f  et  de  ses 
multiples,  il  est  aisé  de  voir  qu'en  substituant  cette  valeur  dans 
la  fonction  F,  l'intégration  fera  disparaître  tous  les  termes  de  la 
suite  qui  en  résultera ,  excepté  le  terme  indépendant  de  l'angle  v 
et  celui  qui  dépend  du  double  de  cet  angle  ;  on  peut  donc  supposer 
simplement 

^(ilat)4  =  A-hBe<cos(ap-aft)-hag)> 

et,  en  opérant  la  substitution  et  l'intégration»  on  aura 

— — -    /       r*dv I  1 8in*/(i  — co82v)|  =  A  (  1 sin'i) 

3 

-+- 7  Be'sîll*  ÏCO8(20J—  20). 

4i. 
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Il  ne  restera  donc  qu'à  déterminer  les  deux  coefficiens  À  et  B  ; 
ce  qui  pourra  se  faire,  soit  en  développant  la  valeur  de  r*  tirée 
de  l'équation  de  l'ellipse ,  soit  par  la  méthode  ordinaire  des  qua- 
dratures. En  effet,  en  multipliant  successivement  la  valeur  pré- 
cédente de  r*  par  dç  et  par  cos  2  (<»  —  w  +  0)^,  et  en  intégrant 
les  expressions  résultantes ,  on  trouvera ,  pour  déterminer  A  et  B , 


[I-h  «  COS  (?  —  «  -h  $)  ]** 

Ces  deux  intégrales  peuvent  s'obtenir  sous  forme  finie ,  en 
substituant  à  la  longitude  vraie  v  sa  valeur  en  fonction  de  l'ano- 
malie moyenne  <j> ,  et  en  intégrant  ensuite  dans  les  limites  cor-  ' 
respondantes ,  c'est-à-dire  depuis  y  =  o  jusqu'à  ?  =  2ir.  Nous 
avons  trouvé  ainsi  : 

3  . 

A= 1-,,      B  =  - 


(1—  e*)*  (1  —  e4)* 

En  observant  que  7  représentant  la  tangente  de  l'inclinaison 
moyenne  de  l'orbe  lunaire  à  l'écliptique,  on  peut  supposer 
7'  =  sin'f   dans  les  termes  déjà  multipliés  par  e\  et  qu'on   a 

d'ailleurs,  /h*  =  — ^- ,  n°  8,  et  a  =  1 ,  n°  94 ,  on  en  conclut 


^    V    a,Z(,-?,in..Ui|w.e../ 


>■  COS  (Oôl  —  1$). 


Cette  valeur  est  conforme  à  celle  que  nous  avons  supposée, 
n°  96,  à  la  partie  non  périodique  de  la  fonction  perturbatrice; 
elle  s'accorde  d'ailleurs  avec  la  valeur  de  R  obtenue ,  n°  6 ,  par  la 
méthode  ordinaire  du  développement  en  série  dans  d'ordre  des 
quantités  auxquelles  nous  avons  eu  égard  dans  ce  numéro. 
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NOTE  2. 
Sur  V équation  séculaire  de  la  Lune.  (  Page  l\io.  ) 

1 .  Les  équations  séculaires  dont  le  mouvement  de  la  Lune  est 
affecté,  demandent  à  être  déterminées  avec  une  extrême  préci- 
sion ,  puisque  ce  n'est  que  dans  plusieurs  siècles  qu'on  pourra  en 
fixer,  par  l'observation ,  la  vraie  valeur.  Cependant  nous  n'avons 
eu  égard ,  dans  la  détermination  de  l'équation  séculaire  de  la  lon- 
gitude moyenne ,  qu'à  la  première  puissance  de  la  force  pertur- 
batrice ;  approximation  qui  serait  évidemment  insuffisante ,  sans 
une  espèce  de  compensation  qui  s'établit  entre  les  quantités  dé- 
pendantes des  approximations  suivantes ,  et  qui  réduit  à  peu  près 
à  zéro  la  correction  qui  résulterait  de  leur  considération.  En  dé- 
veloppant la  formule  (8)  du  n°  g3,  on  parviendrait  sans  doute, 
par  des  approximations  successives ,  à  vérifier  ce  résultat  ;  mais 
la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  qui  donne 
aisément  le  premier  terme  des  équations  séculaires ,  ne  parait  pas 
d'une  application  facile  à  la  recherche  des  termes  su  i  van  s.  Au 
reste,  nous  nous  contenterons  de  donner  ici  le  résultat  que 
M.  Plana  a  obtenu  par  une  méthode  plus  expéditive,  et  que ,  d'a- 
près les  soins  que  ce  géomètre  apporte  ordinairement  dans  tous 
ses  calculs ,  nous  avons  tout  lieu  de  regarder  comme  exact. 

En  supposant ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  n°  94 ,  à  l'intégrale  Jds, 
ou  à  l'équation  séculaire  de  la  longitude  moyenne  de  la  Lune 
cette  forme  H/(*'a —  E'2)rff,  et  en  portant  les  approximations 
jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  m\  on  a  trouvé 

\?  128  64  5ia  128       / 

\  128  5ia  1024  *56        / 

t/5*5    -      108^    ,      41181     A 

-+-  yf  (  —5 m* -h  - —  m*  —  2 — T  m4  ) 

'  \i28  5ia  1024      / 

ia8m  e       ^m  e  ^  m  e  /         ^  m  y 

^/7J       ^  98^  75  ^5   A 
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Pour  réduire  en  nombres  cette  formule,  on  a  supposé 
e  =  0,0548476 ,  7  =  0,09005900 ,  les  autres  quantités  qu'elle 
renferme  conservant  les  mêmes  valeurs  numériques  qui  ont  été 
rapportées  dans  le  tableau,  n°  i35;  on  a  trouvé  ainsi  : 

Équation  séculaire  de  la  longitude  moyenne* 

[o,oo83ga85o(a)  —  0,000141759(4)  ~1 
-ho,oooo9563a(5)  -  o ,ooooa8553 (6)  1  /(«'*  —  E'*) dt. 
-t-o,ooooa5332(7)  =  o,oo83435oa       J 

On  voit,  par  cette  valeur,  que  les  termes  du  quatrième  ordre, 
dans  l'expression  du  coefficient  de  l'inégalité  séculaire  de  la  lon- 
gitude moyenne,  sont  à  très  peu  près  détruits  par  les  termes 
des  ordres  soi  vans,  en  sorte  qu'on  peut,  sans  erreur  sensible,  se 
dispenser  d'en  tenir  compte ,  et  se  borner  à  considérer  les  termes 
de  l'ordre  m3,  ainsi  que  nous  l'avions  fait  n°  94. 

2.  L'équation  séculaire ,  que  nous  venons  de  déterminer,  a  pour 
cause  la  variation  séculaire  de  l'excentricité  de  l'orbe  solaire;  l'in- 
clinaison de  Técliptique  vraie  sur  une  écliptique  fixe  étant  égale- 
ment soumise  à  une  variation  séculaire,  on  a  dû  penser  que  cette 
cause  pouvait  produire,  par  un  effet  semblable,  «ne  seconde 
équation  séculaire  dans  l'expression  de  la  longitude  moyenne  de 
la  Lune,  et  il  était  nécessaire,  par  conséquent,  d'examiner  les 
termes  qui  en  résultent ,  pour  s'assurer  qu'ils  n'altèrent  pas,  d'une 
manière  sensible,  l'équation  séculaire  proprement  dite. 

Pour  cela,  reprenons  la  formule  (8),  n°  93.  En  négligeant  les 
termes  de  l'ordre  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  et 
en  supposant  an  =  1 ,  on  a 


*=-«*(-S)+ï*(*îr)+5A('?)- 


w 


En  conservant  dans  le  développement  de  la  fonction  R  Ie5 
termes  dépendans  de  l'inclinaison  de  Técliptique  vraie  sur  Ve- 
cliptique  fixe,  et  en  omettant  les  termes  d'un  ordre  supérieur  au 
carré  de  s 7  et  de  j",  ainsi  que  ceux  qui  dépendent  de  la  parallaxe 
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du  Soleil ,  on  trouve  : 

rn'r* 

R  =  jpr[i-h3(i-51)(i-i'1)co8a^-^)-hia«'co«^— ■>')— ^-Îj'1}. 

Si  dans  cette  expression  on  fait  ^=7  cos  (t> — 9),  s'—y'  cos  («/ — 0') , 
"qu'on  remplace  r2  etr'*  par  leurs  valeurs,  n°  5,  qu'on  ne  con- 
serve que  les  ternies  non  périodiques  provenant  de  cette  substi- 
tution ,  et  qu'on  néglige  les  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons  supérieures  au  carré ,  on  aura 

R=i£  [t  +  \*+  î*'+  Wco.(«-  n  -  5/-  \vn} 

Çn  différentiant  cette  expression ,  on  formera  les  trois  quan- 

.  ,     /    dR\      (  dK\        (   dK\  .     . 

tites  (  a  —  I ,    le  —  1  et  ( 7  —  J  ;    en  les  substituant  ensuite 

dans  l'équation  différentielle  (a)9  et  en  observant  que  — —  =  /»% 
on  trouvera 

*  =- m«A^i+|e>+  ? *"]  -h ^ [  V  -+■  4/f -  757'co8 (0 - *')]. 

Le  premier  terme  de  cette  expression  est  celui  qui  produit 
l'équation  séculaire  proprement  dite;  il  a  été  examiné  n°  91}; 
nous  pouvons  donc  nous  dispenser  d'y  avoir  égard  ici ,  et  nous 
borner  à  considérer  le  second  terme  de  la  valeur  précédente. 

L'inclinaison  de  l'écliptique  vraie  sur  l'écliptique  fixe  variant 
de  siècle  en  siècle ,  si  Ton  substitue  pour  y'*  sa  valeur  développée 
en  fonction  du  temps,  et  qu'on  intègre  l'expression  résultante,  il 
s'introduira'  dans  l'expression  finie  de  c  des  termes  proportion- 
nels au  carré  du  temps,  analogues  à  ceux  que  produit  la  variation 
de  l'excentricité  e'  de  l'orbe  terrestre;  il  serait  par  conséquent 
nécessaire  de  démontrer  que  ces  termes  sont  insensibles,  pour 
qu'on  puisse  affirmer  qu'ils  n'altèrent  pas  l'équation  séculaire  ; 
mais  nous  allons  faire  voir  que  les  termes  de  cette  espèce  dispa- 
raissent d'eux-mêmes  de  l'expression  de  c,  lorsqu'on  substitue 
pour  7'  et  0'  leurs  valeurs,  en  tenant  compte  des  variations  de 
l'écliptique  vraie  par  rapport  à  l'écliptique  fixe. 
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En  effet ,  si  dans  les  formules  (5)  et  (6) ,  n°  87 ,  on  substitue  pour  R 
sa  valeur  donnée  plus  haut ,  on  trouvera ,  aux  quantités  près  que 
nous  négligeons, 

3mM<       3mxdt 


i  4/ 


•/cos  (0-0'), 


<fy=       — ^—  -/sin  (*-*'). 

Si  dans  la  valeur  de  de  on  néglige  le  cube  de  7',  il  suffira  d'avoir 
égard  aux  termes  dépendans  de  cette  quantité  dans  la  valeur  de  0, 
et  aux  termes  dépendans  de  son  carré  dans  celle  de  7  ;  en  négli- 
geant 7'  dans  une  première  approximation ,  et  en  désignant  par  7, 
et  0,  deux  constantes  arbitraires,  on  aura 

3 

3 
Faisons ,  pour  abréger,  h  =  —  y  m*  ;  en  ayant  égard  dans  la 

valeur  de  dB  à  la  première  puissance  de  7',  on  aura 

hdt 
dB  =  hdt [/coa  $'  cos  {ht  -+-  0,  )  -+-  /  sin  0'siu  {ht  -+-  6,  )]. 

Pour  intégrer  cette  expression ,  il  faut  considérer  7'  cos  0'  et 
7'  sin  0'  comme  des  quantités  variables  ;  mais  comme  leurs  va- 
riations sont  très  lentes ,  nous  négligerons  les  différentielles  d'un 
ordre  supérieur  à  la  première  ;  et ,  pour  simplifier  le  calcul ,  nous 
ferons 

d.y'  sin  0'         „         Am        d.y'  cos  6'  -    .     .„ 

-JL- =  y«  eog  $"  f     _JL_ =  -  /  sio  S", 

7"  et  0"  étant  des  quantités  que  Ton  considérera  désormais  comme 
des  constantes.  En  intégrant  par  parties,  on  aura  ainsi 

fdt  [  /  cos  $'  cos  {ht  -+-  6,  )  -H  /  sin  $'  sin  {ht  -+•  $,  ) 
=  £  sin(*f  -+-  0,  -  0')  -t- ^-sin  (**•+-  $,  -  *"); 

et,  par  conséquent, 

'/  v" 

ô  =  0,  -h  ht—  ^-Bin(ht  +  0,  —  $')  —  j-—  sin  (*/-*-  0,  —  *"). 
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En  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  dy  et  en  né- 
gligeant les  termes  du  troisième  ordre  par  rapport  à  7'  et  7",  on 
aura 

dry  =  —  A/  dt  8in  (At  -H  0,  —   0') 

-+-^-dt  sin  a(A*  -H  0,  —  0') 

-+-^«fc  tinfeAf-t-aff,  — f  — O 
2y, 

+  ^«fc  sin(0'  —  0"). 

Pour  intégrer  cette  expression,  observons  que,  d'après  la 
forme  que  l'on  a  supposée  aux  différentielles  de  7'  sin  0'  et 
de  7'  cos  G',  on  a 

Çy'%\ïï{ht^et  -0')=-^CO6(AH-0,  r0') 

y" 
H».COt(Af-+-0,  —  0"), 

f//  sin(aAi-+-a0,  -  0'-  0")  =  -  ^  cos(aA*  -*-  a0,  -  0'-  0") 

y"* 

—  TZï  coa(aA«-ha0,  —20"). 
On  a  d'ailleurs 

'  d.yn  sina0'          <T/*  sin  0'cos0'  ,   _         ,.,  ,    .„. 

_£-_ =  2—^ ^ =  a//  cos  (0/ 4-0"), 

<*./»cosa0'       d./*co6»0'-d./tsint0'  ,  _    .    ,-,,-„* 

-^-^ =  -^ ^— X =  -  2/ /  Bin  (0'-h0")  ; 

d'où  Ton  conclut 

f/*  sin  a(/»x  ■+-  0,  -  0')  ==  —  ^1  cos  (aA<  4-  20,  —  20') 


2A« 

On  a  enfin 


<£.•/  cos  ( 


//sin(0'-0«)  =  /sin0'^^-f./cos0'^ 


rf.y"(sin'0'-+-COB'0')    _   1    <*/'. 

a  rfi  '  ~~  â    <f  «  ' 


Digitized  by  VjOOQlC 


65o  NOTES. 

et,  par  suite, 


/■ 


//*»!»(*'-- 0=5 /"• 


Si  l'on  substitue  ces  diverses  intégrales  dans  l'expression  de  7, 

qu'on  néglige  les  termes  qui  ont  j-  pour  facteur,  ce  qu'on  peut 

faire  maintenant  sans  erreur  sensible ,  puisqu'on  est  assuré  qu'ils 
n'augmentent  pas  par  l'intégration,  on  aura 

y  =  y/-+-y,C08(A«H~^--5')  — ^-  COs(aft* -h 30,  —  30')  -h  7  —  » 

et  la  valeur  de  6  deviendra 

0  =  0,  h-  »t  —  L  8itl  (Ai  -h  e,  —  0').| 

En  négligeant  le  cube  de  7',  on  déduit  de  là 

y'  =  7,'h- *? /  co« (ht  •+•  0,  -  0')  -+-  •/*, 

y/  CO8(0—  0')  =  y  /  0O8(ft«  H-  0,  -  5';  -+-  •/•; 

et ,  par  suite , 

3y1-i-4y',-7yy'co8(0-0')  =  3y,,-y/co8(An-0# -(?'). 

Le  terme  en  7"  disparaît  donc  de  la  valeur  de  dis ,  et  le  second 
terme  de  cette  expression,  après  son  développement,  ne  ren- 
ferme, comme  on  voit,  qu'un  terme  constant  et  un  terme  pé- 
riodique; il  ne  produit  donc  aucun  terme  proportionnel  au  carre 
du  temps  dans  l'expression  de  la  longitude  moyenne  de  la  Lune, 
et,  par  conséquent,  l'équation  séculaire  de  cette  longitude  n'en  est 
pas  altérée. 
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NOTE  3. 

Sur  la  masse  de  la  Lune.  (Page  598.) 

Il  existe,  dans  la  théorie  du  système  du  monde,  trois  phéno- 
mènes qui  peuvent  servir  à  déterminer  le  rapport  de  la  masse  de 
la  Lune  à  celle  de  la  Terre.  On  peut  le  déduire ,  i°  de  l'inégalité 
que  produit  l'action  de  la  Lune  dans  le  mouvement  de  la  Terre 
autour  du  Soleil ,  en  comparant  l'expression  du  coefficient  de  cette 
inégalité  déterminée  par  la  théorie  à  sa  valeur  donnée  par  l'ob- 
servation ;  20  du  phénomène  des  marées ,  en  comparant  les  ma- 
rées lunaires  aux  marées  qui  résultent  de  la  seule  action  du  So- 
leil; 3°  enfin ,  du  phénomème  de  la  nutation  de  Taxe  terrestre, 
en  comparant  les  formules  de  la  théorie  au  coefficient  déduit  de 
l'observation.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  présenter  ici  succinctement 
les  résultats  de  ces  trois  méthodes ,  pour  en  faciliter  la  comparaison. 

i°.  Désignons  par  m  la  masse  de  la  Lune,  par  M  celle  de 
la  Terre ,  et  par  v  le  rapport  de  ces  deux  masses,  en  sorte  qu'on 

ait  v  =  --.  Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  rectangulaires  du  centre 
M 

commun  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  rapportées  à  trois 

axes  rectangulaires  passant  par  le  centre  du  Soleil.  Soient  Xi,  Yf , 

Z,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  Terre ,  et  xx ,  y , ,  zt  les 

coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  Lune  relatives  aux  mêmes 

axes  et  à  la  même  origine  ;  d'après  ce  qui  a  été  dit  n°  1 26 ,  on  aura 

X1  =  X-vxl,    ^,^-v.r,,    Z,=Z-v*l. 

Il  suffira  donc ,  pour  avoir  égard  à  l'action  de  la  Lune  sur  la 
Terre,  de  substituer  dans  les  formules  qui  déterminent  le  mouve- 
ment de  la  Terre  autour  du  Soleil ,  les  trois  quantités  X  —  vx,, 
Y —  vy{ ,  Z  —  vz, ,  à  la  place  des  coordonnées  X,  Y  et  Z,  et  les 
formules  résultantes  feront  connaître  les  perturbations  causées 
dans  le  mouvement  de  la  Terre  par  l'aotion  de  la  Lune. 

Cela  posé ,  désignons  par  V  la  longitude  du  centre  commun  de 
gravité  de  la  Terfe  et  de  la  Lune ,  et  par  V-h  8t>  la  longitude  de  la 


* 
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Terre,  comptées  Tune  et  l'autre  dans  le  plan  de  l'écliptique  vraie, 
à  partir  de  son  intersection  commune  avec  le  plan  des  X  et  Y , 
que  nous  prendrons  pour  Taxe  des  X;  on  aura 


COB  V  =  -- 


CO8(V-+-(*0=. 


VX«  +  Y»  +  Z« 
X  —  vx. 


v/(X_WC|).-HY--y.rl)»-+-(Z-vrl)» 

on  tire  de  là ,  en  négligeant  le  carré  de  v , 


BinV^  = 


Vf+^+z-        (x«+r+z«)* 


On  peut,  dans  cette  formule,  dont  tous  les  ternies  sont  déjà 
multipliés  parv,  substituer  les  coordonnées  x,  r,  z  du  centre 
de  la  Lune  relatives  au  centre  de  la  Terre  aux  coordonnées  x, , 
Xt  ,  Si  du  centre  de  la  Lune  rapporté  au  centre  commun  de  gra- 
vité de  la  Terre  et  de  la  Lune.  On  peut  aussi  supposer  que  X, 
Y  et  Z  représentent  les  coordonnées  elliptiques  du  centre  de  la 
Terre,  et,  en  désignant,  comme  dans  le  n°  i,  par  a/,  y\  z'  les 
coordonnées  elliptiques  du  centre  du  Soleil  rapportées  au  centre 
de  la  Terre ,  on  aura 

X  =  -x^,    Y  =  -y,    Z=-s'; 
on  a  d'ailleurs  r'  =  \]x**  -+-  y'*  •+•  z**;  d'où  Ton  conclura 

.i»-v  » = ;£(**'+*>"+"')  _  « . 

rn  r 

Si  Ton  néglige  la  latitude  du  Soleil  et  le  carré  de  l'inclinaison  7 
de  l'orbe  lunaire  à  l'écliptique ,  que  l'on  nomme  respectivement  e 
et  /  les  longitudes  de  la  Lune  et  du  Soleil ,  comptées  l'une  et  l'autre 
sur  le  plan  de  l'écliptique  vraie ,  à  partir  de  l'axe  des  x9  on  aura» 
n°i, 

x  =  r  cos  v ,      y  =  r  sin  v  ; 

x'=  r'cosf',     y=  r'tinv',      s'  =  o. 


On  a  d'ailleurs  V  =  vr  -t-1800,  et  par  conséquent  £e  =  W  ; 


on 
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trouvera  ainsi 

sin  Sàv'  =  —  [cofl  {v  —  v')  C08  S  —  cos  y]  ; 

d'où  l'on  conclut 

vr 
$v'  =  —  sin  {y  —  v'). 

Delambre  a  trouvé  7//,5o  pour  la  valeur  du  coefficient  de  cette 
inégalité,  déduite  des  observations.  On  peut  d'ailleurs  supposer 
ici,  n°  139, 

—  =  —  =  o. oo?5255i : 
/•'         a' 

d'où  Ton  conclura 

v  =  6^7456' 

valeur  qui  surpasse  celle  que  nous  avons  attribuée  à  la  quantité  v 

dans  le  n°  1 36,  et  que  Ton  a  déduite  du  phénomène  des  marées. 

20.  En  effet,  les  actions  d u  Soleil  et  de  la  Lune,  soit  pour  soulever 

les  eaux  de  la  mer,  soit  pour  faire  tourner  la  Terre  autour  de  son 

centre  de  gravité ,  sont  entre  elles  en  raison  directe  des  masses  de 

ces  deux  astres,  et  en  raison  inverse  des  cubes  de  leurs  distances 

au  centre  de  la  Terre,  n°  34,  livre  IV.  En  appelant  donc  a  ce 

m 

r* 
rapport ,  on  a  <r  =  — ,    en  nommant  M'  la  masse  du  Soleil , 
M 

r  et  r'  les  distances  moyennes  de  la  Lune  et  du  Soleil  au  centre 
de  la  Terre.  Si  l'on  nomme  p  et  P  les  parallaxes  de  ces  deux  as- 
tres, on  a  d'ailleurs  - —  =  — ,;  on  aura  donc 
sin/?       r" 

~~   M.' sin* p 

En  conservant  aux  quantités  / ,  g ,  tc  ,  T  la  signification  que 
nous  leur  avons  attribuée,  n°  28,  livre  II,  on  a,  par  la  for- 
mule (n)  de  ce  numéro , 

M        gT'sin'P 
M'~     4*»/ 
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On  conclura  dé  là 

formule  indépendante  de  la  parallaxe  du  Soleil.  Pour  la  réduire 
en  nombres,  observons  qu'on  a,  n°  i36, 

et  que ,  par  les  nM  28 ,  livre  Ier,  et  87,  livre  VI ,  on  a ,  d'ailleurs, 
/  =  636455im,    *-9m,8i645,    T  =  3i558i5a,    w=*,i4i59a65; 

d'où  l'on  conclut 

v  =  (o,oo565a6)ff. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  pour  <x  sa  valeur.  Or,  par  la 

discussion  d'une  longue  série  d'observations  des  marées,  on  a 

trouvé 

9  =  3,35333; 
ce  qui  donne 


75,i73 


3°.  En  troisième  lieu ,  si  l'on  désigne  par  N  le  coefficient  de  la 
nutation  en  latitude ,  par  \|/  la  précession  annuelle  des  équinoxes , 
et  si  Ton  conserve  à  la  lettre  <r  sa  signification  précédente ,  en 
observant  que  les  quantités  que  nous  avons  désignées  par  B'  et  c'9 
n°  34?  livre  IV,  ont  été  représentées  par  7  et(i — g)n  dans  le 
n°  5  du  livre  VII ,  on  aura 


N=- 


^yg 


(l-+-a)(i-$)it 


Selon  M.  Bessel ,  au  commencement  de  ce  siècle ,  on  avait 
^  =  5o", 36354 1;  on  a  d'ailleurs,  d'après  les  observations, 
n°i35, 

1  —  g  =  —  0,0040217,    n  =  i73a55gV,54,    -/  =  0,0896734 ; 

au  moyen  de  ces  valeurs ,  on  trouve 

M^(i3",363a6)ff 
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pour  la  valeur  de  N  ou  du  coefficient  de  la  nutation  exprimé  en 
secondes.  Les  astronomes  ne  sont  point  encore  parfaitement  d'ac- 
cord sur  la  valeur  de  cette  quantité  déduite  des  observations; 
d'après  le  docteur  Brinckley,  on  a 

N  =  9V5; 

ce  qui  donne  tt  =  2,24555;  et,  par  suite ,  au  moyen  de  l'équa- 
tion (a)  y 

• 
valeur  qui  diffère  peu  de  celle  que  nous  avons  déduite  de  la 
théorie  des  marées.  La  différence  serait  plus  considérable  en  sup- 
posant, d'après  M.  Lindenau ,  le  coefficient  de  la  nutation  égal 
à  8",g77  ;  en  adoptant  cette  valeur,  on  trouve  que  la  masse  de  la 

Lune  serait  alors  ~-  à  peu  près  de  celle  de  la  Terre.  Bradley 

avait  trouvé  ce  même  coefficient  de  9^,00;  Mayer  le  supposait 
de  9",65;  M.  Plana,  en  le  déduisant  d'une  série  d'observations 
de  la  polaire ,  faites  par  lui-même  avec  le  plus  grand  soin ,  l'a 
trouvé  de  8"9g25;  enfin,  dans  ces  derniers  temps,  le  docteur 
Robinson,  d'Armagh,  par  la  comparaison  de  8000  observations 
d'étoiles  différentes,  a  trouvé  ce  même  facteur  égal  à  9", 234. 
Cette  valeur,  qui  se  rapproche  beaucoup  de  celle  donnée  par  le 
docteur  Brinckley,  a  l'avantage  de  donner,  pour  la  masse  de  la 
Lune,  une  valeur  beaucoup  plus  concordante  avec  celle  qu'on 
déduit  des  autres  phénomènes  célestes,  que  celle  de  M.  Lindenau  ; 
elle  mérite  donc,  sous  ce  rapport,  de  lui  être  préférée.  Au  reste, 
c'est  là  un  point  qui  a  besoin  d'être  éclairci ,  et  sur  lequel  il  est 
bon  d'appeler  de  nouveau  l'attention  des  astronomes. 
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NOTE  4. 

Sur  la  formation  de  Tables  lunaires  calculées  d'après 
le  seul  principe  de  la  gravitation  universelle. 
(Page  6i3.) 

Pour  déterminer  à  chaque  instant  la  position  de  la  Lune  par 
rapport  à  l'écliptique,  il  suffit  de  substituer  dans  les  formules  d'où 
dépendent  les  trois  coordonnées  astronomiques,  c'est-è-dire  sa 
longitude,  sa  latitude  et  sa  parallaxe  èquatoriale,  à  la  place  des 
moyens  mouvemens  de  la  Lune  et  du  Soleil ,  leurs  valeurs  cor- 
respondantes à  l'instant  que  Ton  considère. 

Pour  cela  on  formera  d'abord ,  d'après  les  observations  les  plus 
récentes,  les  valeurs  de  la  longitude  moyenne  et  de  V anomalie 
moyenne  de  la  Lune ,  ainsi  que  celle  de  la  longitude  du  nœud 
ascendant  de  son  orbite,  correspondantes  à  l'instant  que  l'on  a 
choisi  pour  époque. 

Ensuite ,  d'après  le  moyen  mouvement  de  la  Lune  dans  son 
orbite,  donné  également  par  la  discussion  des  observations  les 
plus  exactes  et  les  moyens  mouvemens  du  périgée  et  des  nœuds, 
déterminés  soit  parla  théorie,  n°  i35,  soit  par  l'observation, 
on  formera  les  valeurs  des  accroissemens  de  la  longitude  moyenne, 
de  l'anomalie  moyenne  et  de  la  longitude  du  nœud  ascendant, 
dans  l'intervalle  de  temps  que  Ton  a  pris  pour  unité. 

Enfin ,  au  moyen  des  formules  du  n°  1 35 ,  on  formera  les  équa- 
tions séculaires  de  ces  accroissemens. 

Au  moyen  de  ces  données ,  on  pourra  calculer  avec  une  grande 
facilité  les  valeurs  de  la  longitude  moyenne,  de  Y  anomalie  moyenne 
et  de  la  longitude  du  nœud,  après  un  temps  quelconque  t.  En 
effet,  on  peut  décomposer  chacune  de  ces  valeurs  en  trois  parties 
distinctes  :  i°  la  partie  constante  ou  l'époque;  2°  la  partie  pro- 
portionnelle au  temps;  3°  la  partie  séculaire  ou  proportionnelle 
au  carré  et  aux  puissances  supérieures  du  temps  :  or,  chacune  de 
ces  parties  pourra  se  calculer  séparément,  d'après  les  données 
précédentes  fournies  par  la  théorie  et  l'observation. 
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On  répétera  une  opération  analogue  relativement  au  Soleil ,  et 

Ton  aura  ainsi  toutes  les  quantités  nécessaires  pour  la  réduction 

en  nombres  des  formules  qui  déterminent  le  lieu  de  la  Lune  par 

rapport  à  l'écliptique,  et  pour  la  construction  des  Tables. 

Nous  avons  donné,  dans  les  nos  137  et  1 38,  les  expressions  fi- 
nales de  la  longitude  et  de  IsLparallaxe  équa tonale  de  la  Lune,  sous 
la  forme  la  plus  convenable  à  leur  réduction  en  nombres;  mais, 
comme  nous  Pavons  observé  n°  ifô,  pour  faciliter  îa  con- 
struction des  Tables  lunaires ,  et  pour  diminuer  autant  que  pos- 
sible le  nombre  des  argumens,  il  sera  bon  de  substituer  dans 
l'expression  de  la  latitude,  n°  i4*>  a  la  place  du  moyen  mouve- 
ment de  la  Lune ,  son  mouvement  vrai,  conformément  à  l'usage 
adopté  par  les  astronomes  qui  ont  construit  les  Tables  lunaires  les 
plus  récentes. 

Soit  donc  S  la  somme  des  équations  de  la  longitude  vraie ,  de 
manière  que  Ton  ait  c=/z/  +  s  +  S;  nommons  Ç,  ?,  n  ce  que 
deviennent  les  trois  quantités  Ç,  ? ,  n9  n°  i3a,  augmentées  de  la 
somme  des  équations  de  la  longitude ,  en  sorte  qu'on  ait 

f=ÇH-S,      ç>  =  ?-|-S,       I7  =  i74-S. 

En  introduisant  les  trois  quantités  g,  ?,  n  dans  la  formule  du 
n°  i4i  »  par  une  analyse  inverse  de  celle  que  nous  avons  suivie 
n°  i45,  on  trouvera,  pour  l'expression  de  la  latitude, 

i85aa*,i  sin  n 

—  6",4  sin  3^ 

—  ia*,a»sin(p  —  >?) 

—  !•",»  sin(p  -+-  v) 
-h    a5*,9  sin  (5/  —  q) 
-+-    a4",5  sin  (/-h  >j) 
-+■    a5*,6  sin  (2  p  —  n  ) 
-h  5a5",8  sin(af  —  îj) 
H-      o^q  Bin(âf -+-  ri) 

—  i6",7  sin  (a  f  —  p  —  S) 
-+-  3*,i  sin  (a?  -+-  f  —  *) 
-H    ao*,9  sin  (af  —  ç/—  "»».) 

Tomï  IV.  4a 
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—  io%3  tin(a|  -t-  ?'  —  S) 

—  4",8  «in  (a?  -  i?  -  *) 

—  8",o  sin  f . 

En  réunissant  cette  expression  à  celles  qui  déterminent  la  lon- 
gitude vraie  et  la  parallaxe  équatoriale,  n°*  137  et  i38,  on  aura 
les  formules  les  plus  simples  et  les  plus  correctes  dans  l'état  actuel 
de  la  science,  qu'on  puisse  employer  pour  la  construction  des  Ta- 
bles lunaires. 


NOTE  5. 


Sur  l'évaluation  du  coefficient  de  V équation  annuelle. 
(Page  628.) 

Nous  avons  présenté,  dans  le  tableau  n°  i4>»  la  comparaison 
des  résultats  de  la  théorie  à  ceux  de  l'observation ,  relativement 
aux  inégalités  de  la  longitude.   La  différence  la  plus  sensible 
qu'offre  le  rapprochement  de  ces  résultats ,  est  celle  qui  tombe 
sur  le  coefficient  de  l'équation  annuelle  ou  de  l'inégalité  du  mou- 
vement de  la  Lune  en  longitude,  qui  dépend  de  l'argument  ?'. 
En  effet,  ce  coefficient,  selon  les  Tables  de  Burckhardt,  serait 
de  67 3",3 ,  tandis  que,  par  la  conversion  en  nombres  de  nos  for- 
mules, nous  l'avons  trouvé  de  668",932,  valeur  qui  s'écarte  peu  de 
celle  que  lui  a  assignée  M.  Plana  dans  son  ouvrage  sur  la  théorie 
de  la  Lune.  Cette  différence ,  beaucoup  trop  considérable  pour  ne 
pas  tenir  à  quelque  cause  particulière,  avait  déjà  été  signalée  par 
M.  Poisson  lorsqu'il  s'occupait  de  comparer  les  résultats  obtenus 
par  MM.  Plana  et  Damoiseau ,  et  cette  circonstance  nous  a  engagé 
à  déterminer,  avec  un  soin  tout  particulier,  la  valeur  analytique 
du  coefficient  de  l'inégalité  dont  il  s'agit.  Nous  avons  été  amené 
ainsi ,  par  une  marche  très-différente  de  celle  qu'a  suivie  M.  Plana, 
à  un  résultat  à  peu  près  identique  avec  le  sien  ;  dès  lors  il  semble 
que  c'est  uniquement  à  quelque  incorrection  dans  les  observations, 
qu'il  faut  attribuer  la  différence  de  près  de  cinq  secondes  qui  existe 
entre  les  résultats  de  la  théorie  et  de  l'observation  ;  mais  il  reste- 


Digitized  by  LjOOQIC 


NOTES.  65g 

rait  encore  à  expliquer  le  singulier  accord  qui  se  rencontre,  au 
contraire,  entre  le  résultat  obtenu  par  M.  Damoiseau  et  celui  qui 
a  été  tiré  des  Tables  de  Burckhardt  (*).  Ce  point  de  la  théorie  lu- 
naire nous  a  paru  assez  digne  d'attention  pour  en  faire  l'objet 
d'un  examen  particulier.  * 

Nous  supposerons  qu'on  a  sous  les  yeux  le  Mémoire  de  M.  Da- 
moiseau (Mémoires  de  l'Institut,  Savants  étrangers,  tome  Ier, 
page  4^).  En  supposant  la  longitude  moyenne  de  la  Lune  déve- 
loppée en  une  série  de  sinus  d'angles  proportionnels  à  sa  longitude 
vraie  et  à  celle  du  Soleil ,  et  en  représentant  par  CO'Vsin^ — «') 
le  terme  de  cette  série  qui  dépend  de  l'angle  /  ou  de  la  longitude 
vraie  du  Soleil ,  M.  Damoiseau  trouve,  pour  déterminer  le  coeffi- 
cient C<">,  l'expression  suivante,  dans  laquelle  nous  avons  négligé 
seulement,  pour  simplifier  la  formule,  les  termes  dépendans  des 
excentricités  des  orbites  de  la  Lune  et  du  Soleil  : 

mC<,6>  -  32  r<°>  Jl **       ■     4 

-  ar,<°>  A<">  +  3rJ->  A<K>  [a<">  H-  A<34>] 

+  ï|^+"ct--t['î,i,--?i,1jaw 

a  La  — am  m        J 

+  î  LLÎ4 a  '    fft      U<34> 

a  L  a  —  2fii  m  J 

+  ?  rw  !>•>  -  x<">  +  2  «iWl  <*">  ' 

a»L  a    *     J 

-  6  r<*>  AM'  A<'6)  -  6r(,)  x<,0>  A<,0>  À<"> 

5  a        5 

4(i-m)   *+"    (a -m) (a -3m)   JA 
D'après  la  notation  de  M.  Damoiseau ,  en  négligeant ,  comme 

(*)  Vor<z  page  6a4. 
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nous  le  faisons ,  les  excentricités  des  orbites  de  la  Lune  et  du  So- 
leil |  on  trouve 

r«-,,       ,<•>  =  ,,       ,>>  =  .; 

^,r  =  m,,     ,r  =  2m.,     ^«  — 1<     r<->x^  =  2B.. 

,«^-_ Irf,     x<">-x<">  =  4»-,     r<.),0.>  =  ra.; 

r%    xf      —  m,     *4      —  x4     -f--*4      —  —  m  , 

r«  =  ,,    r<*>x<'»>  =  m«,      r<°>  x<">  =  m'. 

L'expression  précédente,  en  y  substituant  ces  valeurs,  devient, 
aux  quantités  près  que  nous  négligeons , 

3a  i—  m  \a  —  3m       a  — m/ 

-aA<,6>H-3A<,0>[A<15>-t-A<J'>] 

-Ka^-a^--HA(,ô> 

«■i(î£*4-)*«  >(.)• 

+  ?m'[i.C<,0>-aC<sS>4-aC<J4>] 

-  6A<l0>'  A<">  -  6««  A<'°>  C<,6>  -  ^m'  A<so>  A<l6>. 

4 

Cette  valeur  coïncide  avec  celle  du  même  coefficient  donnée 
Mécanique  céleste,  tome  ni,  page  229,  dans  Tordre  d'approxi- 
mation où  s'est  restreint  l'illustre  auteur  de  cet  ouvrage. 

On  trouve,  dans  l'ouvrage  de  M.  Plana,  les  valeurs  des  coeffi- 
ciens  indéterminés  A<"),  AW,  AW,  etc.,  qui  se  rapportent  à 
l'expression  du  rayon  vecteur  de  la  Lune,  développée  en  série 
d'angles  proportionnels  à  la  longitude  vraie ,  ainsi  que  celles  des 
coefôciens  C<M>,  C<M>,  C<M>  qui  se  rapportent  à  l'expression  de 
la  longitude  moyenne  développée  de  la  même  manière.  Ces  va- 
leurs ,  exprimées  en  suites  ordonnées  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  de  la  quantité  m ,  qui  désigne  le  rapport  des  moyens 
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raouvemens  dn  Soleil  et  de  la  Lune ,  donnent 

A(i6>    3  ,  585  .     i543.  a354ai  .  8ioq3ii  ,  807803891  . 

6     9     108     a5ga     i555a   ' 
.(»»)    7  ,   i33  ,   ioo3  .  ,  3ao3  ,  ,  04589  .   i75o33t  , 

a   24    x44    43^     096     6aao8 

8     îa     7a     108     82944 

r<">_     77  m,     4*.     70o3m«     &>77m.     63o3o4i 
16  16  64  16  6144 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (à) ,  et  remplaçant  dans 
le  second  membre  C<"),  qui  est  déjà  multiplié  par  un  coefficient 

de  Tordre  m4,  par  la  quantité    Zm —  ^-fi-™* — *■   ,  ■  m4,    qui 

résulte  des  premières  approximations ,  on  trouve ,  toute  réduction 
faite , 

C<'4)=3m-Z^m._i^im._^2m._I2p9m._  '9fo7958»7m,. 
16  4  384  43a  11059a 

Le  dernier  terme  de  cette  valeur  est  susceptible  d'une  légère 
correction  qui  tient  à  ce  que ,  dans  les  expressions  des  quantités 

que  M.  Damoiseau  nomme  x^ ,  x^\  etc.,  r'*\  r^l\   etc.,  la 

quantité  désignée  par  m  diffère,  aux  quantités  près  de  l'ordre  m4, 
de  celle  que  nous  avons  nommée  m*,  n°  8  (  Mécanique  céleste, 
tome  ni,  page  227  );  en  ayant  égard  à  cette  différence,  nous 
nous  sommes  assuré  qu'il  n'en  résultait  qu'une  correction  portant 
sur  les  termes  de  Tordre  m\  dans  la  valeur  du  coefficient  C("), 
correction  d'ailleurs  dont  l'effet  est  tout-à-fait  insensible. 
M.  Plana ,  pour  la  valeur  du  même  coefficient ,  a  trouvé 

C<^  =  3m- 2£»._  !*£«._ Zmm.-*^m>-&™?7mr. 
16  4  384  5?6  55ag6 
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Cette  valeur  coïncide  avec  celle  donnée  par  M.  Damoiseau, 
jusqu'aux  termes  de  l'ordre  m*  inclusivement  ;  or,  les  différences 
qui  peuvent  exister  entre  des  quantités  de  Tordre  m1  et  des  ordres 
supérieurs,  sont  trop  peu  importantes  pour  expliquer  la  différence 
de  5"  qu'on  remarque  entre  la  valeur  que  M.  Damoiseau  attribue 
au  coefficient  de  l'équation  annuelle ,  et  celle  que  M.  Plana  et  moi 
nous  avons  trouvée  par  des  méthodes  différentes  :  le  désaccord 
ne  peut  provenir  non  plus  des  termes  de  la  valeur  du  coeffi- 
cient C<"),  qui  dépendent  des  excentricités  e  et  e9  des  orbites  de  la 
Lune  et  du  Soleil  ;  il  faut  donc  supposer  que ,  puisque  les  for- 
mules analytiques  de  M.  Damoiseau  paraissent  suffisamment  cor- 
rectes, quelque  erreur  s'est  glissée  dans  les  calculs  numériques 
qu'a  occasionnés  la  réduction  de  ses  formules. 

On  voit,  par  ce  qui  précède ,  que  malgré  tout  le  soin  pris  par 
M.  Damoiseau  pour  la  vérification  de  ses  calculs,  le  coefficient  de 
l'équation  annuelle  se  trouve  déjà  en  défaut  dans  les  termes  de 
Tordre  m*.  Gela  tient  sans  doute  à  l'omission  de  quelqu'une 
des  combinaisons  qui  devaient  entrer  dans  la  formation  de  ce 
coefficient,  combinaisons  qui  vont  en  se  multipliant  à  mesure 
que  l'on  s'avance  dans  l'ordre  des  approximations.  L'application 
de  la  méthode  de  Laplace  semble ,  sous  ce  rapport ,  présenter  de 
grandes  difficultés ,  puisque  M.  Damoiseau ,  qui  en  a  été  le  labo- 
rieux continuateur,  n'a  pu  même  parvenir  à  les  surmonter.  En 
effet,  en  soumettant  à  une  vérification  analogue  à  celle  que  nous 
avons  fait  subir  à  V équation  annuelle  plusieurs  des  inégalités  dé- 
terminées par  cet  astronome ,  nous  sommes  parvenu  à  des  résul- 
tats à  peu  près  semblables.  Nous  n'en  citerons ,  pour  abréger,  que 
deux  nouveaux  exemples. 

En  désignant,  comme  dans  le  n°  5,  par»c  et  g  les  vitesses 
moyennes  du  périgée  et  des  nœuds  de  l'orbite  lunaire,  et  en  sub- 
situant à  la  place  des  quantités  «(J) ,  at[\  etc.,  leurs  valeurs  dans 
les  formules  données  par  M.  Damoiseau,  en  faisant  de  plus,  pour 
abréger,  abstraction  des  termes  dépendans  des  excentricités  des 
orbites  du  Soleil  et  de  la  Lune ,  on  trouve  (Mémoires  de  l'Institut, 
Savants  étrangers,  tome  Ier,  pages  355  et  435) 
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(i5    %     3   ,     81    A  .(in 

a  a  a 

«.-,=     !m._(?m.+?m.+  f6m.-I21n,)B<->-3»..A« 

-3»«B<'>  +  ?m«  C<'°> -H i^»«  A<,c),+  3»»  A<"> B<*>- 

a  a 

D'après  M.  Plana  on  a ,  d'ailleurs, 

C(3,)  =     am«. 

Les  valeurs  de  A<3#)  et  C<3#>  ont  été  données  précédemment  ;  la 
substitution  de  ces  valeurs  donnera 


*  3    ,     ao5 

a 


«5  jott  a6o4i3 


s  a  16  64  ioa4  iaa88 

Si  Ton  compare  ces  valeurs  à  celles  des  mêmes  quantités  trou- 
vées nM  24  et  3i,  on  verra  que  la  première  n'est  exacte  que 
jusqu'aux  quantités  de  Tordre  m*  inclusivement,  et  que  la  seconde 
cesse  de  l'être  au  delà  de  Tordre  m*. 

On  peut  conclure  de  là  que,  dans  la  théorie  de  la  Lune,  la 
méthode  du  développement  en  série  par  les  approximations  suc- 
cessives, en  même  temps  qu'elle  est  la  plus  complète  sous  le 
rapport  analytique,  puisqu'elle  conduit  directement  à  exprimer 
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toutes  les  inconnues  du  problème  au  moyen  d'un  petit  nombre 
de  données  fournies  par  l'observation,  ce  qui  est,  en  définitive," 
le  vrai  but  de  toute  l'astronomie  théorique;  cette  méthode,  dis* 
je,  a  encore  l'avantage  d'être  la  plus  exacte,  parce  que  seule  elle 
offre  le  moyen  de  saisir,  sans  confusion ,  le  nombre  effrayant  de 
combinaisons  auxquelles  il  est  nécessaire  d'avoir  égard  pour  for- 
mer les  difiërens  termes  dont  se  compose  chaque  coefficient  lors- 
qu'on porte,  comme  nous  l'avons  fait,  les  approximations  assez 
loin  pour  atteindre,  par  la  théorie ,  la  même  précision  qu'on  peut 
attendre  de  l'observation.  La  méthode  imaginée  par  Clairaut ,  et 
perfectionnée  par  Laplace  dans  la  Mécanique  céleste,  a  pu  suffire 
aux  premiers  géomètres  qui  s'occupèrent  du  mouvement  de  la 
Lune,  et  qui  ne  voulaient  que  montrer  comment  on  pouvait  ex- 
pliquer ses  principales  inégalités  par  la  loi  de  la  gravitation  uni- 
verselle; elle  peut  encore  donner  du  problème  une  solution  nu- 
mérique satisfaisante ,  lorsqu'on  pousse  les  développemens  aussi 
loin  que  l'a  fait  M.  Damoiseau ,  parce  que  beaucoup  de  quantités 
qui  ont  été  omises  par  lui,  n'ont  souvent  aucune  valeur  appré- 
ciable dans  l'ordre  des  quantités  sensibles ,  ou  qu'il  s'établit  entre 
elles  une  espèce  de  compensation  ;  mais,  d'après  les  exemples 
précédens ,  que  nous  aurions  pu  multiplier  encore ,  on  doit  re- 
connaître que,  par  un  vice  sans  doute  inhérent  à  la  méthode 
qu'il  a  employée,  la  solution  même  de  M.  Damoiseau,  malgré 
tout  le  soin  qu'a  pu  y  apporter  ce  consciencieux  astronome ,  ne 
satisfait  point  aux  principes  d'une  théorie  rigoureuse ,  qui  veut 
que  l'on  ait  égard  ,  dans  chacune  des  approximations  successives,, 
à  toutes  les  quantités  d'un  même  ordre,  abstraction  faite  de  leur 
grandeur  relative  (*). 

(  *  )  M.  Damoiseau ,  en  parlant  de  ton  Mémoire  «or  la  théorie  lunaire  ,  dit , 
dans  la  préface  de  ses  Tables  :  «  Depuis  sa  publication  on  a  eu  égard  à  plusieurs 
»  termes  omis  dans  les  développemens  de  certaines  fonctions  lunaires.  Les 
»  changemens  qui  s'ensuivent,  quoique  peu  sensibles  sous  le  rapport  nume- 
»  rique,  ne  peuvent  cependant  être  négligés  pour  l'exactitude  de  l'analyse.  • 
Ces  assertions  sont  beaucoup  trop  vagues  pour  qu'on  puisse  s'en  contente»} 
elles  ne  font,  d'ailleurs,  que  confirmer  la  justesse  de  nos  observations. 

FIN    DES   NOTES. 
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SYSTÈME  DU  MONDE. 


SUPPLÉMENT  AU  LIVRE  VIL 


Sur  l'équation  séculaire  de  la  Lune. 

Dans  le  n°  94  du  vne  Livre  de  la  Théorie  du  Système 
du  Monde,  j'ai  donné  l'expression  analytique  de  Y  équa- 
tion séculaire  de  la  longitude  moyenne  de  la  Lune  en 
n'ayant  égard  qu'à  la  première  puissance  de  la  force 
perturbatrice  du  Soleil  ;  je  me  suis  dispensé  de  prendre 
en  considération  les  quantités  dépendantes  du  carré 
et  des  puissances  supérieures  de  cette  force,  parce 
que,  d'après  une  remarque  de  M.  Plana,  qui  a  porté 
l'approximation  jusqu'aux  termes  du  7e  ordre  par 
rapport  à  la  très-petite  quantité  m  qui  exprime  le  rap- 
port des  moyens  mouvements  du  Soleil  et  de  la 
Lune  (*),  les  inégalités  qui  ea  résultent,  sans  être  ab- 
solument insensibles,  se  compensent  de  telle  manière, 
qu'elles  n'apportent  qu'une  correction  à  peu  près  in- 
signifiante à  la  valeur  de  V équation  séculaire  détermi- 
née par  la  première  approximation.  Cependant  j'ai 

(*)  Voir  la  note  II  du  vue  Livre. 

Supplément  au  VIIe  livre.  I 


Digitized  by  LjOOQIC 


a  THÉORIE  ANALYTIQUE 

senti  qu'un  résultat  aussi  important  dans  la  théorie  de 
la  Lune  ne  pouvait  être  adopté  de  confiance,  quelque 
garantie  que  pût  présenter  l'habileté  de  l'astronome 
qui  l'avait  le  premier  énoncé  ;  je  me  suis  donc  décidé 
à  reprendre  en  entier  le  calcul  du  coefficient  de  Y  équa- 
tion séculaire  en  poussant  les  approximations  aussi 
loin  que  l'avaient  fait  JMM.  Damoiseau  et  Plana,  l'un 
dans  son  beau  Mémoire  couronné  par  l'Académie  des 
Sciences  en  i8ao,  l'autre  dans  son  grand  ouvrage  pu- 
blié en  i83o,  de  manière  à  lever  désormais  toute  in- 
certitude sur  un  point  encore  mal  connu  de  la  théorie 
des  perturbations  lunaires.  C'est  l'objet  que  je  me  suis 
proposé  dans  ce  Supplément  ;  une  discussion  récente, 
qui  s'est  élevée  au  sein  de  plusieurs  sociétés  savantes, 
sur  la  véritable  valeur  que  la  théorie  assigne  au  coef- 
ficient de  cette  inégalité  et  sur  les  formules  les  plus 
convenables  à  employer  pour  le  déterminer  avec  exac- 
titude, n'a  fait  que  me  confirmer  davantage  dans  le 
dessein  que  j'avais  formé,  et  je  n'ai  pas  hésité  à  entre- 
prendre le  travail  long  et  pénible  que  cette  recherche 
exigeait,  du  moment  que  j'ai  été  assuré  que  ses  résul- 
tats pourraient  être  de  quelque  utilité  à  la  fois  pour 
l'astronomie  théorique  et  pratique.  En  effet,  les  as- 
tronomes ne  sont  guère  plus  d'accord  que  les  géomètres 
sur  l'évaluation  exacte  du  coefficient  de  Y  équation  sé- 
culaire de  la  Lune.  Dunthorne,  qui,  après  que  Halley 
eut  reconnu  pour  la  première  fois  l'existence  de  cette 
équation,  tenta  de  le  déterminer  par  la  comparaison 
des  observations,  le  trouva  de  9%63.  Mayer,  dans  ses 
premières  Tables,  le  réduisit  à  6^,67  ;  il  Ta  élevé  en- 
suite à  8" ,58  dans  les  dernières.  Lalande,  par  ses 
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propres  investigations,  confirma  le  résultat  de  Dun- 
thorne.  Bouvard,  comme  on  Ta  vu  dans  le  Cha- 
pitre VII,  par  une  nouvelle  discussion  des  anciennes 
éclipses  déjà  connues,  et  de  celles  qu'il  avait  extraites 
d'un  manuscrit  arabe  d'Ibn  Junis,  trouva  un  résultat 
peu  différent  de  §",6$,  c'est-à-dire  du  coefficient  que 
I^aplace  avait  déterminé  par  la  théorie  en  n'ayant 
égard  qu'à  la  première  puissance  de  la  force  per- 
turbatrice :  c'est  ce  résultat  que  Mason  a  adopté 
dans  ses  Tables.  Enfin,  des  travaux  récents  faits  par 
M.  Aîry,  le  savant  directeur  de  l'observatoire  de 
Greenwich,  tendent  à  montrer  que  toutes  ces  évalua- 
tions sont  de  quelques  secondes  au-dessous  de  la  vé- 
rité, et  que  pour  représenter  les  anciennes  observa- 
tions qu'il  a  eu  à  considérer,  il  devrait  être  élevé  à 
i  a"  au  moins  et  peut-être  encore  au  delà.  Il  était  donc 
d'un  grand  intérêt  de  savoir  avec  précision  ce  que 
déciderait  la  théorie  sur  une  question  où  sans  doute 
pendant  longtemps  encore  elle  doit  devancer  la  pra- 
tique en  exactitude,  soit  à  cause  de  l'incertitude  des 
observations  anciennes,  soit  à  raison  du  trop  court 
intervalle  que  les  nouvelles  embrassent;  mais  les  mé- 
thodes suivies  jusqu'à  présent  pour  déterminer  le  coef- 
ficient de  l'équation  séculaire  de  la  Lune  par  l'analyse 
m'ont  paru  peu  propres  à  atteindre  ce  but.  En  effet, 
tous  les  géomètres  et  les  astronomes  qui  se  sont  occupés 
de  le  déterminer  de  cette  manière  en  portant  plus  ou 
moins  loin  les  approximations,  se  sont  invariablement 
astreints  à  développer  la  formule  donnée  par  Laplace 
dans  la  Mécanique  céleste,  et  dont  ce  grand  géomètre 
s'est  borné  à  calculer  le  premier  terme,  ou  celui  qui 

i. 
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est  donné  par  l'approximation  dans  laquelle  on  ne 
considère  que  la  première  puissance  de  la  force  per- 
turbatrice. Or  cette  formule,  fondée  sur  les  équations 
différentielles  du  mouvement  troublé  où  Ton  prend 
la  longitude  vraie  de  l'astre  troublé  pour  la  variable 
indépendante  du  problème,  ne  donne  point  directe- 
ment Y  équation  séculaire  du  moyen  mouvement  lu- 
naire; ce  qu'elle  offre  véritablement  au  géomètre  qui 
l'emploie,  c'est  Y  équation  séculaire  de  la  longitude 
vraie  dans  l'expression  de  la  longitude  moyenne  dé- 
veloppée en  fonction  de  la  première  longitude.  On 
parvient,  il  est  vrai,  en  changeant  la  formule  de  signe 
et  en  substituant,  sous  le  signe  intégral  qu'elle  ren- 
ferme, le  moyen  mouvement  lunaire  à  la  place  de  la 
longitude  vraie,  à  en  conclure  Y  équation  séculaire  soxis 
la  forme  qu'il  convient  de  lui  donner  pour  l'usage  des 
Tables;  on  suppose  d'ailleurs  que  cette  transforma- 
tion est  permise  sans  qu'il  puisse  en  résulter  aucune 
erreur  sensible  sur-le  résultat  final  :  mais  ce  sont  là 
de  ces  hypothèses  purement  gratuites  qui  laissent 
toujours  quelques  doutes  dans  l'esprit  et  dont  un  cal- 
cul exact  et  rigoureux  pourrait  seul  prouver  d'une 
manière  irréfragable  la  légitimité.  J'ai  donc  pensé  que 
le  moment  était  venu  de  faire  cesser  l'espèce  d'anar- 
chie qui  règne  encore  aujourd'hui  dans  les  deux 
camps  de  l'astronomie  théorique  et  pratique  sur  un 
point  aussi  essentiel  au  perfectionnement  de  la  théorie 
lunaire,  et  que  la  plus  belle  des  découvertes  de  La- 
place  méritait  bien  qu'on  prît  la  peine  de  s'assurer 
d'une  manière  évidente  que  les  puissances  supérieures 
de  la   force   perturbatrice  n'altèrent  pas   l'accord, 
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presque  complet,  que  par  un  merveilleux  hasard  il 
avait  rencontré  entre  les  résultats  de  la  théorie  et  de 
l'observation,  en  ne  tenant  compte  que  de  la  première 
puissance  de  cette  force  ;  hasard  ou  bonheur,  il  faut 
le  dire,  d'autant  plus  étonhant,  que  les  termes  de  cet 
ordre  altèrent  si  sensiblement  la  plupart  des  autres 
inégalités  lunaires,  qu'il  faut  pousser  très-loin  les  ap- 
proximations pour  parvenir  à  les  représenter  par 
l'analyse  :  c'est  ainsi  que  la  considération  des  termes 
dépendant  du  carré  de  la  force  perturbatrice  donne 
exactement  la  valeur  du  moyen  mouvement  du  périgée 
dont  la  première  puissance  n'avait  fourni  que  la  moi- 
tié, et  qu'elle  altère  dans  un  rapport  beaucoup  plus 
grand  encore  Y  équation  séculaire  dont  ce  mouvement 
est  affecté.  Je  ne  pouvais  non  plus  hésiter  sur  le  choix 
des  formu  1  es  à  employer  dans  cette  recherche ,  celles  que 
j'ai  données  dans  le  n°  i  du  vne  Livre,  et  par  lesquelles 
j'ai  le  premier  ramené  la  détermination  de  toutes  les 
inégalités  périodiques  ou  séculaires  du  mouvement  lu- 
naire, aux  équations  différentielles  employées  pour 
déterminer  les  mouvements  des  corps  planétaires, 
étaient  évidemment  celles  qui  devaient  les  premières 
se  présentera  ma  pensée.  En  effet,  ces  formules  don- 
nent directement  les  coordonnées  de  l'astre  troublé  en 
fonction  de  sa  longitude  moyenne,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  en  fonction  du  temps,  c'est-à-dire  sous  la  forme 
même  qu'on  est  obligé  de  faire  prendre  à  ces  expres- 
sions pour  la  construction  des  Tables  astronomiques  ; 
elles  n'ont  besoin  ni  de  préparations  préliminaires  dans 
les  expressions  elliptiques  qu'on  emploie,  ni  de  pénibles 
conversions  pour  ramener,  par  le  retour  des  suites,  à 
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la  forme  ordinaire  les  longs  développements  des  séries 
auxquelles  on  est  conduit  par  l'analyse;  en6n,  cette 
méthode  doit  donner  évidemment  la  véritable  expres- 
sion de  F  équation  séculaire  sous  la  forme  qui  lui  con- 
vient pour  la  comparaison  des  observations  anciennes 
et  modernes,  sans  qu'il  soit  besoin  d'altérer  la  for- 
mule ou  de  lui  faire  subir  aucune  transformation  dans 
laquelle  on  doit  toujours  craindre  qu'il  ne  se  perde 
quelque  partie  de  la  valeur  cherchée  (partie  précieuse 
sur  un  élément  qui  ne  s'élève  pas  à  10"),  comme  il 
arrive,  par  une  comparaison  grossière,  mais  exacte, 
à  un  liquide  qu'on  verse  d'un  vase  dans  un  antre. 
On  verra  d'ailleurs  que  la  méthode  dont  il  s'agit,  en 
même  temps  qu'elle  est  sans  doute  la  plus  exacte  et  la 
plus  directe,  est  aussi  la  plus  avantageuse  qu'on  puisse 
appliquer  à  la  détermination  de  V équation  séculaire; 
elle  donne  avec  une  grande  facilité,  comparativement 
du  moins  à  la  méthode  ordinaire,  et  par  des  opéra- 
tions symétriques,  toutes  les  parties  qui  doivent  con- 
courir à  former  son  coefficient  ;  la  combinaison  des 
formules  présentées  dans  les  Chapitres  II  et  III  du 
Livre  vu,  suffisent  pour  les  obtenir  sans  même  qu'il 
soit  besoin,  excepté  dans  quelques  occasions  particu- 
lières, de  pousser  le  développement  de  ces  formules 
plus  loin  que  nous  ne  l'avons  fait  dans  les  Chapitres 
cités;  elles  donnent  ainsi,  sans  exception,  par  l'analyse 
la  plus  directe  et  la  plus  uniforme,  toutes  les  inégalités 
séculaires  et  périodiques  du  mouvement  de  notre  sa- 
tellite, comme  elles  ont  donné  celles  des  mouvements 
plauétaires,  et  l'on  pourrait  dire  de  cette  méthode, 
que  M.  Lubbockct  moi  nous  avons  introduite/w>«r  fo 
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première  fois  dans  la  théorie  de  la  Lune  (voir  le 
préambule  du  Livre  vu),  ce  que  Laplace  a  dit  de  la 
cause  qui  produit  son  équation  séculaire  :  *  On  serait 
sans  doute  étonné  des  efforts  dans  lesquels  se  sont 
consumés  les  géomètres  pour  en  imaginer  d'autres,  si 
Ton  ne  savait  que  les  idées  les  plus  simples  sont  tou- 
jours les  dernières  qui  s'offrent  à  l'esprit  humain.   » 

1 .  La  détermination  de  Y  équation  séculaire  qui  af- 
fecte la  longitude  moyenne  de  la  Lune  exige  que  l'on 
connaisse  le  rapport  qui  existe  entre  le  moyen  mou- 
vement dans  l'orbite  troublée  et  celui  qui  aurait  lieu 
dans,  l'orbite  elliptique,  c'est-à-dire  dans  l'orbite  que 
la  Lune  décrirait  autour  de  la  Terre  sans  l'action  du 
Soleil.  Nous  allons  donc  nous  occuper  de  déterminer 
ce  rapport  avec  toute  l'exactitude  que  commande  un 
élément  aussi  important  dans  la  théorie  du  mouvement 
lunaire. 

Pour  cela,  désignons  par  n  le  moyen  mouvement 
pendant  l'unité  de  temps  dans  l'orbite  troublée,  c'est- 
à-dire  celui  qui  se  déduit  naturellement  des  observa- 
tions, et  par  w,  la  même  quantité  relative  au  mouve- 
ment dans  l'ellipse  ;  nommons  respectivement  a  et  a, 
les  demi  grands  axes  qui  répondent  à  n  et  nt  ou  qui 
s'en  déduisent,  dans  le  cas  où  l'on  suppose,  comme 
nous  le  faisons  (n°  1 ,  Livre  vu,),  la  somme  des  masses 
de  la  Terre  et  de  la  Lune  égale  à  l'unité,  au  moyen 
des  équations  aana  =  1  et  a\  n\  =  1  ;  c'est  la  fonction 
qui  exprime  le  rapport  de  n  àn0  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  celui  de  a  à  ax  que  nous  nous  proposons  de 
déterminer,  en  portant  les  développements  jusqu'au 
même  ordre  de  quantités  que  nous  avons  considérées 
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dans  l'expression  des  principales  inégalités  du  mou- 
vement troublé  de  la  Lune. 

Reprenons  d'abord  l'équation  qui  détermine  les 
perturbations  du  rayon  vecteur.  On  a,  n°  io,  Livre  vu, 

adt1        r       a  x  J  dr  v  ' 

La  constante  #,,  dans  cette  équation,  est  supposée 
représenter  ici  le  demi  grand  axe  de  l'ellipse  que  la 
Lune  décrirait  sans  l'intervention  des  forces  pertur- 
batrices; désignons  par  a  ce  que  devient  a%  quand  on 
a  égard  à  ces  forces,  en  négligeant  simplement  dans 
l'équation  (i)  les  termes  périodiques,  on  aura 

il  du       i 

a        ax  dr        at 

en  observant  qu'on  a  généralement 

r  —  =2R. 
dr 

De  cette  équation  on  tire 

-.  =  i+2flR#=i+^  (a) 

en  désignant  par  p  une  certaine  fonction  des  éléments 
des  orbites  de  la  Lune  et  du  Soleil  qui  sera  déterminée 
par  l'équation 

P  =  *<!*,.  (3) 

Considérons  maintenant  l'équation  qui  détermine 
les  perturbations  de  la  longitude.  On  a,  n°  27,  livre  vu, 

Cette  équation,  lorsqu'on  fait  abstraction  des  forces 
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perturbatrices,  donne  simplement 

dt  """  /*" 

La  constante  a  représentant  la  distance  moyenne 
de  la  Lune  à  la  Terre  et  n  le  moyen  mouvement 
qui  lui  correspond,  nous  supposerons  qu'on  ait  in- 
troduit ces  quantités  dans  les  formules  mêmes 
du  mouvement  elliptique,    en  désignant  alors  par 

—  (  1  -4-  6)  la  partie  constante  de  la  fonction  -  et  faisant 

abstraction  des   termes  simplement  périodiques,  ce 

qui  donne  —  =  n  ;  on  aura  dans  ce  cas 


dt 

A(i-h6) 

n  -—  —A. 1* 


(5) 


où  (1  -f-  S)  désigne  une  certaine  fonction  de  l'excen- 
tricité e  de  l'orbite  lunaire,  qui,  multipliée  par  //, 
doit,  d'après  les  règles  du  mouvement  elliptique,  se 
réduire  à  l'unité  lorsqu'on  aura  substitué  pour  h  sa 
valeur. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  développé  l'équa- 
tion (4)  en  faisant  abstraction,  comme  nous  l'avons 
dît,  des  termes  périodiques,  et  qu'on  désigne  généra- 
lement par  — — — —  ce  que  les  forces  perturbatrices 
auront  ajouté  à  la  formule  (  5  ),  en  observant  que,  dans 

dt'' 


le  cas  du  mouvement  troublé,  on  a  supposé  -=•  =  n  ;  on 


aura 


.„  =  *-ii±i\..r,, 


ou  bien,  faisant  pour  simplifier  (1  -h  6)  (1 4-  V)  =  1  -+-  II 
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et  remplaçant  a  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (a), 

a  =  ZÏÏTTïr  <6) 

Dans  le  cas  du  mouvement  elliptique,  on  sait  que 
Ton  a  h  =  yjat  (i  —  e2),  et  l'on  peut  représenter  en 
général  cette  quantité  par  une  fonction  de  la  forme 
\/rti  (i  — 6a)  (i  -+-  Q),  où  Q  désigne  une  quantité  dépen- 
dante des  forces  perturbatrices,  qui  se  réduit  à  zéro 
quand  on  fait  abstraction  de  ces  forces.  En  substituant 
donc  cette  valeur  dans  l'équation  (6)  et  en  observant 

que  l'on  a,  d'après  ce  qui  précède,  a,"1  =  nn  cette 
formule  fera  connaître  le  rapport  cherché  denà/i,. 
Il  ne  s'agira  donc  que  de  développer  l'équation  (6). 
pour  obtenir  le  principal  élément  nécessaire  à  la  dé- 
termination de  Y  équation  séculaire  ;  il  faudra  seulement 
se  rappeler,  en  opérant  ce  développement,  ainsi  que 
celui  de  l'équation  (a),  que  nous  avons  supposé  que 
l'on  avait  introduit  dans  les  formules  mêmes  du  mou- 
vement elliptique,  et  par  conséquent  dans  celles  du 
mouvement  troublé,  qui  s'en  déduisent,  la  constante  a 
qui  sert  à  lier  entre  elles  les  constantes  a  et  at,  et  qui 
facilite  la  recherche  de  la  fonction  qui  exprime  leur 
rapport.  Telle  serait  par  conséquent  la  marche  la  pins 
naturelle  qu'il  conviendrait  de  suivre,  si  l'on  voulait 
déterminer  directement  Véquation  séculaire  de  la 
Lune,  indépendamment  de  ses  autres  inégalités;  mais 
lorsqu'on  a  déjà  déterminé,  comme  nous  l'avons  fait 
dans  les  Chapitres  II  et  III  du  Livre  vu,  l'expression 
du  rayon  vecteur  dans  l'orbite  troublée,  on  peut  ob- 
tenir, immédiatement  et  presque  sans  calcul,  ce  rap- 
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port  au  moyen  des  quantités  déjà  connues,  ce  qui 
évite  une  suite  longue  et  pénible  d'opérations  labo- 
rieuses, et  offre  l'un  des  avantages  les  plus  précieux 
de  la  méthode  que  nous  avons  suivie. 

En  effet,  la  constante  auxiliaire  a  désignant,  comme 
nous  l'avons  supposé,  la  distance  moyenne  de  la  Lune 
à  la  Terre,  il  est  évident  que  si  l'on  introduit  cette 
quantité  dans  les  formules  mêmes  du  mouvement  el- 
liptique, et  qu'on  détermine  ensuite  les  perturbations 
du  rayon  vecteur  au  moyen  des  formules  ordinaires 
du  mouvement  troublé,  on  obtiendra  une  expression 
de  la  forme 


a  n 

-  =r  1  +  H, 


en  représentant  par  H  une  suite  de  termes  périodiques; 
dans  les  formules  des  Chapitres  H  et  III,  nous  avons 
introduit  immédiatement  le  demi  grand  axe  a  de  l'or- 
bite troublée  dans  les  expressions  relatives  au  mouve- 
ment elliptique,  et  nous  avons  trouvé  (n°  1 5,  Livre  vu) 
pour  déterminer  les  perturbations  du  rayon  vecteur 
une  expression  de  la  forme 


*=  i+*.-f-K, 


en  représentant  par  K  une  nouvelle  suite  de  termes 
simplement  périodiques  :  la  comparaison  de  ces  deux 
expressions  donne  évidemment 

£=i-ha„  (7) 

équation  qui  détermine  immédiatement  le  rapport  de 
a  à  net  où  tout  est  connu,  puisque  rt0,  qui  représente 
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le  premier  Jteruie  ou  la  partie  non  périodique  de  la 

fonction  £->  n°  5,  Livre  cité,  a  été  supposée  calculée 

par  les  approximations  successives.  L'équation 


a 

—  =  I 


fait  connaître  d'ailleurs  le  rapport  de  a  à  a%  ;  en  mul- 
tipliant ces  deux  équations  Tune  par  l'autre,  on  aura 
par  conséquent 

j.=\i  +  «.)(i+P),  (S) 

équation  qui  fera  connaître  le  rapport  cherché  de 
a  à  an  et  où  il  n'y  aura  d'inconnu  que  la  fonction  p, 
qui  se  déduira  du  reste  d'une  manière  très-simple  des 
quantités  que  nous  avons  déjà  déterminées  dans  les 
recherches  antérieures. 

La  détermination  du  rapport  de  a  à  aK ,  ou  de  celui 
de  n  à  nn  qui  s'en  déduit  sans  peine,  ne  présenterait 
donc  aucune  difficulté  si  les  quantités  u0  et  p,  qui  en- 
trent daus  l'équation  (8),  avaient  été  calculées  avec 
une  exactitude  suffisante  au  degré  d'approximation 
que  nous  voulons  obtenir  dans  l'évaluation  du  coeffi- 
cient de  l' équation  séculaire  ;  mais,  pour  ne  rien  laisser 
à  désirer  sur  cet  objet,  nous  nous  proposons  de  pour- 
suivre les  développements  au  delà  même  des  termes 
qui  paraissent  généralement  pouvoir  présenter  des  ré- 
sultats appréciables  dans  l'évaluation  des  coefficients 
des  autres  inégalités,  et  nous  serons  obligé  par  con- 
séquent de  porter  la  précision,  pour  quelques-uns 
d'entre  eux,  plus  loin  que  nous  ne  l'avions  fait  dans 
les  Chapitres  Tl  et  III  du    Livre  vu,    où  nous  nous 
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sommes  arrêté  à  ce  qui  semblait  suffisant  pour  l'ob- 
jet que  nous  nous  proposions  alors  ;  nous  allons  donc 
reprendre  d'abord  la  détermination  de  la  valeur  du 
coefficient  aoy  en  suivant  la  marche  que  nous  avons 
tracée  dans  les  n°9  a3,  5o  et  69  du  Livre  cité. 

2,  Pour  cela,  reprenons  l'équation  (i4)  du  n°  a3, 
Livre  vu  ;  en  observant  qu'en  n'ayant  égard  qu'aux 

termes  non  périodiques  on  a  -77-  =  —  -rp  elle  pourra 

s'écrire  ainsi  : 

Les  termes  dont  nous  nous  proposons  de  poursuivre 
le  développement  dans  l'expression  du  coefficient  in- 
déterminé a07  sont  ceux  qui  s'y  trouvent  multipliés 
parles  facteurs  e/a  et  eV2  et  qui,  à  raison  de  leur  va- 
riation, ont  la  plus  grande  influence  sur  la  valeur  du 
coefficient  de  l'équation  séculaire.  Il  faut  donc  nous 
occuper  d'abord  de  porter  relativement  à  ces  termes 
le  développement  de  la  fonction  perturbatrice,  qui 
entre  dans  la  formule  précédente,  beaucoup  plus  loin 
que  nous  ne  l'avons  fait  dans  le  n°  45,  Livre  vu.  En 
poursuivant  la  marche  indiquée  dans  le  n°  1 3  et  en 
conservant  les  termes  du  4e  ordre  dans  l'expression 
de  la  fonction  àR,  qui  devient  ainsi 

«--('S)K)*(Î)" 

.3,(,,;)-_,(£)(,,,;),.+:(-),, 

-«■KMî)K)'—(S)(";)'* 
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j'ai  trouvé 

*n       /*     t      799    4      ^ig     .      3oi38o    ,      83oo85     ,\  „ 

En  négligeant  l'excentricité  de  l'orbe  lunaire,  on  a, 
n°  5o,  Livre  vir, 

d'où  Ton  a  conclu,  n°*  3i  et  5o, 

,-  =  -iir  e'coso' 

/7     _      157     .      3365    4      i6i85      V    ,        ,    .        \% 
/m1      ()t     .       1025    4       î*8883     B\    , 

En  différentiant  cette  quantité,  en  l'élevant  ensuite  au 
carré,  et  en  négligeant  dans  le  résultat  tous  les  termes 
périodiques,  on  a  formé  la  suivante  : 

L'expression  précédente  de  £R,  en  observant  que 
Ton  a  r  -t-  =  aR,  donne 

dr  1 

r^-U      Tï"      "7T m~i8r    — ar"7e»  (*} 
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d'après  la  valeur  de  v ,  n°  1 33,  Livre  vu,  on  a 

dv 

—  =  —  3m*  «'  cos  e' 
tt  T 

[il  85    ,      53a    ,     3o3i     .      /55    ,      H17     , 

-(ïf -»-Ç-'*5f -•-$?-) '-(M+f). 

On  a  d'ailleurs,  n08  1 8  et  46  : 

^(gw,  +  T6ro'--^m4-:17mi)''C08(î^?')- 

En  combinant  ces  valeurs  et  négligeant  les  termes 
périodiques,  on  a  conclu 

art»  Ç  fdH\  /      4g5  i5ç>3     _       188957     .  \ 

_»5Sz=Brf)^.  (c) 

On  a  trouvé,  nos  28  et  55, 

(3    .      3a    .      3o    .      io65       \ 
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En  combinant  cette  valeur  avec  la  valeur  précédente 

de  —  I  (-7-  )  dt  et  en  rejetant  les  termes  d'un  ordre 

supérieur  à  ceux  que  nous  considérons,  on  a  trouvé 

i    nY<*R\  J  T      /»35     .      343    ,      <56i5    .      4167       \    tm      #J1 

Si  Von  substitue  les  différentes  valeurs  marquées 
[a)y  (6),  (c)  et  (d)  dans  la  formule  (9),  et  qu'on  sup- 
pose de  plus  -  =  a0c'%  on  trouvera  la  suivante  : 

r^r"?"1  ""64"n""^"m-"ï5rw  ""~55g~m7*  Xa) 

Déterminons  de  la  même  manière  les  termes  de 

l'expression  de  —  qui  seront  multipliés  par  le  facteur 

eV*. 

On  aura  dans  ce  cas,  n°  35,  pour  déterminer  r  la 
formule 

r=r,-r;|I  +  rj(|  j)'-  rj  (*  l)'  -h  etc., 

et  en  substituant  dans  cette  expression  pour  r,,  rj, 
rj,  etc.,  leurs  valeurs  elliptiques  et  pour  &  i,  (  &  -J  , 

(  (J-j  *  etc.,  leurs  valeurs  développées  nos  21,  26,  48 
et  53,  on  a  formé  la  suivante  (*)  : 

[m%       885     .        (\n     t       qoq5     .       i3i3i     A   ,«"1 
o        128  \8  128  19a       /      J  r 

(ai  iaoo  1577     .      207a5o3     A     ,        ,  ,N 

-8mH-ârmH--Tërra  +-wm)ee  •«»(«— p') 

(*)   Fo/r  le  n°  58,  Livre  vu,  où  la  plupart  des  termes  de  r  ont 
t»tê   déjà  calculés. 
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(ii  7  ii     .      ^Sqi     _      35i8o?3     A     ,        ,  , 

T M  +  Mm-*- & "'  •*■  -Ï3ST m) "  C0B ( ?  +  ?  J 
{,  "  19    .      "5    .      /i5  173    ,      365o5    ,\    ,  • 

m  +  6  "  +  75-"*  +  (T "*  +'!7 "  + 1336  m  )  ' 

\a  ia  *  18       / 

(75  755     ,       loiool     A    .  ,."1 

-T^+^h.  »»£«.+ !ïg&l  m4_  fèm 
18  il.  i5Jb  1843a  -\ib 

3o5  ,   454000  ,   34747033  A  „T    .  .    , 
f7  ,   i5j  ,   3365  ,   /35    743  ,   «• 

[m*   01  •    ioa5  .   /i5    ion  . 

/i5    65  ,   53533  ,   36076037  ,\  ,   ,  „ 

(iiq  ,   28-0  ,  \   ,    ,  v        , , 
■571".-*- 1^5- m  j  "  cos  (aç  -h  ?  -  ?'  ) 

5^     -^r  "»  )  **  cos  (a  f  H-  ?  -+-  ?'). 

Si  Ton  élève  au  carré  la  différentielle  de  cette  ex- 
pression, en  rejetant  les  ternies  périodiques  et  en 
n'ayant  égard  qu'à  ceux  qui  sont  multipliés  par  le  fac- 
teur e2e'2,  on  trouvera  la  formule  suivante  * 

d>*       / 3i  1     ,      ooa5    .      i5i8;65     .       ioqSiqoAi     A    .   ,. 

dt*      \ii8  5i*  2048  m88         J  K    ' 

D'après  l'expression  précédente  de  R  et  en  vertu  de 

Supplément  au  VII*  livre.  7. 
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1  équation  r  -r-  =  2R,  on  aura 

En  différentiant  la  valeur  de  v  donnée  n°  1 33,  on 
forme  la  suivante  : 

dt       \        a     4     / 

-3mV  cos  p' 

(ai     io65  A  ,   /    M 
-7-  m  -+-  -^—  m1  J  «?'  cos  (ç?  —  f  ) 

/ai     885  A   ,    /     n 

[il  ,   85  ,  /95    801  ,   53855  ,\  , 

/55  t   iai7  ,\  m 
/375    4*i5  _   io5i45  A  ,  „1 

r5i  i35    ,      /»55    ,      i485     A  „1  ,    „  •     . 

^Ls"  "»"  \"î6  «         )     J  eCM(af+P> 

-4-  T"  m*  .4-  ™  m«  J-  ^"5  m  -4-  3*>'  m» 

-+-^m>)e']e'co.(n-P') 
P1  .  .  48<  »   /75    g63  .   68o65  A  T  , 

[35    gfti  .   11657  .1  , 
Tm^^mM""iaFmrecos(2r-"î,--^)  ■ 

Ti5    53  t   5oo4i  .T  , 

+  [3ls,",^2§5w,]M'co8^ç-*-î,-p/) 
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On  a  d'ailleurs,  n08  1 8  et  46  (Livre  vif)  : 

.   /Cr?5    .      566i     A      ,        , 

r3      1        3     a        '      4        /l5      ,         15      ,\     , 
_^ni.-H_B1.^._m._^m.+  _m.j<!. 

~(¥m,+?",'+n|m')e" 
+  [2m.  +  9M.  +  ^M._^m.+iJ2ra._i^m.)e,],C0,(af_f) 

-  [i  m«+ 1  m- -  (|  m«  H- i^  m')  ««]  .  ce  (9  f -t- P) 

+[i*+ïJ*-5*-(â-,+5W*]'~<»'+''> 

/63    .      ?85    ,      11811    A     ,        ,    , 

-(J^  +  §il)€*'fl0i<a*+'--f»,> 

■+■  fi  m*  -f-  ^|m'  J  ce'  cog  (a  *  -*-  9  -h  9'). 

En  combinant  ces  valeurs  entre  elles,  et  n'ayant 
égard  qu'aux  termes  non  périodiques  multipliés  par  le 
facteur  c2e'%  on  a  trouvé 


dt  J   d»  \  3a        ^    a56        ^     4096         7 


(O 


(*)  Voir  pour  ce  terme  ce  qui  sera  dit  page  25. 
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Par  les  n°\a8  et*55,  on  a 

-*-(f'-'-I§im,)"c"]co>af 

Ti5    ,      33     ,      /75    ,      io5    A    ,/|  ,     „ 

"*"  IT        T         VT    ,rf""3"     / e  I*008  (**-*?) 
-iî-,  +  î3"'-(f,-,+T-,)«"]—<«*-f» 

/io5    ,      i43i     A     ,       ,    „ 

"~  (V  Wi"4"  17  m$)  e*'  co8  (a  *  ~  ?  H"  ?') 
r-  /-gr  m*  -h&Z  m* \  ee'  cos  (2  Ç  -f-  p  —  ç>'  ) 
.+ (  g  ro*  H- •—■  m' We' cos  (  a  f  •-»- p -j- ©'). 

Cette  valeur  combinée  avec    celle   de    la   fonction 
~~  /  \dû)^1   donnée  plus  haut,  .en  n'ayant  égard 

qu'aux  termes  dont  nous  nous  occupons ]  a  produit 
la  suivante  : 

En  substituant  les  différentes  valeurs  (a')  (b')  (<?') 
et  (d')  dans  l'équation  (g)  et  en  supposant  de  plus 

&  -  =  a0  eVa,  on  obtient 

*!-_/«/   455     27935     43a56î  .   i33464oo   \  ,„ 
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Nous  avons  trouvé  n°  5o,  Livre  vu  : 


k%  m*       97     â      43  '  K 

—  z=z  1 £-*—  m*  —  iw* 

*  3        i44  8 


/i      611     ,.    4365    A    ,['  (3) 

£11  réunissant  les  trois  parties(i),  (a)  et  (3)  de  la  fonc- 
tion — >  on  aura  donc 

r' 

/■_.  «"■_ ,   4365  V, 
-4-^„_3m.   a'7„«   '*..   78473     1111295  A  ., 
+  (<_^wC^m._4i^ra<_î33464o9mA.e,,. 

\  •   1:28     5ia      2048       2048    / 

En  poursuivant  le  développement  de  la  fonction  (  &  -\ 

commencé  n°ê  ai  et  48,  Livre  vu,  en  observant  que 
par  une  première  approximation  on  a  obtenu,  n°  5o, 
dans  le  coefficient  a0  les  termes 

\4        19a      .      3a      / 

et  que  a0  ne  renferme,  comme  ou  le  verra  pi  os  bas, 
aucun  terme  multiplié  par  le  facteur  e*  <?'*  dans 
l'ordre  ;n*,  on  a  trouvé 

/  .  '  V      '9    «       '9    .       /«5    .       3765    A       • 

\  i\  4  li;2  288         / 

./1207    ,      68a85    ,      q8iq',3    .       nç)863o39    A    .  ,, 

\  128  .  5ia  760  12.180         / 
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On  a  d'ailleurs,  nos  a3  et  5i , 

„  i        m7       i  nq  qn 

*    r«»    645  a     /43  ,    8215    \  „i 

Si  dans  l'équation 

r'       r]        rt     r   '    \    r) 

on  substitue  ces  valeurs,  qu'on  remplace  -p  -   par 

leurs  valeurs  elliptiques,  et  qu'on  observe  que  nous 

avons  supposé   que  &-  contenait  les  deux  termes 

«oe'2  "+■  a\  e*&2  dans  sa  partie  constante,  en  rejetant 
toutes  les  quantités  périodiques,  on  trouvera 

/1     :3q   ,     2475   a  ^ 

\"2         3<$4  2D0         / 

En    divisant  par  cette  valeur   l'expression    précé- 
dente de  -p  on  a  formé  la  suivante  : 
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A«  = 


, -'^!_  97     .      4*    . 

"T4        "« 


/i       6u     ,       436Î    A    , 

\a       38}  X>(>       /  • 

L/  3    «      al7    *  '    «44^)    s      78b3    .      iuiao5     A    „ 

*(a'-4ra      W ""       37" m*-Wro-7^r  "•')"'* 
V  •      128  5ia  ao4»  'J048        / 


103    .      7    . 

74ïm     «m 


-  (  *  a  '  -f-  -12  , 


5ia  768 


1  i()8fi3o39 


^e«. 


De  cette  équation,  en  observant  que  l'on  a  obtenu 
par  une  première  approximation,  comme  nous  l'avons 
dit  plus  haut, 


•4       192  02 


et  qu'en  se  bornant  aux  termes  de  Tordre  /»*,  on  a, 
comme  on  le  verra  plus  loin  : 


,'i  =  (0)«»-î25|!l\ 


32 


en  substituant  ces  valeurs  dans  les  termes  où  a0  et 
a0  se  trouveraient  multipliés  par/»*,-  /»%  etc.,  n°5o, 
on  déduira,  soit  par  la  division  ordinaire,  soit  en 
employant  la  méthode  des  coefficients  indéterminés, 
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la  valeur  suivante  : 

i,      a  i   '9  â   9  >  ■ 
3   .  *a  .    2 

\  i9ri  ia8   / 

/  3  *  i475  .   3817  ,   2!27'i39  ,   igo88r»9  \  „ 

\  °  4  'S2      3a       768        5^6  / 

/,  ia3  ,  3745  ,   qii836Q  4   1Q9565365  A  ,  ,. 

(1*011  Ton  conclura,  par  l'extraction  de  la  racine, 

3         i/,4  /, 

-/r       fin     .       a45     A    s 

\a    °       8  128  6}  i536  n5:i         / 

/1    ,      4*5     ,      3745    $      c)ifi85î5    4      1 999 > 7973     5\    ,    ., 
\3    •      128      *      5i2  •  13388  24576  / 

En  multipliant  cette  quantité  par  la  valeur  de  -  don- 
née plus  haut,  on  formera  la  suivante  : 

h  3     .      a5    . 

/-  =  ,~4m-TWJ 
855    ,  , 

\a  8  128  (>4  #i5ib  128        / 

/3  4i|5    ,      6*18607    4       i3o<)()587     A    ,  „ 

\a    •        8  1T288  8192  / 

En  combinant  entre  elles  les  valeurs  de  /  (  7-  )  dt, 

n°*  18  et  46»   Livre  vu,  avec  celles  de-  rapportées 
n05  27  et  5/j,  et  rejetant  les  termes  périodiques,  nous 
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avons  formé  la  suivante  : 

Avant  de  combiner  entre  elles  ces  mêmes  expressions 

pour  en  déduire  le  terme  de  la  fonction  ^  I  (V")^» 

qui  est  multiplié  par  le  facteur  e2  e'2,  il  faut  observer 
que  le  coefficient  du  terme  dépendant  de  cos  <p  dans 

l'expression  de  /  y  —  \  dt,  n°  46,  ne  serait  pas  suffi- 
samment exact  pour  déterminer  tous  les  termes  de 
l'ordre  /n5,  il  faut  donc  compléter  ce  coefficient 
avant  de  procédera  cette  recherche;  en  poussant 
jusqu'aux  quantités  de  l'ordre /n5  les  approximations, 
nous  avons  trouvé  ainsi 

d%>       \  16  iqU  5 12        / 

d'où,  en  multipliant  par  de,  intégrant  ensuite  en  ob- 
servant qu'on   a  9  =  r/  +  e  -  w,   et  que  l'on   peut 

supposer  ici  -  =  i  -h  jm2  -h  |/w2e'a,  on  a  conclu 

En  substituant  cette  valeur  à  celle  qui  lui  correspond 

dans  l'expression  générale  de  —    /  (  ^-  )  <^>  n°  46,  et 

en  opérant  ensuite  la  combinaison  indiquée,  on  a 
trouvé 

En  joignant  les  valeurs  précédentes  a    celles  déjà 
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trouvées  n09  a3  et  5o,  en  n'ayant  égard  qu'à  la  partie 

non  périodique  de  la  fonction^,   /  ( -t-W*i  ou  aura 
enfin 

1     /7JR\;,       3    4      a5    /8S5     ,, 

/45    .      675    _      *3ioi     ,'    598413    _\   M 

\  04  5ia  10J4        / 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  ainsi  que  celle  de  - 
dans  l'équation  de  la  longitude 

et  qu'on  observe  que  le  premier  membre  devant  se 
réduire  à  l'unité,  n°  23,  lorsqu'on  ne  considère, 
comme  nous  le  faisons  ici,  que  les  termes  non  pério- 
diques, on  pourra  égaler  séparément  à  zéro  les  coef- 
ficients des  termes  multipliés  par  e'a  et  e2  e'a,  et  l'oïi 
aura,  pour  déterminer  les  coefficients,  arbitraires 
a0  et  a0,  les  deux  équations  de  condition  suivantes  : 

*       /     345427       o3ioi  _  n3i8g\ 
"*"  \        lôib*  cfî     ~"    i536  / 

3    ,       /4g5      3i35      8a5\     ,       /fâiftkn      *G6685      nSif^X     ê 

ï  *•■*-( -r--6r===w;,f iM"("T^5-~-^r==-T^88)'n 

(i3ot)9587       191-009  _      a23()485\     % 
819-4        »     1024     ~~"         8192    /       ' 
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d'où  l'on  conclura 

»•      799    4       873    /    4io63    ,      a59tf5     T 
#         •        4         19Q  il  766  D/b 

*75  39389  74M9S 

Les  trois  premiers  termes  de  la  valeur  de  a0  avaient 
déjà  été  déterminés  n°  5o,  Livre  vu,  et  la  conformité 
des  résultats  confirme  la  justesse  de  nos  calculs. 

Nous  avons  supposé  plus  hau  t  &  - = a0  e'a  -f-  a  '0  e*  e!% , 

il  faudra  doue,  pour  compléter  la  valeur  du  coeffi- 
cient arbitraire  a0}  n°  a3,  lui  ajouter  les  deux  termes 
suivants  : 

fm%       799     4      873     »     *4»"r>3    B      *5<)355     A    „ 

\     3a  oi.)4  4<*/>      / 

Si  Ton  substitue  pour  a0  et  a't  leurs  valeurs  dans 
l'expression  de  //,  on.  trouvera,  en  n'ayant  égard 
qu'aux  termes  que  nous  venons  de  déterminer,     / 

I/m»       .85    ,      a^3     .      i5i7     .      nSirtn      \    „         \ 
\iaîJ  5i2  10-14  2  457b        /  ; 

Déterminons  les  termes  de  a0  multipliés  par  ek  et 
e'\  Commençons  par  considérer  le  premier  de  ces 
ternies. 

On  pourra  supposer  dans  ce  cas,  en  négligeant  les 
quantités  d'un  ordre  supérieur  à  m*  c\  . 


.=  ri-r]sl  +  r>(sLy. 
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En  substituant  pour  r,,  ;J,  r?,  leurs  valeurs  ellip- 
tiques, et  pour  (à  -  J  et  (à  -  j  leurs  valeurs  données 
n°8  ai,  26,  48  et  5a,  Livre  vu,  on  trouve 

r      3  t    m»     88"»   ,     /4023   ,     n-45  A  .1 

/i        5     t      555     A    , 

\2         12  64         /  r 

/      l5      •    3'5    «\    ,        /    ^ 

d'où,  en  différentiant,  on  a  conclu 

dr       Y         11     ,      i;85     „       /3      3771     ,      4'^5     A  ,1      . 

-+-  M  -+-  ~  m*  —  ^|-  m'  J  «?'  sin  i  ? 

+  hm'  +  T  "**  i =•  m*  c*  —  ^-  me*  I  stn  2  £ 

\  4  16  32        / 

/i5  35    t      i5      .       i83.  ,   ,\      .    .Y        . 

En  élevant  au  carré  cette  différentielle,  négligeant  les 
termes  périodiques,  et  n'ayant  égard  dans  le  résultat 
qu'à  ceux  qui  sont  multipliés  par  e4,  on  aura 

dt*       /i      701     ,       iio85     \    ê  ,   , 

dfi       \8     .192  1024       /  v    ' 

Par  le  développement  de  la  fonction  R,  n°  6,  en 
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observant  que  cette  fonction  ne  renferme  dans  sa 
partie  non  périodique  aucun  terme  en  e*  de  Tordre  m?, 
n°  96,  on  trouve 

d'où,,  en  vertu  de  l'équation  r-r~  =  2R,  on  a  conclu 


r-^  =  -3r'B^  (fc) 


L'expression  générale  de  la  longitude  vraie,  n°  1 33, 
donne 

p=2(i— T=eM^sin(p-h  -r^sin2y 
+  (  2- m*'  —  |-  w^4)  sin2Ç 
-+-  -y  mesin  (2Ç —  f  ; 

-+-^-171^510(2?  -h  <p) 

-4--L//i<?'sin  (2Ç  —  2<p). 

En  combinant  les  différents  termes  de  cette  valeur 
avec  ceux  de  la  fonction  —  qui  ont  mêmes  argu- 
ments, et  qu'on  trouve  rapportés  n08  1 7  et  46,  on  a 
formé  la  suivante  : 


/rfR\  2655    ,  , 

[n;)=-Wmc- 


(<•') 
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Oi>a,  n°9  a8  et  55, 
i    r/dK\  75     t 

— -  —  /MC3COS(2Ç  —  f) 

+  \     Vw""  T^"1  /  ^C0S(2^""  2?)- 
En  combinant  cette  valeur  avec  la  suivante,  n°  18, 

-h  -  m'^cos(aÇ  —  y) 
on  trouve 

Si  Ton  substitue  les  différentes  valeurs  (rt),  (b),  (c), 
(ri)  dans  la  formule  (9),  n°  a,  en  observant  qu'on  a 

r<Pr  dr>         ¥   du    f[dR\,.  /dh\ 

-dï=-dT>]  et  dt)  (:*)A  =  ^  (*)•"<*  cn 
supposant  ici  -  =  a0e\  on  aura 

h*       l         l       2257    ,      i3n55     \    4 
La  fonction  —  est  déterminée  par  l'équation 

Si  Ton  substitue  pour  —  >  -  leurs  valeurs  elliptiques, 
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et  pour  (&  -)  sa  valeur  nos  5i  et  53,  en  observant  que 
cette  valeur,  élevée  au  carré,  a  donné 

(•7)'-(y--*i2r-')'' 

et  que  nous  supposons  de  plus  <?-  =  a0eS  on  trouvera 
i        /     .      3       5    ,      8025     \    t 

r»        \         '88.      lO?4       / 

h7 

En  complétant  la  valeur  précédente  de  —•*  par  l'ad- 
jonction des  termes  en  e2,  déjà  déterminés  n°  5o,  et 
en  substituant  dans  l'expression  résultante  à  la  place 

de  -7  sa  valeur  complétée  de  la  même  manière,  on 
obtiendra  la  suivante  : 

^i=         j       \?      Jo-t a, h       y         \8       i8fr 1014 °/ 

On  en  déduit 

3  \        19a  ia8      /  \  •       ij8  5i2      /     ' 

et,  par  suite, 

1    ',      /i      61 1    m      ç>\$    A   .      /1  1      8op    ,     ao85    A   4 

3  \s     38}  26     /  \a    °      8     ij*         10^4     / 

En  multipliant  cette  valeur  par  celle  de  -  qui  forme 
le  dénominateur  de  l'expression  précédente  de  A3,  en 
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n'ayant  égard  qu'aux  termes  dont  nous  nous  occu- 
pons, oh  trouvera 

h       /3         21 3    .      ii25    A    , 

r1        \2  128  128       J 

En  combinant  entre  elles  les  valeurs  de  -   et  de 

r* 

j  (-r-)  dt,  données  n08  54  et  46,  on  formera  la  sui- 
vante :  *  . 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (n),  et 
qu'on  égale  à  zéro  le  coefficient  dfcs  termes  en  e*,'on 
trouvera,  pour  déterminer  l'arbitraire  a0>  l'équation 
suivante, 

3  /ai3      ti5  3\     _      /      11x5      iai5  io!5\    . 

d'où  l'on  conclut  enfin 

1      ,      345 

16  128 

Déterminons  de  la  même  manière  le  terme  du 
coefficient  <70,  multiplié  pare'4.  Comme  ce  tenue  est 
beaucoup  moins  compliqué  que  le  précédent,  une  in- 
dication sommaire  des  combinaisons  qui  servent  à  le 
former  suffira  pour  le  retrouver. 

On  aura  d'abord,  pour  déterminer  la  valeur  de  r, 
dans  ce  cas, 


-— M**)' 
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En  substituant  pour  &±,   (d  i\\  leurs  valeurs,  on  a 
trouvé 

r=r—  Ym* wiV'  -f-  1g  wV« J  COS2Ç 

I  n 
-/7I2tf'*COS  (2^ 2/). 


En  élevant  au  carré  la  différentielle  de  cette  quantité, 
on  en  a  conclu 


Le  développement  de  la  fonction  R,  en  observant  que 
par  une  première  approximation,  comme  on  le  verra 

plus  loin,  on  a,  dansa0  le  terme -^maeM,  a  donné 

d'où,  en  vertu  de  la  relation  r  —  =  aR,  on  a  conclu 

dK      /i5    .      54oi     \   ,  ,,M 

rjï  =  [76m-Jkm)e  •  (6) 

L'expression  de  R,  n°  6,  Livre  vu,  étant  différentiée, 
Supplément  au  VIIe  //er*.  #  3 
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donnera  dans  -r-  »  les  termes  suivants  : 

dv 
dR  3       /       5   ,aj   i3     \    . 

'  dv  2       \       2  io     / 

-h  -  iwM  i  —  g  r" J  e'sin  (aÇ  4-  ?') 

5, 
—  y-ms^zsin  (2Ç  —  2 y'). 

Les  différents  ternies  de  cette  valeur  étant  combi- 
nés avec  ceux  de  l'expression  de  i>,  n°  1 33,  qui  ont 
mêmes  arguments,  ont  produit  la  suivante  : 

(dK\  3465    .  ,4 

Si,  après  avoir  intégré  la  valeur  précédente   de 

dVL 

—  on  combine  les  termes  de  l'expression  résultante 

avec  ceux  de  la  fonction  ^   /  (  ~  J  dty  donnée  n°f  28 

et  55,  qui  ont  les  mêmes  arguments,  en  rejetant  les 
termes  périodiques,  et  n'ayant  égard  qu'à  ceux  qui 
sont  multipliés  par  e'4,  on  trouvera 

Si  Ton  substitue  ces  diverses  valeurs  [a'\  (h')y  (c*), 
(rf')  dans  l'équation  (9)  et   qu'on  suppose  de  plus, 

comme  nous  le  ferons  ici,  —  =  a0  ef*,  on  aura 

**      r  l5     i^/^01      ,o5      MG*       «ft3o5  7479  \     .1^ 


Digitized  by  LjOOQIC 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  35 

La  fonction  -  est  déterminée,  dans  ce  cas,  par  la 
formule 

•.    i =,+,»!+ (#iy. . 

Au  moyen  de  la  valeur  de  £-*  rapportée  n08  14  et 
53,  on  a  formé  la  suivante  : 


(•;)"--: +£-* 


Le  coefficient  a,  d'après  les  résultats  d'une  première 
approximation,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut, 
et  d'après  ce  qu'on  a  vu,  n°  27,  Livre  vu,  contient  les 
termes  suivants 

flo  =  tt  +  7  «Vf  +  -^  /wV4  j 
64  ib        • 

d'où  résulte  dans  rt*  le  suivant  : 
On  aura  donc  ainsi 

Nous  avons  supposé  d'ailleurs,  en  n'ayant  égard 
qu'aux  termes  que  nous  considérons,  .â  -  =  a'0  efk , 
on  aura  donc 

Si   l'on  substitue   cette  valeur  dans   l'expression 

3. 
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'h1         . 
précédente  de  —  >  en  ajoutant  à  Tune  et  à  l'autre  les 

termes  déjà  déterminés  par  les  approximations  anté- 
rieures, n°  5o,  Livre  viij  on  trouvera 


m*       m*    „       /i5     ,      7479    4        ,  \    ,* 

f 3       2  \i6         10^4 v 

«?        m*    "        /i5lQ     4   '   "    ,  \    ,4 


**  = 


En  observant  que  la  première  approximation  donne 

5 
a0  =  -g  ma,  et  en  ayant  soin  de  substituer  cette  va- 
leur de  a'0  dans  les  termes  où  cette  quantité  se  trou- 
vera multipliée  par  ma,  on  conclura  aisément 

et,  par  suite, 

3  a  \a    •     3«  «48       / 

Si  Ton  multiplie  cette  quantité  par  la  valeur  de 
-  qui  forme  le  dénominateur  de  l'expression  précé- 
dente de  h*,  on  aui*a  la  suivante  : 

h  /3  ,       i5    ,      25723     \.â 

D'-après  les  valeurs  de  la  fonction-  et    /   (-7-)  *ft» 

rapportées  n°8  46  et  54?  on  a  formé  par  leur  combi- 
naison l'expression  suivante 
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Si  l'on  substitue  ces  deux  valeurs  dans  l'équation  (w), 
et  qu'on  égale  à  zéro  la  somme  des  termes  multipliés 
par  e'4,  on  trouvera,  pour  déterminer  l'arbitraire  a'0, 
l'équation  suivante 

3   ,        i5     .       /£5t23       5io3       270667 \     A 

d'où  l'on  conclut 

5  270667 

aê  =  -^  ni1 - — ^  m4. 

•        16  9216 

On  aura  donc,  en  vertu  des  deux  dernières  détermi- 
nations, dans  l'expression  de  a0,  les  deux  termes 
suivants  que  nous  nous  étions  proposé  de  calculer  : 


+  /5     ,_?^o667    A 
\i6  9216       ) 


Pour  ne  négliger  aucune  quantité  susceptible 
de  produire  une  variation  appréciable  dans  l'équation 
séculaire  de  la  Lune,  nous  allons  encore  déterminer, 
dans  l'expression  du  coefficient  a09  deux  termes  dé- 
pendants de  la  parallaxe,  que  nous  n'avons  point 
encore  considérée  dans  ces  recherches. 

Occupons-nous  d'abord  du  terme  qui,  dans  l'ex- 
pression de  la  fonction  perturbatrice  n°  6,  Livre  vu, 
dépend  de  l'angle  §.  Comme  nous  négligerons  les 
termes  qui  seraient  de  l'ordre  m*  ou  d'un  ordre  su- 
périeur, il  nous  suffira  de  supposer  ici 


£  -  _  —      1  _    — 


s/(ïh   « 
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Formons  les  différents  termes  qui  entrent  dans  le 
deuxième  membre  de  cette  équation.  En  faisant  abs- 
traction de  l'excentricité  de  l'orbe  lunaire,  et  négli- 
geant les  quantités  d'un  ordre  supérieur  km*,  il  suf- 
fira de  supposer  ici 


r  =  ï  -^£-. 

r 


Nous  avons  supposé,  n°  1 5,  £  -  =  a70  —  cos£ ,  on 
aura  donc,  en  substituant  pour  a107  sa  valeur,  n°  26, 

/i5  81     \  a 

Si  Ton  différentie  cette  valeur,  et  qu'on  élève  au  carré 
sa  différentielle,  en  négligeant  les  termes  périodiques, 
on  trouvera 

Nous  avons  trouvé,  n°  i3,  pour  l'expression  de  JB 
relative  aux  termes  dépendants  de  la  parallaxe 

'»=-3ï('j0+(€k 

Il  suffira,  dans  l'ordre  d'approximation  où  nous  nous 
arrêtons,  de  supposer  ici 

•.3R=-g^-7cosg,      ^--m'-sii,?, 

rd  -  =r ^  m  —  cosç,       8p  = 5-  >*  -7  mu Ç. 

*•  16      <i  •  8       a' 
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On  trouvera  ainsi 


Ce  terme  devra  être  multiplié  par  3  pour  avoir  le  terme 
correspondant  de  r  -j->  conformément  à  ce  qui  a  été  dit 
h°  1 3,  Livre  vu.  Là  fonction  perturbatrice  R  contient 
de  plus,  dans  Tordre  m%,  le  terme  ^ma  (  ~7)  '  ma^s» 

d'après  l'origine  de  ce  terme  et  l'expression  générale 
de  R,  n°  3,  Livre  vu,  il  est  facile  de  voir  qu'il  devra  être 
multiplié  par  le  facteur  4  pour  avoir  le  terme  corres- 
pondant de  la  fonction  r  —  •  On  aura  donc  ainsi 

rfR 


r  dr 


-(*— s-)®1-     <" 


La  fonction  R,  n°  6,  donne,  en  la  différentiant, 

rfR  3      a    .   r 

-r  =  —  s  «  *  -7 s,n  5- 

En  combinant  cette  valeur  avec  le  terme  de  l'expression 
de  e  qui  dépend  du  même  argument,  et  se  bornant 
aux  termes  de  Tordre  m1,  on  trouve 


•(îK-G)' 


Si  Ton  substitue  les  différentes  quantités  (a),  (i),  (c) 
dans  l'équation  (/?),  en  observant  que  nous  suppose- 
rons ici  le  terme  de  a0  que  nous  cherchons,  repré- 
senté par  a0(  ^7)  »  ce  qui  donne,  en  ne  considérant 
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que  ce  terme,  -  =  a0  (  -  )  *  on  trouvera 

s-[--(K~â-H)--(S*ai-s-£Me)"- 

L'expression  de  -  est  déterminée  par  l'équation 

"i— -•;  +  ('7)'- 
Nous  avons  supposé  plus  haut  £  i  =  a0  (  %  j  -,   on 

trouve   d'ailleurs,  d'après  la  valeur  de  â  ->  n°*  1 5 
et  26, 

On  aura  ainsi,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  dont 
nous  nous  occupons, 

I  /  '     225      ,         12l5       \   /  a\2 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'expression   de 

fi1 

— >  en  faisant  attention  aux  termes  déjà  déterminés, 
n°  5o,  Livre  vu,  on  aura 

m»      /  5i3     m      1485     ,\/«V 

m"       /  aa5     ,       iai5    A  (a  \x° 


*'=■ 


On  lire  de  là 


*-'â 


,     f        /5i3     12*     3<J|\    .     /i485      niS     675\    ,l/«"\« 
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et,  par  suite, 

'— J— (ï^S-+ S-)(5)" 

Si  Ton  multiplie   cette  quantité   par   la  valeur  de 

-  qui  forme  le  dénominateur  de  la  première  expres- 
sion de  Aa,  on  aura  la  suivante  : 

*  n  /36.)       yj5       r,  \  /675       iai5       i35\     ,1 /*  V 

La  fonction    /  f  —  )  *//,  n°  18,  contient  le  terme 

/(î)*=i",7COiï' 

et  la  fonction  -»  n°  ^7,  le  terme  correspondant 

1  i5      a 

?  =  --8mJ'c°*ïi- 

En  les  combinant,  on  aura 

*/(î)*--Mî)' 

Si   Ton  substitue  cette   valeur   ainsi   que  celle   de 

—  dans  l'équation  (/ï),  qu'on  .égale  à  zéro  le  coeffi- 
cient du  terme  multiplié  par  (  -7  V»  on  aura,  pour  dé- 
terminer l'arbitraire  cc0,  l'équation 

■3  9     ,       /i35  t    45       45 \    3     " 
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d'où  Ton  tire 


3  ,^'5        3 


Calculons  de  même  le  terme  de  a0  qui  aura  pour 

coefficient  (  -, \  e'*,  et  qui,  à  raison  de  la  variabilité 

de  la  quantité  e'*  qu'il  contient,  pourrait  avoir  quelque 
influence  sur  l'équation  séculaire,  dont  cette  variabi- 
lité est,  comme  on  Ta  dit  n°  94,  livre  vit,  la  véritable 
cause. 

La  fonction  r  étant  déterminée  par  l'équation 

,-. -#!  +  (.!)•. 

en  substituant,  pour  tf- et  (â  -j  leurs  valeurs,  n**  21 
et  26,  on  aura  les  termes  suivants  : 

/•=i~-^/w-7cos(Ç— ?) 

fS      45         6553     \a,      ,„       M 

En  différentiant  cette  valeur,  et  élevant  ensuite  au 
carré  sa  différentielle,  on  formera  la  suivante  : 

dr1        /z5       225  qo5o5     A  /  a  V    .,  ,   M 

Le  développement  de  la  fonction  R  a  été  effectué  par 
la  formule  n°  i3,  Livre  vu, 

En  substituant  pour  (rd-\  et  tfc   leurs  valeurs, 
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ii°*  1 5  et  3o,  on  a  trouvé 


«•— s-(?)v 


Ce  terme  multiplié  par  3,  conformément  à  ce  qui  a 
été  dit  n°  i3,  donnera  le  terme  correspondant  de 

r  ^-~  La  fonction  R  contiendra  encore  dans  Tordre 

dr 

m*9  à  raison  du  terme  ^  ,h  qui  entre  dans  son  ex- 
pression générale,  n°  3,  le  terme 

'■—Ô",(-?),0  +  5-',>. 

et,  à  raison  de  sa  formation,  il  faudra  multiplier  par 
4  cette  quantité,  pour  avoir  le  terme  correspondant 

de  r  -r-  f  on  aura  donc  ainsi 

dr 

/■— =  3R,-J-4R2, 

ou,  en  substituant  pour  R,  et  R,  leurs  valeurs,  et 
n'ayant  égard  qu'aux  termes  que  nous  considérons, 

dK      /     225      45  45\     Jay  , 

La  fonction  —  >  n°  1 7,  Livre  vu,  contient  le  terme 

5  a 

en  le  combinant  avec  le  terme  -  —  e*  sin  (£  H-  9')  de 
la  fonction  e,  qui  a  le  même  argument,  il  en  résulte 
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le  suivant  : 

La  fonction  ^  /  (  -r-  j  dt  ne  produirait  évidem- 
ment que  des  termes  de  l'ordre  m*  ;  en  substituant 
donc  les  différentes  valeurs  (a'),  (b')y  {c')  que  nous 
venons  de  trouver  dans  la  formule  {p),  et  supposant 

ici  ~  =  a0  f^j  e'a,  on  trouvera 
L'équation 

P=,+a>7+-(*;)'' 

en  observant  que  d'après  la  valeur  de  <J-»n°"  a(5 
et  53,  on  a  trouvé 

/VV      /25.  '   225  3o885    ,\./«V., 

et  que  nous  avons  supposé  â  -  =  a0  l  —,  \  e'%  donner 
en  y  substituant  ces  valeurs, 

i      •/    ,       25      225         3o885     \  /  a  y  „ 

En  ajoutant  à  cette  valeur  les  termes  i  ■+■  -y»  déjà 

déterminés  n°  5o,  Livre  vu,  et  en  les  substituant  en- 

•         h7 
suite  dans  l'expression  de  —>  augmentée  pareillement 
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des  termes  i «-  trouvés  dans  le  même  numéro,  on 

formera  la  suivante 

»•   Ta5   m5    qo865  .   f"|/«\» 
m"   Ta5   aa5    3o88j  ,     ,1  /«  V   ' 

d'où  Ton  tire 

.,  2  /  f       25      225       ,   5685    A  (a\>  . 

et,  par  suite, 

,  i     ,      /i    ,       25      225  2855     \   (a\*  „ 

En  multipliant  cette  quantité   par*  la- valeur  de 
^  qui  forme  le  dénominateur  de  Fexpression  de  A2, 


on  trouve 


h  /3  ,       i65    A  /«V  /> 

expression  où  Ton  voit  que  les  termes  indépendants 
de  m  ou  multipliés  par  la  première  puissance  de  cette 
quantité  ont  totalement  disparu,  ce  qui  est  très-re- 
marquable; le  coefficient  aQ  ne  contiendrai  donc  pas 
non  plus  de  termes  de  cette  espèce. 

L'expression  de    /  (  —  )  dt,  n°  18,  Livre  vu,  con- 
tient le  terme  suivant  : 
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La  fonction  ^  »  n°  27,  Livre  vu,  renferme  le  terme 

La  combinaison  de  ce»  valeurs  donne 

j/(î)*-ë-.(5)>- 

Si  Ton  substitue  dans  l'équation  (n)  cette  valeur,  ainsi 
que  celle  de  -  >  à  la  place  des  quantités  qui  les  repré- 
sentent, qu'on  égale  à  zéro,  dans  l'équation  résul- 
tante, le  coefficient  du  terme  multiplié  par  (  -7  )  e'% 
on  aura,  pour  déterminer  l'arbitraire  a0,  l'équation 
3   ,       /i65       i5      4o5\     , 

i**  +  \Tr*  +  T*  =  sr*)m=0' 

d'où  l'on  conclut 

i35    , 

Ainsi  donc,  en  vertu  des  calculs  précédents,  le  coeffi- 
cient aQ  contiendra  les  deux  termes  suivants  dépen- 
dants de  la  parallaxe,  et  que  nous  nous  étions  pro- 
posé de  déterminer  : 


<?, 


3.  Considérons  de  la  même  manière,  dans  l'ex- 
pression de  rï0,  les  termes  dépendants  de  l'inclinaison 
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de  l'orbe  lunaire  sur  l'écliptique.  Pour  cela,  repre- 
nons l'équation  générale  («),  n°  69,  Livre  vu, 

A'Q-*-'1)  _  _  dr*        1  _    dK       2d»  r/dR\       \ 
r'      .    ~~       dt*  "*"  7       r  <*r  <*<  J  \  d»)  * 

*^[/(î)*r-*-  ' 

Nous  avons  déterminé,  dans  le  n°  69,  les  termes 
qui  sont  multipliés  par  le  facteur  y*,  nous  nous  pro- 
posons de  déterminer  ici  ceux  qui  dépendent  du  fac- 
teur e'*ya.  Ce  calcul  exige  d'abord  un  nouveau  dé- 
veloppement de  la  fonction  perturbatrice  R.  Si  dans 
sa  partie  non  périodique  on  n'a  égard  qu'aux  termes 
multipliés  par  e"y*,  en  employant  la  méthode  indi- 
quée n°  65,  et  en  joignant  aux  nouveaux  termes  qui 
en  résulteront  ceux  qui  sont  multipliés  par  y*,  et  qui 
ont  été  calculés  numéro  cité,  en  portant  l'approxi- 
mation jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  //i5  e'*ya  (*),  on 
trouvera 

v  16     04      1034      10:14   / 

I ^e  rayon  vecteur  r,  dans  l'orbite  troublée,  est  déter- 
miné, dans  ce  cas,  par  l'équation 


._._,:+ (.!)■_  (,i)\ 


•  etc. 


(*)  Le  calcul  des  termes  multipliés  par  /w*  *'*7*  et  /w*c'2  7',  sup- 
pose que  Ton  a  déterminé  les  termes  du  coefficient  a9  de  l'ordre 
/wV*7*  et  w5^7l,  on  a,  comme  on  le  verra  plus  loin, 

9 


a.  s=  (o)«V»7'  +^/»Vy. 
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D'après  la  valeur  générale  de  la  fonction  ->  donnée 

n™  a6,  53  et  72,  Livre  vu,  on  a 

r       '  6     •         \a  12       / 

+  Bm,H"  T7  m'~  (lm,+  ''{m') »*] •'«••C»! -f') 

-[?+5--(i"'+W^]'-(,,-,-'')- 

Les  fonctions  (<^  -)  >  (tf  -)  ,  etc.,  ne  contenant  au- 
cunes inégalités  semblables,  dans  l'ordre  de  quan- 
tités où  nous  nous   arrêtons,   on  pourra  supposer 

/ -  =  1  —  à  -t  et,  par  conséquent,  dr  =  —  d.  â  ->  d'où 

Ton  conclut  {dr)2  =z\d.â-     •   Cela  po$é,  si,   après 

avoir  différence  l'expression  précédente,  on  l'élève 
au  carré,  qu'on  rejette  tous  les  termes  périodiques,  et 
que  dans  le  résultat  final  on  n'ait  égard  qu'à  ceux 
qui  sont  multipliés  par  e'a  y2,  on  trouvera 

£-(-«--$-)•"* 

Nous  désignerons  dans  ce  numéro  par  a0ô'aya,  les 
termes  qui  ont  pour  facteur  ë2  y2  dans  l'expression 
de  a0J  en  sorte  qu'en  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes, 
on  aura 


r 


=  aae"7'. 


D'après  l'expression  précédente  de  la  fonction  R, 
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on  a  d'ailleurs 

L'expression  générale  de  la  longitude  vraie,  n08  3o 
et  77,  donne 

■*-3me' sinp'.     .^iuî 

On  a  d'ailleurs,  n°8  17,  46  et  66, 

rfR      j      3    ,      m*       /i5    t        Q    .      a5     A    „ 
■4-(|W,-Sw4)/e'8iDp,/ 

En  combinant  entre  elles  ces  deux  expressions,  en 
rejetant  les  termes  périodiques  et  en  observant  qu'on 

peut  supposer,  dans  ce  cas,  y—  =s=  —  —  j  l—\dt) 

on  trouve 

i<h>  r/dK\,  /h    ,      3981     .      48217     a   lt   , 

Supplément  au  VII6  livre.  4 
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D'après  les  valeurs  de   /  (  ^-j  dt,  n05  1 8,  46  et  66, 

on  trOuye  aisément 

On  a  d'ailleurs,  n°*  a3  et  5o, 

*[/(SH-*-**-*G?-'**-)'ï 

et  en  supposant  s*  =  -  y2 ,  ce  qui  suffit  ici ,  on  en 
conclut 

et,  par  suite, 

L'expression  de  la  fonction  s  a  été  donnée,  n0*  44 
et  63,  en'élevant  au  carré  sa  différentielle,  on  en  a 
conclu  la  suivante  : 

(3         iS3    ,      ua57     A    .   .       ,    to 
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En  négligeant  l'excentricité  de  l'orbe  lunaire/ on  a, 
n°69; 

En  substituant  pour  ù  ->  (^-)  >  etc.,  leurs  valeurs, 
nos  21  et  i6,  Livre  vji,  on  aura 

.  m*       /m»      aa»7     .      2Qa5      \ 

'  =  '  *  T  "  (T  "  ~W  m     "Î5"  "  )  * 
L  3  9 

-t-3m*«'co*/. 

En  combinant  entre  elles  ces  deux  expressions,  on 
a  trouvé 

^? VÎ55"*       H7m         768   m         98*>4     m)'   '•        W 

Si  Ton  substitue  dans  l'équation  (q)  les  diffé- 
rentes valeurs  (a),  (6),  (c),  (rf),  (e),  que  nous  ve- 
nons de  calculer,  on  aura 

D'après  la  valeur  de  $  rapportée  nos  44  et  63,  on  a 


4- 
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forme  la  suivante  {voir  le  n°  73)  : 

/463    -,     343    ,     .1041    .      iaiao3    A    n  , 
\i28  5ia  256  307a        /       ' 

—  7  m%  y'  c7  cos  ©'• 

4  . 

-(ï-+s-i-a-i)^-f«-rt 

(3  5i     .      na5       \    _  .        ,    „        ,x 

On  a  d'ailleurs,  n°  54  > 

i  m*       /ml      3aî    .      189    A    ,, 

-  (m'-Hnm'-+'irm4)  •'«•(»•+/) 

—  3m'<r' CO89', 

d'où,  par  la  combinaison  de  ces  valeurs,  on  tire 

V128  5ia  5i2  49152       /      7 

On  a  trouvé,  n°  5o, 

3        79         \         48  4      y 

on  en  conclut 

AV   /43i  ,   36i  _   24101  4   83658o7  A  „  _ 
»••    \ia8     5i9     i5iO      49»5i   /   ' 
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En  retranchant  cette  valeur  de  celle  de   — *—t — > 
trouvée  plus  haut,  on  aura 

En.  négligeant  l'excentricité  de  l'orbe  lunaire,  on  a 


r8 


L'expression  générale  de  la  fonction  ->  qu'on  for- 
mera en  réunissant  les  parties  qui  la  composent, 
n06  a6,  53  et  72;  en  observant  que  son  premier  terme, 
c'est-à-dire  sa  partie  non  périodique,  ne  contient  au- 
cun terme  multiplié  par  les  facteurs  ya  ou  é^y*  de 

l'ordre  ma,  et  que  dans  l'ordre  m8,  comme  on  le* 

• 

verra  plus  loin,  onaûa  =  (o)m8/  +  |- m8  ef2 7%  a 
donné 

('^'-(-î-^-W" 

On  aura  donc,  en  réunissant  les  termes  déjà  trouvés 
n°  69,  à  ceux  dont  nous  nous  occupons  en  ce  mo- 
ment, et  en  rejetant  ceux  qui  ne  produiraient  que 
des  quantités  d'un  ordre  supérieur  à  celui  auquel 
nous  nous  arrêtons, 

1  m»       /m*      323     .       189     A    ,A 

Si,  après  avoir  complété  la  valeur  de  la  fonction 
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—,  donnée  plus  haut,  par  l'adjonction  des  termes 
déjà  calculés,  n08  5o  et  69,  on  substitue  dans  l'ex- 
pression résultante  pour  -  sa  valeur,  on  aura  la  sui- 
vante : 

T      V      192  128     J '^ 

,   l  4^     .      409    ,      ai833    4  ,  4143061 3     A    „  , 

3       \a        gt>  it>       / 

En  effectuant  la  division  indiquée,  on  en  conclut 

V*  +  w       38*    1^       TE5T    J    '' 
d'où,  par  l'extraction  de  la  racine,  on  tire 

/i  43i     ,      409    ;      22985    A      4i3qT>6o5     A    „  , 

\2    •       128  Ji2  i5iO  iof>bo&        /       ' 

En  multipliant  cette  expression  par  la  valeur  précé- 
dente de  -v  on  formera  la  suivante  : 

r        \2^       128  5ia  5i2  196608       /       ' 

s1 
Si  Ton  multiplie  la  valeur  de  -»  donnée  plus  haut, 
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par 

•   ,  n(      /«•  ,   i85    ,  ,  243     \   ,     • 

on  trouvera 

hs*      /463  ,   36i  ,  6go5  .   9G9R543  A  ,,  t 
r*   \12tf   .  5ia     5ia   .   49153   /  '  ' 

et,  en  réunissant  cette  valeur  à  la  valeur  précédente 

A      h 

de  -  y  on  aura 

»(t -*-«*)      /3  3  i44»  m<  ■  3919809    A,,, 

expression  dans  laquelle  on  voit  qup  les  termes  en 
m2  ont  disparu,  conformément  à  ce  que  nous  avons 
annoncé  plus  haut  de  la  non-existence  de  pareils 
termes  dans  lar  valeur  du  coefficient  a0: 

.  L'expression  de  p  I  (  —  J  dty  n<*  28  et  £5,  donne 

+  (^  m,rH  T6m'+^  m4)  e' co' (af_  f>) 

En  combinant  cette  expression  avec  celle  de  s*,  don- 
née précédemment,  on  a  trouvé 

*'r-/dK\.      /    33  .    73s    .    18447    ,\  „  , 
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On  a  d'ailleurs,  n08  1 8,  46  et  66, 

/(S)-l!^î--ff-*.ï«')' 

-(i",,-ëm')/e'co,?'' 


-  s=  —  3m*e'cosç 


-H  T7  mt^  î*7  mi _  /2  ,„*.+.  *2  ,„»)  y»l  «'  cos  (a  ç  -  ?') 

D'où  il  est  facile  de  conclure,    en    n'ayant  égard 
qu'aux  termes  dont  nous  nous  occupons. 

En  ajoutant  cette  valeur  à  celle  de  -   /  (  "X  )  &>  on 
aura  donc 

^/(x)-(-S--^--^*)-''1- 

91  l'on  substitue  cette  valeur  ainsi  que  celle  de 
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trouvée  plus  haut,  dans  l'équation 

5-7(2)  *• 


lit  ~        r*        H 


et  qu'on  égale  à  zéro  le  coefficient  du  terme  multi- 
plié par  e'2  y%  on  trouvera,  pour  déterminer  le  coef- 
ficient arbitraire  a#,  l'équation  de  condition 


.         /     3oj<)8oq      aa6i3      4ai887\     g_ 
\       196605  +  1024  "  1066*08/  m  ~~~0' 

d'où  l'on  tirera  « 

„  —  9  «3  _i_  "479  m*  .   140629 

Nous  avons  supposé  ici  £  -  =  a0  e'2  7%  les  détermi- 
nations précédentes  introduisent  donc  dans  l'expres- 
sion du  coefficient  arbitraire  a0  les  termes  suivants  : 

n   —  (9   m»    I     '479m,    ,     '4o629       \ 

Si  Ton  substitue  pour  a0  sa  valeur  dans  l'expression 
de  h  et  qu'pn  réunisse  à  la  valeur  résultante  les 
termes  dépendants  de  l'inclinaison, «déjà  déterminés 
dans  le  n°  69,  Livre  vu,  on  aura 

'=(-ï-^--â"-l^»--!S--)'- 

4-  Occupons-nous  maintenant  du  développement 


j 
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de  la  quantité  que  nous  avons  désignée  par/7,  n°  i, 
et  qui  donne  le  rapport  de  a  à  ai .  Nous  avons,  pour 
la  déterminer,  l'équation 

p  =  2*R0. 

Cette  relation  suppose  que  Ton  a  introduit  dans  les 
formules  mêmes  du  mouvement  elliptique  la  con- 
stante a,  qui  représente  la  distance  moyenne  de  la 
Lune  à  la  Terre,  dans  l'orbite  troublée,  et  que  le  dé- 
veloppement de  la  fonction  perturbatrice  R  a.  été  ef- 
fectué dansxette  hypothèse  ;  mais  il  est  facile  de  voir 
qu'on  pourra  déduire  cette  nouvelle  expression  deR, 
*  de  celle  que  nous  avons  obtenue  dans  les  nos  16,  45 
et  €4  du  Livre  vji,  en  supposant  qU'on  ait  introduit 
dès  l'origine  la  constante  a  relative  à  l'orbite  réelle 
que  la  Lune  décrit  autour  de  la  Terre,  dans  les  for- 
mules du  mouvement  elliptique.  En  effet,  la  fonction 
perturbatrice  R  étant  une  fonction  déterminée  des 
coordonnées  de  la  Lune  et  du  Soleil,  doit  conserver 
la  même  valeur  de  quelque  manière  que  ces  coor- 
données aient  été  exprimées.  On  aura  donc  ainsi 

flR,  =  ~(aR,). 

Il  suffira  par  conséquent  de  multiplier,  parle  rap- 
port- ou  (1-4-  fO*1,  le  développement  de  la  fonc- 
tion aR,  obtenu  dans  la  supposition  où  la  constante  a 
a  été  introduite  dans  les  formules  mêmes  du  mou- 
vement elliptique,  pour  en  déduire  l'expression  de 
ce  même  développement  relative  à  la  supposition  où 
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la  distance  moyenne  a  aété  substituée  dans  ces  for- 
mules au  demi  grand  axe  de  l'orbite  elliptique.  On 
aura  ainsi,  d'après  les  développements  précédents, 
etJa  quantité  a0  étant  supposée  connue,  l'expression 
de  p  par  un  calcul  très-simple,  et  sans  qu'on  soit 
obligé  de  recommencer  une  longue  suite  d'opérations 
aussi  pénibles  que  fastidieuses. 

Formons  donc  ainsi  successivement  les  différents 
termes  qui  composent  la  fonction  p.  En  ne  considé- 
rant que  la  partie  non  périodique  de  R0,  nous  avons 
trouvé  (voir  n08 16  et  45,  Livre  vu,  et  n°a  du  Supplé- 
ment) " 

••4        gb  itt  97b    •         2*6 

,    /3  2x5    ,      16751     4  ,  068983    .      ^,77767     A    t 

fi    1      799    4      26iq    .      3oq189    ,      85oo85     A    „ 
aa5    ,    .       /i5    _      54oî     A    M 

Nous,  avons  trouvé  d'ailleurs  (twn°*  a3*et  5o> 
Livre  vu,  et  n°  2  dû  Supplément) 

# 

\  4  IQ2  32  / 

32  16 

et  nous  avons  vu,  n°  5o,  que  ce  coefficient  ne  conte- 
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liait,  jusqu'aux  quantités  de  Tordre  m5  inclusive- 
ment, aucun  ternie  multiplié  par  le  facteur  e*.  Il  est 
aisé  de  conclure- de  là 

a  i  ni1       187  on 

a        1  •+■  a9  6        288  48 


(m*      8i5.  4      873      \    ,, 
\  4        192  32       j 


3a 

En  multipliant  par  cette  valeur  l'expression  de   a  R0? 
on  trouve 

a  n  A  =  -r-  —  x—  m  —  -—  m  -«-  ■....,   m  —  — -  a-  wt 
0       4       3a  16  384  $76 

•    /3    t      aa5    .  ,   16.719  \  ,  *56583    .      20677^      \    % 

En  ayant  égard  aux  termes  de  l'expression  de  R 
dépendants  de  la  parallaxe,  nous  avons  trouvé,  n°  a 
du  Supplément, 

Dans  Tordre  d'approximation  auquel  nous  nous  arrê- 
tons, il  suffira  de  faire  ici  -  =  1 ,  on  aura  donc 


•«*=($-+£—£-'■)&)•• 
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Considérons  maintenant  les  termes  dépendants  de 
l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  à  l'écliptique;  en 
n'ayant  égard  qu'à  la  partie  non  périodique  du  déve- 
loppement de  R,  n°  65,  Livre  vu,  et  en  y  joignant 
les  termes  multipliés 'par  e'*y2,  qui  ont  été  calculés 
plus  haut,  on  a 

d   /  *  .  ■  9  ■   985  4   86i5  A  t 

^/   9w,  +  §3w   ^m   ^mA  /t-    - 
\   16    64     ioa/|     1024   /   ' 

D'ailleurs  en  observant  que  le  coefficient  a0  ne 
renferme  aucyn  terme  multiplié  par  y*,  jusqu'aux 
quantités  de  l'ordre  m*  inclusivement,  *n°  65,  ni  au- 
cun terme  multiplié  par  e'a  7*  de  l'ordre  ma,  n°  3  du 
Supplément,  on  pourra  Supposer  simplement  ici 


a  nv       m2 


En  multipliant  par  ce  rapport  l'expression  précé- 
dente, on  aura 

•  En  réunissant  les  différents  termes  que  nous  ve- 
nons de  déterminer,  en  vertu  de  l'équation  p  =  ai*  R0, 
on  aura  donc  : 
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m*      Cn     .      97     .      4q*)    ,       i3333     . 
r        a        16  8  192  «88 

/3    ,      aa5    .      1fi7.it)    ,      a.W83    ,      ao'»77a53    A    _ 

\4         -3a  16  3«4  144         / 

(9  8a5     ,,  a4i5a7  9?6ofo    A    ,  ., 

8  4a  5na  ia8        / 

aa5     ,  4      A5      -     538q      W 

—  —-^m»e4-h  (  --  m* -—  m4  )  e'* 

Si  \it>  64        / 

/3    ,       9      .      «017    4      8619    ,\    % 

*tt-*3--5^)(p)' 

Si  Ton  réunit  de  même  les  différents  termes  qui 

composent  le    coefficient  que   nous  avons  désigné 

#para0,  qui  représente,  comme  on  sait,  la  partie  non 

périodique  de  la  fonction  à -y  n°    i5,  Livre  vu,  et 

qu'on  trouvera  calculés  dans  les  n°8  a3,  5p  et  69, 
Livre  cité,  ou  dans  les  n08 1  et  3  de  ce  Suppléaient, 
on  aura,  pour  sa  valeur  complète, 

/  5     ,      270667     A  _,A 
\i6  yaib       ) 
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Maintenant,  si  Ton  substitue  à  la  place  de  a0  et  de  p 
leurs  valeurs  précédentes,  dans. l'équation 


on  trouvera  aisément,  pour  le  rapport   de  a  à  ai 
qu'il  s'agissait  de  déterminer,  l'expression  suivante  : 

at  i  u88  48  259:1  106 

/,      55o3    4      "6111     §      6jj584i     ,      igig5a5  '  A  Jt 
\     *      192  4a  768  5;6  y 

\8  16  0144  4096       y 

/'     »      555     A   4 

/5    t-M^5     A    M 

-U"1    75ra    5S51"  -ïzrr)7 

\8  16  5ia  98J01  •    y      ' 

/i5    t      345    ,      H?'»     ,  ,A  /«V       • 

De  l'expression  que  nous  venons  de  trouver  pour 
le  rapport  de  a  à  #<,  il  est  facile  de  déduire  celle  du 
rapport  des  moyens  mouvements  n  et  ni  qui  leur 
correspondent.  En  effet,  il  suffit  d'observer  que  l'on 

a  —  =  (  —  )"75  en  élevant  donc  à  la  puissance 

le  second  membre  de  l'équation  qui  précède,  on 
aura  sans  autre  calcul  l'expression  de  n  en  fonction 
de  n,,  que  nous  nous  étions  proposé  de  déterminer, 
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n°  i .  On  trouve  ainsi. 

-•-(  ,      471     .     ■670    ,      3^07     ,      i5i6Î    , 

\8     3»      S  ta   T   2q4»   / 

/  3  ,   5oi3  .   i8333  ,   i7gSi»3  ,   i7i58a5  A  „ 

\io     3a      4°9°       «i0ï    / 
/3  ,   i665  A  4 
-(5am— aSS"")' 
/i5     1075675  A 

-(j"» — ëi4T-  r 

_!  (§m._  Î2,„._  &5  ,„•-  ^  «)  / 
\8     J2     5i2     •  ao48   /  ' 

(V)    .   "53  .  .71901     ooi5o6i  ,\  „  , 
16     3a     ioa4     65536   /   ' 

-  £  m**4*"-!-  %  m'eVV  — j$M*  *'•/ 
64  64  64 


na5 
- — 1 
5ia 


Cette  expression,  qui  est  l'élément  essentiel  d'où 
dépend  la  détermination  du  coefficient  de  Y  inégalité 
séculaire  du  tnoyen  mouvement  lunaire,  pourrait 
s'obtenir  également  au  moyen  de  l'équation  (6)  que 
nous  avons  donnée  n°  r  de  ce  Supplément;  mais  l'em- 
ploi de  cette  formule  exige  beaucoup  plus  d'atten- 
tion et  un  travail  plus  pénible  que  celui  de  la  for- 
mule (8),  qui  donne  immédiatement,    et  par  une 

simple  substitution,  le  rapport  —  dès  que  les  quanti- 
tés p  etM0  sont  connues.  Cependant,  comme  tous  les 
moyens  de  vérification  sont  précieux  quand  il  s'agit 
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d'opérations  longues  et  délicates,  on  peut  faire  ser- 
vir la  formule  (6)  à  la  vérification  des  résultats  pré- 
cédents obtenus  au  moyen  de  l'équation  ^8);  nous 
avons  vérifié  de  cette  manière  les  jnûncipaux  d'entre 
eux,  et  nous  sommes  parvenu  à  des  valeurs  parfai- 
tement concordantes. 

Si  Ton  compare  l'expression  précédente  de  n 
à  celle  qui  est  donnée  dans  l'ouvrage  de  M.  Plana, 
et  qui  résulte  des  formules  inverses  de  celles  que 
nous  avons  adoptées,  c'est-à-dire  des  formules  où, 
selpn  la  méthode  des  géomètres  qui  avaient  traité 
les  premiers  par  l'fmalyse  le  difficile  problème  de  la 
théorie  de  la  Lune,  on  a  pris  pour  variable  indé- 
pendante sa  longitude  vraie  au  lieu  de  sa  longitude 
moyenne,  on  voit  que  cette  expression  en  diffère 
considérablement,  et  même  dans  les  termes  les  plus 
influents  sur  l'exacte  évaluation  de  Yéquation  sécu- 
laire. Ainsi,  par  exemple,  le  coefficient  du  terme  en 
e'2,  selon  M.  Plana,  en  négligeant  les  termes  de 
l'ordre  m*  et  au-dessus,  serait- 

,   /3  ,      a763  \ 

\2  128  / 
au  lieu  de 

,    /3  ,       5qi3  \ 

\a  i*8  j1 

que  nous  avons  trouvé  pour  son  expression.  La  frac- 
tion qui  multiplie  le  terme  en  m*  n'aurait  ainsi,  se- 
lon M.  Plana,  que  la  moitié  de  sa  valeur  réelle, 
et  Yéquation  séculaire  qui  en  dépend  éprouverait  un 
accroissement  de  plus  d'une  seconde  sexagésimale 
par  suite  de  cette  diminution.  Cependant  les  calculs 
du  savant  directeur  de  l'observatoire  de  Turin  sont 
Supplément  au  VIIe  livre,  5 
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d'une  exactitude  rigoureuse;  pour  nous  en  assurer, 
nous  avons  repris  en  entier  le  développement  de  la 
valeur  de  n,  déduite  des  formules  que  Ton  trouve 
dans  le  beau  Mémoire  de  M.  Damoiseau,  et  qui  n'ont 
besoin  que  d'être  complétées  par  l'addition  de  quel- 
ques termes  négligés  à  tort,  et  réduites  en  séries  pour 
reproduire   cette    valeur  sous  la  forme  même  que 
M.  Plana  lui  a  attribuée.    En  comparant  ensuite  nos 
résultats  aux  siens,  nous  avons  trouvé  entre  eux  une 
parfaite  concordance,  à  quelques  légères  différences 
près,  dans  des  termes  d'un  ordre  très-élevé  et  qui 
ne  peuvent,  par  conséquent,  avoir  aucune  influence 
considérable  sur  la  détermination  de  Y  équation  sécu- 
laire. Il  suit  donc  dé  cet  exapaen  que  les  formules 
indirectes  qu'avaient  employées  jusqu'ici  les  astro- 
nomes et  les  géomètres  qui  ont  traité  la  théorie  de  la 
Lune,  et  qui  se  sont  accordées  d'une  manière  vrai- 
ment surprenante  avec  les  nôtres,  pour  donner  aux 
expressions  de  toutes  les  autres  inégalités  périodiques 
ou   séculaires    du   mouvement    lunaire,    ainsi    qu'à 
celles  des  mouvements  des  nœuds  et  du  périgée  de 
l'orbite,  des  valeurs  presque  identiques  entre  elles  et 
parfaitement  concordantes  d'ailleurs  avec  l'observa- 
tion, paraissent  insuffisantes  pour  déterminer  exacte- 
ment Y  équation  séculaire  ou  du  moins  pour  donner 
sa  véritable  expression  analytique,  soit  que  la  mé- 
thode que  l'on  emploie  ne  soit  pas  en  effet  appli- 
cable à  cette  importante  détermination,  soit  que  l'hy- 
pothèse par  laquelle  on  suppose  qu'ayant  déterminé 
Y  équation  séculaire  qui  affecte  la  longitude  vraie  dans 
l'expression  de  la  longitude  moyenne  en  fonction  de 
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la  longitude  vraie,  on  peut,  par  le  simple  renverse- 
ment de  la  formule  et  en  substituant  Tune  de  ces  va- 
riables à  l'autre,  en  conclure  Y  équation  séculaire  qui 
affecterait  la  longitude  moyenne  dans  l'expression  de 
la  longitude  vraie  en  fonction  de  cette  même  longi- 
tude ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  fonction  du 
temps,  soit  trop  arbitraire  et  contredite  par  les  ré- 
sultats d'une  analyse  rigoureuse.  Laplace,  qui  ne 
s'était  occupé  qute  du  premier  terme  de  cette  équa- 
tion, dont  la  réduction  en  nombres  lui  avait  présenté 
un  accord  presque  parfait  avec  le  résultat  des  obser- 
vations, ne  s'était  point  aperçu  de  l'inconvénient  que 
nous  venons  de  signaler  ;  mais  les  géomètres  et  les  as- 
tronomes qui  sont  venus  après  lui  et  qui  ont  pour- 
suivi le  développement  de  ses  formules,  ne  se  sont 
peut-être  pas  montrés  assez  scrupuleux  en  adoptant 
sans  examen,  et  comme  reconnue  incontestable,  une 
supposition  qui  n'était  que  commode  pour  le  besoin 
de  leur  analyse.  .  . 

Nous  avons  omis  jusqu'ici,  pour  ne  point  compli- 
quer nos  formules,  de  tenir  compte  des  termes  que 

peut  contenir  la  fonction  I  d' R  qui  entre  dans  l'équa- 
tion (i)  n°  1,  et  nous  avons  regardé  cette  fonction 
comme  uniquement  composée  de  termes  périodiques. 
Si  cette  fonction  contenait  en  outre  une  partie  non 
périodique,  il  suffirait,  pour  y  avoir  égard,  de  sub- 
stituer à  l'équation  (3),  n°  1,  qui  détermine  la  quan- 
tité p,  la  suivante  : 


(10) 


p  =  2a(*4+  f<l'*)' 
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et  le  resle  du  calcul  s'effectuerait  comme  précédem- 
ment. 

Quant  aux  termes  non  périodiques  que  peut  con- 
tenir la  fonction    l*/'R,   il  résulte  de  ce  qui  a  été 

démontré  relativement  au  théorème  général  de  Vinva- 
Habilité  des  grands  axes  et  des  moyens  mouvements 
planétaires ■(*),  que  si  Ton  copsidèrè,  ainsi  que  l'ont  fait 
La  place  et  tous  les  géomètres  qui  l'ont  suivi,  comme 
invariable  l'excentricité  e'  de  l'orbe  terrestre  dans  les 
formules  différentielles  du  mouvement  troublé,  ces 
termes  ne  sauraient  être  d'un  ordre  inférieur  à  wiê, 
c'est-à-dire  à  peu  près  insensibles,  et  c'est  par  cette 
raison  que  nous. avons  cru  pouvoir  nous  dispenser 
d'en  faire  le  calcul.  Il  est  vrai  cependant  que  cette 
propriété  a  été  contestée  par  Poisson  d'abord,  dans 
un  Mémoire  remarquable  sur  la  théorie  de  la  Lune, 
publié  en  i834,  et  plus  récemment  par  quelques  géo- 
mètres qui  ont  cru  devoir  embrasser  son  opinion.  La 

fonction  /  /V'R  contiendrait,  dàiis  cette  hypothèse, 

des  fermes  non  périodiques  de  la  forme  m*e'a,  c'est-à- 
dire  de  Tordre  du  carré  de  la  force  perturbatrice.  Le 
théorème  de  la  permanence  du  grand  axe  et  du  moyen 
mouvement  serait  ainsi  restreint  pour  la  Lune  aux 
termes  du  premier  ordre  par  rapport  à  cette  force; 
mais  outre  qu'on  ne  voit  aucune  raison  pour  ne  pas 
le  restreindre  de  même  relativement  aux  grands  axes 
et  aux  moyens  mouvements  des  planètes,  et  qu'on  serait 

(*)   Théorie  analytique  du  Système  du  Monde,  liv.  II,  n°  60. 
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forcé  «Je  renoncer  ainsi  à  l'une  des  plus  belles  pro- 
priétés du  système  du  monde,  celte  supposition  aurait 
encore  l'inconvénient  d'affaiblir  d'une  manière  si  con- 
sidérable le  coefficient  de  X équation  séculaire  du 
moyen  mouvement  lunaire,  qu'il  n'aurait  plus  aucun 
rapport  avec  celui  qui  résulte  des  observations.  C'est 
donc  autant  à  cause  des  doutes  que  110115  conservons 
sur  F  exactitude  des  idées  de  Poisson  à  cet  égard,  que 
pour  rapprocher  autant. que  possible  notre  théorie  de 
l'observation,  que -nous  continuerons  à  faire  abstrac- 
tion des  termes  non  périodiques  que  la  fonction  Jv/'R 

pourrait  contenir,  et  à  nous  en  tenir  aux  résultats  pré- 
cédents. 

5.  Revenons  au  principal  objet  qui  doit  nous  oc- 
cuper ici,  c'est-à-dire  la  recherche  de  l'expression 
analytique  du  coefficient  de  Y  équation  séculaire  qui 
affecte  le  moyen  mouvement  de  la  Lune,  dans  l'ex- 
pression de  sa  longitude  vraie,  développée  en  fonction 
de  sa  longitude  moyenne,  car  c'est  là  l'élément  qui 
intéresse  particulièrement  les  astronomes  poui\la 
construction  de  leurs  Tables,  et  pour  la  comparaison 
des  anciennes  éclipses  aux  nouvelles;  et  comme  cet 
élément  résulte  directement  de  nos  formules,  sans 
inversion  et  sans  aucune  hypothèse  plus  ou  moins 
arbitraire,  elles  ont  un  avantage  incontestable,  pour 
cette  détermination  du  moins,  sur  les  formules  inver- 
sées q\x  on  avait  généralement  "adoptées  jusqu'ici  pour 
calculer  cette  inégalité. 

Si  Ton  considère  avec  attention  l'expression  précé- 
dente de  11,  on  \erra  quelle  se  compose  de  deux  par- 
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ties,  l'une  rigoureusement  constante,  l'autre  sujette 
à  des  altérations  plus  ou  moins  considérables,  en 
raison  de  la  variabilité  de  l'excentricité  e'  de  l'orbite 
terrestre  qu'elle  renferme.  Pour  déterminer  ces  alté- 
rations on*  peut,  en  faisant  d'abord  abstraction  du 
terme  en  e*4,  donner  à  cette  expression  cette  forme 

*      n=«7'(i-f-F  +  FV'). 

En  faisant  varier  cette  expression,  il  faut  observer 
que  les  coefficients  F  et  F'  sont  eux-mêmes  fonctions 
de  la  quantité  e',  à  raison  du  facteur  m  qu'ils  con- 
tiennent. En  effet,  on  a  supposé,  n°  5,   Livre  vu, 

m  =  —  >  d'où  Ton  conclut 


En  différentiant  donc  par   rapport  à  la  caractéris- 
tique &  l'expression  précédente  de  n,  on  trouvera 


m 


F' Se» 


f\  ' 


■.  "•('--SM'-ï-') 

ou  simplement 


n 


H  = ; TFT 7 ^m"  (r) 


en  faisant,  pour  abréger, 

On   aura  donc ,    pour   l'expression    différentielle 


D^itiz 
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de  la  longitude  vraie  en  fonction  de  la  longitude 
moyenne, 

dv  =  ndt-\-  H /*<&*.  e"  +  S.Gcos  (gt+  /), 

en  représentant  par  2*Gco&(gt-h  l)  une  suite  de 
termes  simplement  périodiques.  Si  Ijon  intègre  cette 
expression  en  faisant  abstraction  de  ces  termes,  on 
en  conclut 


=    fndt  +  t  +  uf(E*  —  e'* 


)ndt, 


où  ë  désigne,  comme  dans  le  n°g4,  Livre  vu,  la  va- 
leur de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  à  l'instant 
que  Ton  a  choisi  pour  époque,  et  E'  ce  que  devient 
cette  quantité  après  un  temps  quelconque/. 

L'expression  de  la  longitude  vraie  en  fonction  de- 
là longitude  moyenne  contient  donc  Y  équation  sécu- 
laire —  H  f(e"  —  E'2)ndt9  le  coefficient  de  cetle 

équation  devant  être  déterminé  par  la  formule  (r\ 
dans  laquelle  on  substituera  pour  F  et  F'  leurs  va- 
leurs. En  observant  que  d'après  l'expression  précé- 
dente de  n,  en  négligeant  les  termes  qui  ne  produi- 
raient que  des  quantités  d'un  ordre  supérieur  à  celui 
auquel  nous  nous  arrêterons  ici,  on  trouve  par  la 
différentiation 

dm  04  •<» 

<*F'  0    , 

F'  -h  m  -7—  —  -  -  irr. 
dm  'i 
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On  aura  donc,  dans  l'ordre  d'approximation  que 
nous  nous  sommes  proposé  d'atteindre, 


H=- 


D    ,       2*55     .      ao37     . 
i  —  3;n'  -h  --—  m4 H ^  ;n* 

—  2  m»*'». 

Si  Ton  remplace  dans  cette  formule  F'  par  la  va- 
leur que  cette  lettre  représente,  et  qu'on  en  déduise 
ensuite  celle  de  H,  soit  par  la  division,  soit  par  la 
méthode  plus  simple  des  coefficients  indéterminés, 
on  trouvera  aisément 

u  3     ,      513-j      :       i8333     4      *<>73o35    .      iiiqiSi     . 

2  12b  64  i536  384 

s/27     ,      825  ■       2879671     4      92066789     A 
V>6            32  4096  8192  / 

^  t/27     ,      i53  f      6i533    ê       10286869    A 

_  3£  m*  <•'«  _  ^.  ,„«  c«  n_  IjLL  wi  c»  ,* 

4  04        ■     04 

Le  ternie,  multiplié  par  e'4  dans  l'expression  de  n, 
introduira  dans  Y  équation  séculaire  une  seconde  partie 

de  la  forme  K  <3V4  ou-K   f  (e"— E'*)iKfc.  Pour 

déterminer  le  coefficient  K,  nommons  F'ie  coefficient 
de  e,k  dans  l'expression  de  n,  en  suivant  l'analyse 
précédente ,  on  aura 

i-h  (F-f-  m 


('+-£) 
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ou  bien,  avec  une  approximation  suffisante, 

K  =  F"  (h-3jw'). 
Nous  avons  trouvé 


On  aura  donc 


k— .T«  ^-  V— 67?4 — "8-~674rJœ' 


Si  Ton  représente  donc,  pour  abréger,  par  iÇ dt 

Yinëgalité  séculaire  dont  la  longitude  moyenne  de  la 
Lune  est  affectée,  c'est-à-dire  la  partie  qu'il  faut  ajou- 
ter à  l'intégrale   /  ndt  -+-  e,  où  n  et  s  sont  regardés 

comme  rigoureusement  constants,  dans  l'expression 
de  la  longitude  vraie,  n°  1 33,  en  réunissant"  les  dif-  . 
férents  termes  que  nous  venons  de  déterminer,  on 
aura,  pour  l'expression  analytique  de  cette  inégalité, 

/?* 

1  128  6)  1530  >){$4 

,/27    „     8a5    _      51870671    .     92066780    A  1 
\i6  ta  409b  riroî        /  I 

'  \i6  3a  m        ioj/,  m  65536        )  [J  K 

4  *>4  &4 


'64      '        5ia        \a7 


1  o  'J 1 1 1 5 

61AA     J 


i> 


■  E'4)  »* 
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Cette  inégalité  accélérera  le  moyen  mouvement  de 
la  Lune,  déduit  de  l'observation,  si  l'excentricité  de 
l'orbite  terrestre  va  en  diminuant,  comme  cela  a  lien 
aujourd'hui,  le  mouvement  moyen  semblerait  se  ra- 
lentir dans  le  cas  contraire.  Si  Ton  réduit  en  nombres 
les  coefficients  de  cette  inégalité  au  moyen  des  va- 
leurs numériques  des  différentes  quantités  qu'ils 
renferment,  valeurs  qui  ont  été  rapportées  n°  i35, 
Livre  vn,  et  si  Ton  distingue  entre  elles  les  diffé- 
rentes parties  de  ce  coefficient  suivant  Tordre  des 
quantités  auxquelles  elles  appartiennent,  on  trouvera 
enfin  : 

Équation  séculaire  de  la  longitude  moyenne. 

[o,oo83ga85o  (a)  —  o,ooi3535i4  (4)~l 
-0,0006*2120  (5)  -0,000154749  (<>)  I  J  (*'* -  E's) «b. 
-4-0,000009*844  (7)  =  0,006*72^11       J 

En  comparant  le  résultat  précédent  à  celui  que 
nous  avons  rapporté  dans  la  Note  n°  2  du  Livre  vu, 
et  qui  a  été  déduit  des  formules  de  M.  Plana,  on 
voit  qu'il  en  diffère  d'une  manière  très-sensible,  et 
que  l'espèce  de  compensation  qui  s'établit,  selon  ce 
géomètre,  entre  les  quantités  du  quatrième  ordre  et 
celles  des  ordres  supérieurs,  et  qui  semblait  permettre 
de  s'en  tenir,  comme  l'avait  fait  Laplace,  aux  termes 
résultant  de  la  première  approximation,  n'existe  pas 
réellement.  C'eût  été  en  effet  un.  hasard  bien  singu- 
lier qu'une  pareille  rencontre,  et  il  pouvait  paraître 
au  moins  surprenant  que  lorsqu'on  est  obligé  de  por- 
ter si  loin  les  approximations  pour  déterminer  avec 
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exactitude  les  coefficients  de  la  plupart  des  autres 
inégalités  lunaires,  lorsque  la  première  approxima- 
tion ne  donne,  par  exemple,  que  la  moitié  du  mou- 
vement réel  du  périgée,  n°  i35,  Livre  vu,  et  une  bien 
plus  faible  partie  encore  de  Y  inégalité  séculaire  qui 
affecte  ce  mouvement,  Y  équation  séculaire  de  la  lon- 
gitude moyenne  échappât  seule  à  la  loi  commune  et 
présentât,  dès  le  premier  essai  de  calcul,  un  résultat 
presque  identique  avec  celui  qu'on' a  déduit  de  la 
comparaison  des  observations  modernes  aux  plus 
anciennes  observations  qui  nous  soient  parvenues. 
Malheureusement  cette  merveilleuse  concordance  à 
laquelle  Laplace  a  dû  peut-être  une  partie  de  l'éclat 
de  sa  plus  belle  découverte,  est  sensiblement  altérée 
par  les  approximations  suivantes,  et  la  diminution 
qu'éprouve  le  coefficient  de  X équation  séculaire  doit 
produire  un  ralentissement  correspondant  dans  la 
marche  progressive  de  cette  équation.  En  effet,  en 

substituant  à  la  place  de  l'intégrale    1  (e'a  —  E'*)ndt, 

sa  valeur  (n°  i35,  Livre  vu), 


/ 


(e"  —  E")/i<fr  =  1274",  1 85/'-+-  i",g20f' 


où  i  représente  le  nombre  de  siècles  écoulés  depuis 
l'année  que  Ton  a  choisie  pour  époque,  dans  l'ex- 
pression précédente  de  /  Ç'  dt ,  Y  équation  séculaire 
du  moyen  mouvement  lunaire  se  réduit  à 

7/,,992i8/a-|-  o",oi?.o4'*. 
C'est-à-dire  que  cette  équation  se  trouvera  diminuée 
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de  deux  secondes  et  demie  envirorl  de  la  valeur  qu'on 

s'était  habitué  à  lui  attribuer,  n°  1 35,  Livre  vu  (*). 

Il  résulte  donc  comme  une  conséquence  irréfu- 
table des  recherches  auxquelles  nous  venons  de  nous 
livrer  :  i°  que  les  formules  jusqu'ici  employées  pour 
déterminer  \ inégalité  séculaire  du  moyen  mouvement 
lunaire,  et  qui  résultent  des  formules  différentielles 
dans  lesquelles  la  longitude  vraie  de  la  Lune  a  été  prise 
pour  la  variable  indépendante,  n'avaient  point  toute 
la  précision  nécessaire  à  l'évaluation  d'uri  élément  si 
délicat;  a°  que  le  coefficient  de  X équation  séculaire 
ou  l'accélération  du  moyen  mouvement  lunaire  pen- 


(*)  Les  astronomes  ne  sont  point  parfaitement  d'accord  entre 
eux  sur  la  valeur  exacte  de  cet  élément  si  important  du  mouvement 
lunaire.  Dunthorne,qui,  après  que  Halley  eut  pour  la  première  fois 
découvert  l'existence  de  l'accélération  séculaire  du  moyen  mouve- 
ment de  la  Lune,  avait  tenté  de  le  déterminer  parla  comparaison 
des  anciennes  observations  aux  modernes,  le  faisait  de  io",oi, 
Mayer  le  réduisît  à  6", 99  dans  ses  premières  Tables, -et  l'a  porté 
ensuite  à  9",oi  dans  la  seconde  édition.  Lalande,  par  une  discus- 
sion nouvelle  de  cet  objet,  a  été  conduit  au  résultat  de  Dunthorne, 
Enfin,  Laplace  dit  que  Bouvard,  par  une  nouvelle  discussion  des 
éclipses  déjà  connues,  et  de  celles  qu'il  a  extraites  d'un  manuscrit 
arabe  d'Ibn-Junys,  a  trouvé  un  résultat  peu  différent  de  celui  que 
lui-même  avait  obtenu  de  la  théorie.  C'est  cette  valeur  (io",6;  que 
Mason  a  adoptée  dans  ses  Tables.  On  voit  que  le  coefficient  que 
nous  avons  déduit  pour  la  première  fois  d'un  calcul  direct  et  ri- 
goureux, tient  le  milieu  entre  les  deux  déterminations  de  Mayer, 
il  serait  donc  possible  qu'une  nou\clle  discussion  des  anciennes 
éclipses  fît  définitivement  pencher  la  balance  du  côté  de  cel  ha- 
bile astronome,  <*\  rétablit  la  concordance  parfaite  entre  la  théorie 
et  l'observation 
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dant  le  premier  siècle,  généralement  admis  par  les 
astronomes,  d'après  le  résultat  des  recherches  de 
Bouvard  sur  cet  objet,  couronnées  par  l'Académie  des 
Sciences,  en  1800,  est  de  3"  environ  plus  fort  que 
celui  qui  est  indiqué  par  une  analyse  rigoureuse; 
3°  que  le  coefficient  de  Yéquation  séculaire  déter- 
miné par  une  première  approximation,  c'est-à-dire 
en  n'ayant  égard  qu'à  la  première  puissance  de  la 
force  perturbatrice,  éprouve  une  altération  sensible 
par  la  considération  des  puissances  supérieures  de 
cette  force,  que  cette  altération,  quelle  qu'en  soit 
l'importance,  est  une  quantité  négative,  que  par  con- 
séquent le  coefficient  de  Yéquation  séculaire  doit 
nécessairement  tomber  au-dessous  de  10", 694,  va- 
leur qu'on  trouve  pour  ce  coefficient  lorsqu'on  ne 
tient  compte  que  des  termes  du  premier  ordre.  On 
pourra  donc  écarter  comme  défectueuses  toutes  les 
évaluations  qui  dépasseraient  cette  limite. 

Quoique  ces  résultats  soient  contraires  aux  idées 
généralement  adoptées,  et  paraissent  troubler  l'ac- 
cord qui  semblait  exister  sur  l'un  des  points  les  plus 
remarquables  du  système  du  monde,  entre  l'astrono- 
mie théorique  et  l'astronomie  pratique ,  comme  notre 
analyse  est,  à  ce  que  nous  supposons,  d'une  exactitude 
rigoureuse,  ou  que  du  moins  si  quelques  légères 
erreurs  s'y  étaient  glissées,  elles  ne  pourraient  porter 
que  sur  des  quantités  à  peu  près  insensibles,  qu'elle 
émane  d'ailleurs  directement,  et  sans  aucune  transfor- 
.mation,  des  formules  différentielles  du  mouvement 
troublé  dans  lesquelles  la  longitude  moyenne  de 
l'astre  troublé  a  été  pris  pour  la  variable  indépen- 


Digitized  by  LjOOQIC 


78  THÉORIE  ANALYTIQUE  DU  SYSTÈME  DU  MONDE, 
dante,  nous  pensons  qu'il  est  hors  de  doute  qu'il  y  a 
lieu  de  diminuer  la  grandeur  du  coefficient  de  i'i/ie- 
galité  séculaire  du  moyen  mouvement  lunaire  qu'on 
avait  déduite  autrefois  des  observations,  et  que  les 
astronomes,  par  la  comparaison  plus  attentive  des 
anciennes  éclipses  aux  Tables  lunaires  si  perfection- 
nées de  nos  jours,  confirmeront  sur  ce  point  les  ré- 
sultats, de  l'analyse,  et  rétabliront  l'accord  parfait  qui 
doit  toujours  exister  entre  la  théorie  et  l'observation, 
accord  sans  lequel  les  plus  belles  conceptions  de  l'es- 
prit humain  ne  présenteraient  plus  que  doute  et  in- 
certitude. 
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Tandis  que  le  Supplément  qui  précède  était  sous  presse,  la 
discussion  scientifique  à  laquelle  a  donné  lieu  la  détermination  du 
coefficient  de  V équation  séculaire  du  mouvement  moyen  de  la 
Lune,  et  dont  il  a-  été  question  dans  le  préambule,  a  pris  de  plus 
grandes  proportions  ;  plusieurs  géomètres  distingués  sont  descen- 
dus dans  l'arène  et  chacun  a  donné,  par  des  méthodes  différentes, 
des  valeurs  particulières,  dont  les  unes  s'écartent  sensiblement  des 
résultats  indiqués  par  les  observations,  dont  les  autres  offrent  à 
cet  égard  plus  de  concordance  avec  elles,  mais  qui  toutes  diffèrent 
considérablement  du  résultat  que  nous  avons  obtenu  en  employant 
les  formules  directes,  qui  nous  ont  servi  à  déterminer  toutes  les 
inégalités  périodiques  et  à  longues  périodes  du  mouvement  lunaire, 
et  qui  semblent  aussi  les  plus  propres  à  déterminer  d'une  manière 
exacte  ses  variations  séculaires  D'un  autre  côté,  notre  théorie  a 
reçu  dans  ces  derniers  temps  une  importante  confirmation  (*)  :  des 
Tables  lunaires,  qui  paraissent  principalement  basées  sur  les  ex- 
pressions de  la  longitude,  de  la  latitude  et  de  la  parallaxe  équatoriale 
données  n°8 1 37, 1 38,  14 1  du  Livre  vu,  ont  été  construites  en  Amé- 
rique et  servent,  maintenant  dans  les  États-Unis  au  calcul  de  tous  les 
annuaires  et  éphémérides  consacrés  aux  usages  de  l'astronomie  ou 
de  la  navigation.  Ces  Tables  représentent  merveilleusement  bien  les 
observations;  leurs  écarts  dans  les  cas  les  plus  défavorables  ne  vont 
pasà?.",5  et  paraissent  même  pouvoir  être  aisément  ramenées 
de  1  "  en  dessous  de  celte  limite,  en  sorte,  qu'elles  dépasseraient 
de  beaucoup  en  précision  celle  qu'on  peut  attendre  des  meilleures 
observations;  elles  soutiennent  dès  à  présent  sans  désavantage  la 


{*)  Voir   Essai  sur  la  Théorie  de  la  Lune  par  Luroock,  Xe  partie;  18G0. 
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comparaison  avec  les  Tables  de  Hansen,  publiées  récemment  en 
Angleterre  avec  un  grand  luxe  aux  frais  du  gouvernement  britan- 
nique, et  qui  ne  sont,  à  vrai  dire,  que  des  Tables  empiriques  où 
la  théorie  a  été  sacrifiée  au  désir  d^obtenir  la  plus  grande  concor- 
dance possible  avec  les  observations,  en  recourant  même  à  des 
moyens  tout  à  fait  étrangers  à  la  loi  de  la  gravitation  universelle. 
Il  est  donc  évident  qu'avec  quelque  soin  on  parviendrait  aisément 
à  donner  à  ces  Tables  américaines  un  nouveau  degré  de  perfec- 
tion, et  que  le  problème  proposé  aux  géomètres  par  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris  dans  son  programme  de  1820  (*)  :  «  Former 
par  la  seule  théorie  des  Tables  lunaires  assez  exactes  pour  suffire 
à  tous  les  besoins  de  la  pratique  sans  rien  emprunter  à  l'observa- 
tion que  les  données  indispensables  de  la  question,  c'est-à-dire  les 
éléments  elliptiques  du  mouvement  lunaire  à  une  époque  déter- 
minée »,  serait  ainsi  complètement  résolu.  C'est  donc  pour  nous 
une  obligation  nouvelle  de  revoir  avec  soin  ceux  de  nos  coeffi- 
cients qui  seraient  encore  susceptibles  d'acquérir  un  plus  grand 
degré  d'exactitude  en  portant  plus  loin  les  approximations,  et 
d'examiner  en  même  temps  avec  la  plus  scrupuleuse  attention  les 
points  qui  pourraient,  comme  la    détermination  de   l'équation 
séculaire  du  mouvement  moyen,  avoir  laissé  quelque  doute  dans 
des  esprits  d'ailleurs  très-éclairés. 

Laplace  et  après  lui  Damoiseau  et  M.  Plana,  qui  ont  développé 
ses  formules  en  poussant  plus' loin  les  approximations,  avaient 
supposé  que  dans  la  détermination  des  équations  séculaires  qui  af- 
fectent le  moyen  mouvement  de  la  Lune,  les  mouvements  du  péri- 
gée et  des  nœuds  de  son  orbite,  on  peut  regarder  comme  constante 
l'excentricité  e*  de  l'orbite  terrestre  et  n'avoir  égard  à  sa  variation 
que  dans  le  résultat  final,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  ils  avaient 
déterminé  le  rapport  des  vitesses  moyennes  de  la  Lune  dans  son 
orbite  réelle  et  dans  son  orbite  elliptique,  ainsi  que  les  coefficients 
des  mouvements  moyens  du  périgée  et  des  nœuds,  comme  si  l'or- 
bite terrestre  était  rigoureusement  fixe  et  inaltérable.  Cette  sup- 
position,  évidemment,   simplifie  beaucoup  le  calcul,   et  je  l'ai 

(*)  Théorie  atuttj tique  du  Système,  du  Monde,  tome  IV,  pago  G. 
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adoptée  dans  tout  le  cours  de  mes  recherches  sur  le  coefficient  de 

Y  équation  séculaire.  Cependant  quelques  géomètres  en  ont  con- 
testé l'exactitude;  ils  ont  suivi  les  idées  émises  à  cet  égard  pour 
la  première  fois  par  Poisson  dans  un  Mémoire  très-remarquable 
sur  la  Théorie  de  la  Lune,  lu  à  Y  Académie  des  Sciences  en  i833, 
et  que  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  citer  dans  le  préambule 
du  Livre  vu  de  cet  ouvrage  (t.  IV,  p.  1 5)  (*).  Poisson  veut  qu'on  ait 
égard  à  la  variation  de  l'excentrité  e'  de  l'orbe  terrestre  dans  les 
formules  différentielles  du  mouvement  troublé  ;  mais  on  est  amené 
ainsi,  par  les  intégrations  successives,  à  introduire  dans  l'expression 
du  coefficient  de  Y  équation  séculaire  une  foule  de  termes  nou- 
veau* qui  écartent  d'une  manière  très-sensible  le  résultat  final  de 
l'exactitude  et  de  l'accord  qu'il  devrait  présenter  avec  les  obser- 
vations. Cette  raison  suffirait  seule  sans  doute  pour  faire  re- 
pousser une  pareille  hypothèse  ;  nous  montrerons  en  outre  qu'elle 
est  contraire  aux  vrais  principes  de  la  théorie  des  perturbations 
planétaires. 

Mais  il  est  bon  de  montrer  d'abord  comment  les  formules  de  la 
variation  des  constantes  arbitraires,  dans  la  supposition  où  l'on  re- 
garde comme  invariable  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre,  repro- 
duisent identiquement  les  différents   termes    du   coefficient  de 

Y  équation  séculaire  que  nous  avons  déterminé  d'une  manière  toute 
différente  dans  le  Supplément  au  Livre  vu!  Cette  vérification  est  de 
nature  à  ne.  laisser  aucun  doute  sur  l'exactitude  de  nos  résultats. 

Reprenons  l'expression  de  </e,  n°  93,  Livre  vu,  en  n'ayant 
égard  qu'aux  termes  de  Tordre  m%  et  m3,  il  suffira  de  supposer 


</i  =  —  landt 


t    dK\       andt  (    dK\        andt  (  dKX     ,    . 

Mous  supposerons  que  dans  cette  formule  a  et  n  représentent 
les  quantités  que  nous  avons  désignées  par  a,  et  ny  dans  le  Sup- 
plément, mais  nous  supprimerons  les  accents,  pour  plus  de  sim- 
plicité. 


(«)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  Mil  (i83/|). 
Supplément  au  VII-  Livre. 
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En  observant  que  a'  (t— ]  =  2aR,  parlen*  2  du  Supplément 
et  par  le  n°  97  du  Livre  vu,  on  trouvera 

Par  le  n°  3  du  Supplément  et  le  n°g7  du  Livre  vu,  on  aura 

'•(£H-§*+?H<v. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (a)  on  en  conclut 

+[(M-3)- 


Considérons  maintenant  les  termes  de  Tordre  m1,  indépendants 
a  la  fois  de  l'excentricité  et  de  l'inclinaison  à  réclip  tique  de  l'or- 
bite  lunaire.  Il  suffira,  dans  ce  cas,  n°  102,  Livre  vu,  de  sup- 
poser 

r/R       dt 

<ia 

On  a  d'ailleurs 


</.&  = — idt.$.a3n  - 1 9. an  [e—  )•  (à) 
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Le  dernier  ternie  de  la  seconde  équation  ne  pouvant  produire 

que  des  termes  dépendants  de  l'excentricité  *que  nous  négligeons, 

on  peut  lé  supprimer. 

Nous  avons  trouvé,  nOB  16  et  45,  Livre  vu  : 

En  multipliant  cette  valeur  par  le  rapport  -'  =  I  i«—  ■*  m7  —  «' e"  J 
(n°  4>  Supplément)  et  supprimant  les  accents,  on  aura 
„      m>      65    ,  ,/3    ,     8Si      \  , - 

On  peut  d'ailleurs  obtenir  directement  cette  valeur  par  les  for- 
mules de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  en  substituant 
dans  l'expression  de'dR,  n°  ioo,  Livre  vu,  à  la  place  de  <Jç, 
Sa,  etr.,  leurs  valeurs  données  par  la  première  approximation. 

En  vertu  de  l'équation  a  -r~  =  2R,  on  en  conclura  donc 

Soit 

a  R  =  tri1  F cos 2  Ç  -f-  ni1  F'  c'  cos  (2  Ç  —  y')  -4-  m2 F" <?'  cos  (2  Ç  -f-  y'). 

En  vertu  de  la  formule  n°  87,  Livre  vu,  on  a 

Sa  =  2  a*    I  </'R,  {m) 

En  observant  que  I  d'R=  I  (  —  \ndt  et  que  nous  avons  sup- 
posé ici  Ç  =  (1  —  m)  n t  -f-  s  —  «',  o(|  trouve  aisément,  en  négli- 
geant les  termes  d'un  ordre  supérieur  à  m»  : 


1  M'R  =  /w3 


F  cos2  Ç  +  m2  F'  c'  cos  (2  Ç  —  <p') 
/w'fVcos  (2  Ç -4-<j/). 
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Si  Ton  substitue  celle  valeur  dans  la  formule  (m),  que  Ton  com- 
bine l'expression  résultante  avec  celle  de  a  l  —  J  tirée  de  l'cqtia- 

tion  (  a  —  J  =  2  R,  en  n  ayant  égard  qu  aux  termes  non  pério- 
diques et  en  observant  que  $.an  = n  8  a,  on  trouvera 

Pour  réduire  cette  valeur  en  nombres,  observons  qu'on  a  par  le 
développement  de  la  fonction  R,  n°  6,  Livre  vu,   • 

F=!('-H'    f'=t'.-  f'=-4 

et  par  conséquent  ^ 

En  vertu  de  cette  valeur  et  de  celle  de  an  S.  la  *—  U  on.  aura 
donc 

•-(î)-[-(5**-ï)-' 

Maintenant,  on  a  généralement 

.    /    dK\       /rfR\       ^         rfR 
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Soit 

aR  =  m5  Ge  cosy-f-  w2  G' <? cos(2Ç  —  y)  -h  /»'G"*cos  (aj  4-  y) 
-+■  m'Hw'  cos  (<p  —  <p')  -h  #wJ  H'  **'  cos  (<p -h  f') 
-+-  /w '  K.  *c'  cos  (  2  Ç  —  <p  —  <p'  )  -+-  m1  K'  <?<?'  cos  (  2  Ç  —  y  -h  f  ') 
-+-/?t*K"<?e'cos(2Ç  +  r—  f')  +  *t'K"er'cos(aE-f-f +f'). 

On  en  conclura 

/rfR 


'V 


— j=/w,Gco5^-f-m,Gfcos(2Ç—  y)  +  /w'G"cos(2Ç4-f)-4-etc. 


Pour  fdrmer  a£.  —r*  il  suffira  donc  de  faire  varier  dans  cette 
de 

quantité    la  constante  u,  qui    se    trouve  comprise  dans  Tare 

f  =  r/ïf -h  «  —  ai,  la  variation  des  autres  constantes  ne  donnant 

dans  le  produit  et.  —  que  des  ternies  dépendants  de  l'excen- 
tricité <.'  que  nous  négligeons;  mais  en  observant  qu'en  n'ayant 
égard  qu'aux  ternies  précédents  on  a  e  —  =  R  et  par  conséquent 

d'R       </R  .    . 

/•  -   .    =  «7—  ?  on  aura  ainsi 
rfdù)        a» 

.     .     4R      4R,         <*R     - 

J.tf  -— -  =-r-  Se  H —  eow. 

atf        de  eav 

ai  par  les  formules  du  n°  87,  Livre  vu,  on  forme  les  valeurs  de 
Je  et  de  e9vy  qu'on  substitue  ces  valeurs  ainsi  que  celles  de 

—  et  de  — -  dans  la   formule  précédente,  en   n'ayant  égard 

qu'aux  termes  non  périodiques,  on  trouvera  par  un  calcul  très- 
siufple,  qu'il  suffit  d'indiquer  ici  (voir  n°  97,  Livre  vu)  : 


rt$,  L™\  =  m<  j  G'-.G"  +  ^  G"» 


+  ^1^+  H'1- K3-  K"-f  iK^+^R^jj. 
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On  a  d'ailleurs,  par  le  développement  de  R,  n°  6,  Livre  vu, 

-=!(-§-)• 

d'où  Ton  tire 

-• '+i«--(i-£râ~ï)  ' 


On  a  ensuite 


3  3 


d'où  l'on  conclut 

H'  +  H'»—  K'  —  K"  H-  ^  K'"  H-  i  KWJ 

—  f.9.  .9  _  ?î£9_8i       i47    ,     3  _      957\ 
~"\i6      16        64       64"+""B4H"64~"        !«;• 

en  observant  que  Ton  a 

on  aura,  par  conséquent, 

.        /  <*R\  r      37    4  ,    /soi      957  555\    ,  ,/l 

Si  Ton  substitue  celte  valeur  et  celle  de  <J.«/t  {a  —  ]>  calculée 
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plus  haut,  dans  la  formule  (b),  on  aura 

'■*-[Gf-S-3?)- 

En  joignant  à  ces  termes  ceux  qui  résultent  de  la  première  ap- 
proximation, et  qui  se  déduisent  aisément  des  formules  rappor- 
tées ri"  93  et  96  du  Livre  vu,  on  aura  donc  pour  la  valeur  com- 
plète de  d.8t 

La  valeur  de  </.*Ç  contient  (n°  92,  Livre  vu)  le  terme 

Nous  avons  trouvé  précédemment 

a  l\fR  =  /w'[F cos2Ç4-FVcos(25  —  ?')  4-  F'V cos  (2Ç4-  f  )], 

et  par  suite 

û'(  JVrY^^FM-F'V'-hF'V'). 
En  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (/1)  on  aura  donc 

d.ft  =  |m«  (F1  H-  F'V'-t-  F"**")/"*/, 
ou  bien,  en  vertu  des  valeurs  précédentes  de  F,  F'  et  F"  : 

En  réunissant  cette  valeur  à  celle  de  c/.Ji  donnée  plus  haut, 
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on  a 


dt 


*[-!-.(**â-^  -M 

En  joignant  à  cette  expression  les  termes  Je  — '—  dépendant* 

des  produits  é1  e'a,  e'7^  déterminés  précédemment,  et  en  obser- 
vant que  v  représentant  la  longitude  vraie  de  la  Lune  dans  l'or- 
bite troublée,  on  a,  en  faisant  abstraction  des  termes  périodiques, 

^      .     •  ,  du         (    .   d.ft      dM\ 

v  =  ji/-t-fl;-f-  dt  et  par  conséquent  -7  =  *  l  H — T~~*~"^T~)=rn> 

en  représentant*  par  n  le  moyen  mouvement  déduit  des  observa- 
tions, on  trouvera  enfin 

+(3*- S  "*)"'■'•]• 

valeur  qui  coïncide  dans  Tordre  d'approximation  où  nous  nous 
arrêtons  ici,  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  par  un  procédé 
tout  différent  dans  le  n°  4  du  Supplément,  et  qui  montre  le  par* 
fait  accord  des  deux  méthodes. 

Il  faudrait  d'après  ce  que  dit  Poisson  dans  son  Mémoire  cité  pré- 
cédemment (§  28)  pour  compléter  la  valeur  précédente  de  n,  lui 
ajouter  la  partie  qui  provient  des  termes  non  périodiques  de  l'ordre 
m',  qu'introduit  indirectement,  dans  l'expression  finie  du  grand 
axe  et  du  moyen  mouvement  de  la  Lune,  la  variation  de  l'excen- 
tricité <J  de  l'orbe  terrestre,  et  dont  nous  avons  fait  jusqu'ici  abs- 
traction. Nous  allons  calculer  cette  partie  de  la  valeur  de  n  en 
suivant  les  idées  de  ce  géomètre  et  en  négligeant  toutefois  les  quan- 
tités qui  seraient  d'un  ordre  supérieur  à  /w\ 
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Tour  cela,  reprenons  la  valeur  de  tl.ft,  n°  92,  Livre  vu  : 

^  =  -3,«/,™R+i^(y\fR)'.  (A) 

En  observant  qu'on  a  supposé  d'R  =  I  —  )  ndt,  en  différen- 
tiant  la  caractéristique  £,  on  aura 

•  T?--"  (S) +  (?)«- 

Ou  bien,  en  substituant  pour  en  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (7), 
(n°43,  Livre  11  ), 

Calculons  les  différentes  parties  de  cette  formule,  en  nous  bor- 
nant toutefois  aux  termes  non  périodiques  multipliés  par  *"  de 
Tordre  m4,  et  indépendants  de  l'excentricité  e  et  de  l'inclinaison  7 
de  l'orbe  lunaire  à  l'écliptique,  qu'elle  peut  renfermer. 

Si  dans  l'expression  de  S  •  1  —  J  9  donnée  n°  90,  Livre  vu,  on 

substitue  pour  #Ç,  8a f  etc.,  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (À), 
p°  87,  et  qu'on  néglige  les  termes  qui  ne  produiraient  aucune 
quantité  de  l'ordre  de  celles  que  nous  considérons,  on  trouvera  la 
formule  suivante  : 

~-[â/(î)-3/(îH 

Si  l'on  considère  d'abord  la  partie  de  cette  expression  indépen- 
dante de  l'excentricité  c  de  l'orbe  lunaire,  il  suffira  de  supposer, 
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comme  précédemment, 

aR  =  /7i>F  cos  a?  +  mJ  F'  e'  cos(2  Ç  — <p')  4-  w1  FVeos(2Ç -4-?'). 

Si,  après  avoir  différence  cette  expression  par  rapport  à  a  et  à  t, 
on  intègre  ensuite  par  parties  les  valeurs  résultantes  multipliées 
par  dt,  en  considérant  comme  variables  les  trois  coefficients 
F,  F'  <?',  F'V,  à  raison  de  la  variabilité  de  l'élément  <?'  qu'ils  con- 
tiennent, mais  en  négligeant  les  différences  Secondes  de  e\  parce 
que  la  lenteur  avec  laquellle  cet  élément  varie  les  rendrait  à  peu 
près  insensibles,  on  trouvera  que  ces  intégrales  renferment  les 
termes  suivants  : 

J  UJ^=-7^Us,n2Ç4"F  ^s,n(25""?) 

H-F"^sin(2S  +  ?')"J, 
/•/    dh\   ,  /?iJ   "rrfF   "       „       „tde' 

On  aura  d'ailleurs,  en  effectuant  les  opérations  indiquées, 

d'R 
«*  jjjj  =-4  '"'[Fsin  2Ï+FVsin(2Ç—  <p')  +  F'VsinfcÇ+j')], 

«^R 

«~=-4w3[Fcosa?-hF/tf'cos(2Ç— ?,)  +  FVcos(2Ç-r-?')]» 

d'où  il  est  aisé  de  conclure 

■"Dâ/(S)*-3/(2H 

=  —  (  F  —  -4-  F"  -3-  4-  F"  —  ). 
an    \    dt  dt  dt   J 

On  trouverait,  par  un  calcul  semblable, 
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Considérons  la  troisième  partie  de  la  formule  (B),  cl  suppo- 
sons dans  R  des  termes  de  cette  forme 

aR  =  /M2Pccos(//tf-h  is  —  w)  -f-  j?t'Qtsin(//if +"  —  w). 

Si  Ton  différence  par  rapport  àwete  cette  valeur,  et  qu'après 
les  avoir  multipliées  par  de  on  intègre  ensuite  par  parties  les  fonc- 
tions résultantes,  on  trouvera,  par  un  calcul  semblable  à  celui 
que  nous  venons  d'effectuer,  que  les  intégrales  finales  contien- 
nent les  termes  suivants, 

J    \edv)  Pan*  \<lt  dt  } 

C  fdR\   ,  m»     /rfP        ^        dQ  .      \ 

!       _)rfr=- (  —  cos  X  -+-  -~  Sin  X    , 

J    \de  J  Pan7  \dt  de  J 

où  nous  faisons,  pour  abréger,  X  =:  1  (ni  -f-  s)— w  ;  on  a  d'ailleurs 

d2K  m2i 

■  = (Psin  X  —  QcosX), 


dtde  a 


<FR  /«'/.  . 

=  —  (P  cos  X  -4-  Q  sin  X ), 


cdwds 
d'où  l'on  conclura 

"[■tot/(Î)*-^I/-(-S)*] 

Gela  posé,  si  Ton  considère  d'abord  dans  la  fonction  R  les  termes 
de  cette  forme 

flR  =  /w.,G<?cosq>4-/w'H«?/cos(?  —  q/)-f-/w2HV<?'cos(<p -+-?'), 

il  est  évident  qu'il  suffira,  pour  leur  appliquer  la  formule  précé- 
dente, de  supposer  1  =  1,  et  de  faire  successivement  P=G, 
Q=o,      P  =  H  e' ros  <p',       Q  =  Hf'sin<p',       P  =  HV  cos  <p', 
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Q  =  —  H  V  sinj ',  on  aura  donc,  en  vertu  de  ces  termes, 

jm    \     rfr        x  dt  )        an\      dt  dt  dt   ) 

Soit  maintenant 

aR  =  /n'G'ecos  (2Ç —  y)  +  m*KeJ  cos  (2Ç  —  y  —  ?') 
-f-  m'E/^/cos^Ç  —  ?-*-?'), 

il  suffira  de  faire,  dans  la  formule  (C),  1  =  —  1,  et  successi- 
vement, P  =  G'  cos  /',  Q  =  —  G'  sin  /',  "  P  =  K  cos  (/'  -f-  f'), 
Q  =— Ksin  {f  H-  ?')f  P  =  K/  cos  (f  —  y'),  Q =—  K'  sin  (f—  f  ), 
en  supposant,  pour  abréger,  /'  =  2/1'/  +  2  c',  on  aura  ainsi 


171 

ia/i 


Soit  enfin 

#iR  =  m1  G"<? cos (2Ç  -H  ? )  -h  !»'&"«?'  cos(2  g  -h  y  —  9' ) 

-+-  iw2  K/"*e/  cos  (25  -+-  <p  -f-  /), 

il  faudra  faire,  dans  la  formule  générale  (C),  i  =  3,  et  successi- 
vement P  =  G"co$r,  QssG'sinJ',  P  =  K"  cos  (?  -f-  ?'  ), 
Q:=  K"  sin  (f  -h  T'),  Ç  =  K0  cos(/'  —  T'),  Q  =  K"sin  (f  —  f), 
et  Ton  aura,  en  vertu  de  ces  termes, 


m 
ian 


4/«rfp      ^<*Q\        *»'    ln»d&'      ******     vm*<i*\ 
*\     dt^^  dt  }      3an\       dt  ^  dt   ^         dt    ) 

En  réunissant  les  différentes  parties  de  la  valeur  de  9  •  /  —  1 
que  nous  venons  de  calculer,  on  aura 

fl/i  \       rfc  /fr         3  dt   J 

<z/i  \  3  o        /    dt 
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11  nous  reste  à  calculer  le  second  ternie  de  la  formule  (B).  Or  on 
a,  par  ce  qui  précède, 

^===-^[Fsin2Ç  +  FVsin(2Ç--f)4-FVsin(2Ç-+-?')]» 

/rflU              m'    r<t¥  .      „  Je'  .    _ 

—  dt= —    — SM2Ç-+-F'— sin(2Ç  —  «') 

'         +  F*£«n(a?  +  f')], 


de1 
d'où  Ton  conclut 


-H£)/(£H-£('£^+'"40- 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (B),  qu'on  multiplie 
par  dtm  la  formule  résultante,  et  qu'on  l'intègre,  on  trouvera 
enfin 

SV*R  =  ^  £  (F'  +  F"<?"  +  F"V) 

-h  —  fGà  -  G"  <?"  -h  i  G">  <?"\ 
2a\  3  / 

iw*  i  i 

+  —(«»  +  H'»  —  K>  -  R'*  +-  - K"  -4-  4kwV', 

Ou  bien  en  substituant  pour  F,  F',  etc.,  leurs  valeurs  données 
précédemment,  et  en  n'ayant  égard,  dans  F2,  et  G7,  qu'aux  termes 
multipliés  par  e'*9 

J  a  \  4    32        2    8        2    ib  128/ 

La  seconde  partie  de  la  formule  (A)  ne  produit  aucun  terme 
du  genre  de  ceux  que  nous  considérons.  Si  l'on  substitue  donc 

pour   j  d'.8R  sa  valeur  dans  cette  formule,  et  qu'on  joigne  la 


Digitized  by  LjOOQIC 


94  ADDITION. 

valeur  de  —y-  qui  en  résultera,  à  celle  qui  entre  dans  I  équation 

/        d.ft       rf.*i\  ..         .    , 

n  =  n  [  n : — I —  1  »  et  que  nous  avons  déterminée  pre- 

\  ndt         ndt  )  *  r 

cédemment,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  simplement  multi- 
pliés par  *",  on  aura  enfin 

Telle  serait  donc  l'expression  exacte  de  la  valeur  de  n  qui 
résulterait  de  l'analyse  de  Poisson.  On  voit  que  son  premier  effet 

22oS 

serait  d'augmenter  du  terme  — g-wiV2  la  valeur  de  cette  quan- 
tité, que  nous  avons  déterminée  n°  4  du  Supplément  (p.  64),  et  il 
en  résulterait  une  diminution  correspondante  de  0^,6987  sur  le 
coefficient  de  Y  équation  séculaire  du  mouvement  moyen  (p.  ^5), 
que  nous  avons  déjà  trouvé  par  la  théorie  au-dessous  de  celui 
qui  semble  indiqué  par  les  observations.  Mais  ce  n'est  rien  encore  : 
en  poussant  plus  loin  le  même  calcul,  MM.  A  dams  et  Delaunfty 
ont  reconnu  que  cette  diminution  devenait  de  plus  en  plus  consi- 
dérable par  les  approximations  successives,  et  ils  ont  donné  du 
coefficient  de  Y  équation  séculaire  une  évaluation  qui  tombe  au- 
dessous  de  5",  7  (*),  c'est-à-dire  de  la  moitié  de  ce  que  devrait 
être  ce  coefficient  pour  représenter  les  anciennes  éclipses,  même 
dans  les  plus  larges  limites  d'erreurs  qu'on  puisse  supposer  aux 
observations  de  ces  temps  reculés.  Un  tel  résultat  est  inadmissible,, 
et  il  accuse  évidemment  un  vice  capital  dans  le  procédé  par  lequel 
il  a  été  obtenu.  En  effet,  l'intégration  par  parties,  que  nous  avons 
effectuée  pour  nous  conformer  aux  idées  de  Poisson ,  et  qui  laisse 
échapper  une  partie  des  quantités  qu'elle  devait  déterminer,  non- 
seulement  ne  satisfait  pas  l'esprit,  mais  elle  est  contraire  à  tous 
les  principes  suivis  dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires, 
où  Ton  a  toujours  considéré  comme  constants  dans  les  équations 
différentielles  les  éléments  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 

{  *  )  Mémoires  de  la  Société  astronomique  de  Londrss,  vol.  XIX  ,  n°  6 
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perlurbatrice.  Sans  cette  condition,  le  théorème  si  remarquable  de 
Y  invariabilité  du  grand  axe  et  du  moyen  mouvement  n'aurait  pas 
lieu  pour  les  planètes,  pas  plus  que  pour  la  Lune,  lorsqu'on 
pousse  les  approximations  jusqu'au  carré  de  la  force  perturbatrice. 
Il  me  paraît  donc  évident  que,  sans  être  absolument  vicieuse  en 
principe,  l'analyse  du  Poisson  ne  saurait  s'adapter  au  cas  auquel 
il  a  voulu  l'appliquer;  les  termes  qui  en  résultent  dans  l'expres- 
sion de  \  équation  séculaire  du  m  03-e  n  mouvement  lunaire  ressem- 
blent à  ces  arcs  de  cercle  que  l'intégration  introduit  dans  les  valeurs 
des  coordonnées  planétaires,  et  qui  les  rendraient  bientôt  fautives, 
si  l'on  n'employait  des  procédés  particuliers  pour  les  faire  dispa- 
raître (*).  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  si  Ton  voulait  avoir  égard 
à  la  variation  de  l'excentricité  e'  de  l'orbe  terrestre  dans  l'inté- 
gration des  équations  différentielles  du  mouvement  troublé,  il 
faudrait,  en  nommant  «'  la  longitude  du  périhélie,  substituer  à 
la  place  de  e'sinu'  et  tf'cosw'  dans  les*  formules  du  mouvement 
elliptique  leurs  valeurs  qu'on  peut  représenter  (n°64>  Livre  vu) 
par  deux  suites  finies  de  termes  delà  forme  l.Bsin(bt  -+-  6)  et 
ï.B  cos  (bt  4-6),  les  intégrations  des  formules  (A)  (n°  87,  Liv.  vu) 
s'effectueraient  ensuite  sans  difficulté ,  et  l'on  démontrerait  par 
l'analyse  du  n°  60,  Livre  11,  qu'il  n'en  peut  résulter  dans  la 

fonction    I  d\  $R,  et  par  suite  dans  l'expression  du  grand  axe 

et  du  moyen  mouvement  de  la  Lune,  aucun  terme  non  pério- 
dique du  moins  parmi  les  quantités  de  l'ordre  m\ 

Concluons  donc  que  le  procédé  que  nous  avons  employé  pour 
déterminer  le  coefficient  de  Y  équation  séculaire  du  moyen  mou- 
vement de  la  Lune,  dans  le  Supplément  au  viie  Livre,  est  suffi- 
samment justifié  par  une  rigoureuse  analyse,  et  que  ce  coefficient, 
par  conséquent,  où  nous  avons  poussé  les  approximations  jus- 
qu'aux quantités  du  septième  ordre,  a  toute  l'exactitude  que  la 
question  comporte. 

{*)  Voir  Supplément  à  la  Théorie  de  la  Lune,  par  Plana,  page  8;  i85G. 
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ERRATA  DU  TOME  IV. 


Page  iS,  ligne  i  en  remontant,  au  lieu  de  X,  lisez  XIII. 
60,  u,  au  lieu  de  3e*  -+-  3  e'%  lises  lé1  -+- 2  c". 

63,  a3,  au  lieu  de  6,  lises  3 . 

i65,  9,  au  lieu  de  m",  lises  m4. 

175,  7,  idem. 

2Q5 .  16,  au  lieu  de  — >  lises  — 

4 22,  i3,  au  lieu  de  Sot  et  â6,  substitues  les  valeurs  différentielles  dû» 

et  d$. 
Ibid.       •  16,  après  leurs  valeurs,  ajoutes  en  intégrant. 

2  2 

433 ,  1 3,  au  lieu  de  - »  lises  ?• 

572,  22,  nu  /*>**  de  26659,  *isez  G659. 

586,  r  en  remontant,  au  /ieii  <fe  -7-7-»  /wes  — 7- 

64  24 
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rue  de  Seine-Saint-Germain,  10,  près  l'Institut.  * 
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